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$,♠❡ ❛✉$♦♠❛$✐9✉❡ ❞✬✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❡%#♦♥♥❡ ❞❛♥# ✉♥ %.#❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠.%❛#✳ ▲✬♦❜❥❡❝$✐❢ ♣%✐♥❝✐♣❛❧
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♣❡'$♦♥♥❡$ ❞❛♥$ ❞❡$ $65✉❡♥❝❡$ ✈✐❞6♦✳ ◆♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ ❞✐$.✐♥❣✉❡' ❧❡$ ❛♣♣'♦❝❤❡$ ♠♦♥♦ ❡. ♠✉❧.✐✲

❝❛♠6'❛$✳ ❊♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠6'❛✱ ✉♥ $②$.>♠❡ ❞❡ '❡❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ♣❡'$♦♥♥❡$ ❡$. $♦✉♠✐$ ? ❞❡ ❢❛✐❜❧❡$

✈❛'✐❛.✐♦♥$ ❞❡ ♣♦$❡ ✭❧❡$ ♣♦$✐.✐♦♥$ ❞❡$ $✐❧❤♦✉❡..❡$ ✈❛'✐❡♥. ❧6❣>'❡♠❡♥. ❡♥.'❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡$ $✉❝❝❡$✲

$✐✈❡$✮✱ ❛✐♥$✐ 5✉✬ ? ❞❡$ ♦❝❝✉❧.❛.✐♦♥$ ♣❛'.✐❡❧❧❡$✳ ❊♥ ♠✉❧.✐✲❝❛♠6'❛$✱ ❧❡ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞✬✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥

❞❡$ ♣❡'$♦♥♥❡$ ❞❡✈✐❡♥. ♣❧✉$ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡$ ✈❛'✐❛.✐♦♥$ ❞❡ ♣♦$❡ ♣❡✉✈❡♥. E.'❡ ♣❧✉$ ❜'✉.❛❧❡$ ✿ ❞❡

❣'❛♥❞$ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥.$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❝♦✉❧❡✉'$ ❝❛✉$6$ ♣❛' ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡$ ❝♦♥❞✐.✐♦♥$ ❞✬6❝❧❛✐'❛❣❡

♦✉ ♣❛' ❧❛ ✈❛'✐❛❜✐❧✐.6 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❛'❛♠6.'❛❣❡ ❞❡$ ❝❛♠6'❛$ ❞❛♥$ ❧❡ '6$❡❛✉ $♦♥. ♣♦$$✐❜❧❡$ ❛✐♥$✐

5✉❡ ❧❡$ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥.$ ❞✬6❝❤❡❧❧❡ ✭✜❣✉'❡ ✶✳✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ■❧❧✉$.'❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛'❡♥❝❡ ❞❡$ ♣✐6.♦♥$ ♣❛' ✿ ✭❛✮ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡

♣♦$❡ ❡. ✭❜✮ ♦❝❝✉❧.❛.✐♦♥$ ♣❛'.✐❡❧❧❡$ ❡. ✭❝✮ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦✉❧❡✉'$ ✭.✐'6 ❞❡ ❧❛ .❤>$❡ ❞❡ ❙❧❛✇♦♠✐'

❇❛❦❬✻❪✮✳
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✶✳✷ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❡①✐*-❛♥-❡*

✶✳✷✳✶ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ♣❡*+♦♥♥❡+ ❡♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠2*❛

▲❡# ❛♣♣&♦❝❤❡# ❞❡ #✉✐✈✐ ❞❡ ♣❡&#♦♥♥❡# ❡♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠❡&❛ ♣❡✉✈❡♥1 21&❡ ❝❧❛##4❡# ❡♥ ❞❡✉① ❝❛14✲

❣♦&✐❡# ✿ ❧❡# ❛♣♣&♦❝❤❡# ❜❛#4❡# #✉& ❧✬❡#1✐♠❛1✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❛&1✐❝✉❧4 ❡1 ❧❡# ❛♣♣&♦❝❤❡# ❢✉#✐♦♥♥❛♥1

✉♥ ♠♦❞:❧❡ ♣&4❞✐❝1✐❢ ❡1 ✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❞✬❛♣♣❛&❡♥❝❡✳

✶✳✷✳✶✳✶ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❜❛*-❡* *✉% ❧✬❡*1✐♠❛1✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❛%1✐❝✉❧-

❈❡# ❛♣♣&♦❝❤❡# #♦♥1 ❜❛#4❡# #✉& ❧✬4✈♦❧✉1✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❛&1✐❝✉❧4✳ ▲❡ #✉✐✈✐ ❡#1 &4❛❧✐#4 ♣❛&

❧❛ ♠✐♥✐♠✐#❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛4&❡♥❝❡ ❡♥1&❡ ❧❡# ♠♦❞:❧❡# ❛&1✐❝✉❧4# ❞❡# ✐♠❛❣❡# ? ❧✬✐♥#1❛♥1  ❡1  ✲✶✳

❈❡ ♠♦❞:❧❡ ✭✜❣✉&❡ ✶✳✸✮ ❡①1&❛✐1 ❞❡# #✐❧❤♦✉❡11❡# ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ &❡❝1❛♥❣❧❡# ❝♦&&❡#♣♦♥❞❛♥1 ❛✉①

❞✐✛4&❡♥1❡# ♣❛&1✐❡# ❞✉ ❝♦&♣# ❡1 ❧❡✉&# ♣♦✐♥1# ❞✬❛&1✐❝✉❧❛1✐♦♥ &❡♠❛&E✉❛❜❧❡# ✭❤❛♥❝❤❡#✱ ❣❡♥♦✉①✱

❝❤❡✈✐❧❧❡#✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ▼♦❞:❧❡ ❛&1✐❝✉❧4 ❬✽❪✳

■♦✛❡ ❛♥❞ ❋♦&#②1❤ ❬✼❪ ♣&♦♣♦#❡♥1 ❞❡ #✉✐✈&❡ ❧❡# ♣❡&#♦♥♥❡# ❡♥ ♣♦#✐1✐♦♥♥❛♥1 ❞❛♥# ❝❤❛E✉❡ ✐♠❛❣❡

✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❛&1✐❝✉❧4 ♥♦♠♠4 ✓ ▼✐①1✉&❡ ♦❢ ❚&❡❡ ✔ ✭&❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ✿ ❧❡ 1♦&#❡✱ ♥♦❡✉❞# ❞✉ ♣&❡♠✐❡&

♥✐✈❡❛✉ ✿ ❧❡# ❜&❛# ❡1 ❧❡# ❝✉✐##❡# ❡1 ♥♦❡✉❞# ❞✉ ❞❡✉①✐:♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ✿ ❧❡# ❛✈❛♥1✲❜&❛# ❡1 ❧❡# ❥❛♠❜❡#✮✳

❯♥❡ 1❡❧❧❡ #1&✉❝1✉&❡ ♣❡&♠❡1 ✉♥ ❛##❡♠❜❧❛❣❡ ❤✐4&❛&❝❤✐E✉❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦#❛♥1#✱ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞✉ 1♦&#❡

♣✉✐# ❞❡# ❜&❛# ❡1 ❞❡# ❝✉✐##❡# ❡1 ❡♥✜♥ ❞❡# ❛✈❛♥1✲❜&❛# ❡1 ❞❡# ❥❛♠❜❡#✱ ❝❡ E✉✐ &4❞✉✐1 ❝♦♥#✐❞4&❛✲

❜❧❡♠❡♥1 ❧❡ 1❡♠♣# ❞✬❡①4❝✉1✐♦♥✳ ❈❡11❡ #1&✉❝1✉&❡ ❤✐4&❛&❝❤✐E✉❡ ♦✛&❡ ❛✉##✐ ✉♥❡ ❣&❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐14
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" ❣$%❡% ❧❡( ♦❝❝✉❧,❛,✐♦♥( ♣❛%,✐❡❧❧❡( ✿ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ (✐ ❧❛ ❝✉✐((❡ ❡(, ❝❛❝❤$❡✱ ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥,

❥❛♠❜❡ %❡(,❡ ❛,,❛❝❤$ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ,♦%(❡✳ ▲❡ (✉✐✈✐ ❞❡ ♣❡%(♦♥♥❡( ❡(, %$❛❧✐($ ❡♥ ❡(,✐♠❛♥, ❧✬$✈♦❧✉,✐♦♥

❞❡ ❝❡ ♠♦❞=❧❡ ❛%,✐❝✉❧$ ♣❛% ❧❛ ♠❛①✐♠✐(❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐,$ ❞✬❛((❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡( ❝♦♠♣♦(❛♥,( ❡♥

,❡♥❛♥, ❝♦♠♣,❡ ❞❡( ❝♦♥,%❛✐♥,❡( (♣❛,✐❛❧❡( ✭♣♦(❡✮ ❡, ,❡♠♣♦%❡❧❧❡( ✭♣♦(✐,✐♦♥( ❞❡( (✐❧❤♦✉❡,,❡(✮✳ ❊♥

❡✛❡,✱ ❧❡( ✈❛%✐❛,✐♦♥( ❞❡ ♣♦(❡ ❡, ❞❡ ❧❛ ♣♦(✐,✐♦♥ ❞❡( (✐❧❤♦✉❡,,❡( (♦♥, ♠✐♥✐♠❛❧❡( ❡♥,%❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡(

(✉❝❝❡((✐✈❡( ❞❡ ❧❛ ♠B♠❡ ♣❡%(♦♥♥❡✳

❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ▼♦✉%❛ ❬✽❪ ✉,✐❧✐(❡♥, ✉♥❡ %❡♣%$(❡♥,❛,✐♦♥ ❣$♦♠$,%✐H✉❡ ❞❡( (✐❧❤♦✉❡,,❡( ❡♥ ✉♥ ❡♥✲

(❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡,( %✐❣✐❞❡( ❛%,✐❝✉❧$( ❝♦♠❜✐♥$ " ✉♥❡ %❡♣%$(❡♥,❛,✐♦♥ ♣$%✐♦❞✐H✉❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥,✳ ▲❡

(✉✐✈✐ ❞❡( ♣❡%(♦♥♥❡( ❡(, %$❛❧✐($ ❡♥ ❢✉(✐♦♥♥❛♥, ❧❡( ❝♦♥,%❛✐♥,❡( ❞②♥❛♠✐H✉❡( ❝❛❧❝✉❧$❡( " ♣❛%,✐%

❞❡ ❧❛ ♣❤❛(❡ ❡, ❞❡ ❧❛ ❢%$H✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❛✈❡❝ ❧❡( ❝♦♥,%❛✐♥,❡( ❝✐♥$♠❛,✐H✉❡( ❞❡(,✐♥$❡( "

❧✬❡(,✐♠❛,✐♦♥ ❞❡( ❛♥❣❧❡( %❡❧✐❛♥, ❧❡( ❞✐✛$%❡♥,❡( ♣❛%,✐❡( ❞✉ ❝♦%♣( ❤✉♠❛✐♥✳

L♦✉% (✉✐✈%❡ ❧❡( ♣❡%(♦♥♥❡(✱ ❍❛%✐,❛♦❣❧✉ ❡, ❛❧✳ ❬✾❪ ❝♦♠❜✐♥❡♥, ✉♥❡ ❡(,✐♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦(✐,✐♦♥ ❞❡(

(✐❧❤♦✉❡,,❡( %$❛❧✐($❡ ♣❛% ❧❛ ♠$,❤♦❞❡ ❞❡( ♠♦✐♥❞%❡( ❝❛%%$( %$❝✉%(✐❢( " ✉♥❡ ♠✐(❡ ❡♥ ❝♦%%❡(♣♦♥❞❛♥❝❡

❡♥,%❡ ❧❡( ❝♦♥,♦✉%( ❞❡( (✐❧❤♦✉❡,,❡( (✉❝❝❡((✐✈❡(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❞❛♥( ❝❡%,❛✐♥( ❝❛(✱ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞❡(

(✐❧❤♦✉❡,,❡( ✈❛%✐❡ ❝♦♥(✐❞$%❛❜❧❡♠❡♥, ❡♥,%❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡( (✉❝❝❡((✐✈❡( " ❝❛✉(❡ ❞❡( ♦❝❝✉❧,❛,✐♦♥(

♣❛%,✐❡❧❧❡(✱ ❞✉ ❝%♦✐(❡♠❡♥, ♦✉ ❞❡ ❧❛ ($♣❛%❛,✐♦♥ ❞❡( ♣❡%(♦♥♥❡(✳ L♦✉% ♣❛❧✐❡% ❝❡ ♣%♦❜❧=♠❡✱ ❧❡(

❛✉,❡✉%( ♣%♦♣♦(❡♥, ❞❡ (✉✐✈%❡ ($♣❛%$♠❡♥, ❧❛ ,=,❡✱ ❧❡ ,♦%(❡✱ ❧❡( ♠❛✐♥( ❡, ❧❡( ❥❛♠❜❡( %❡♣%$(❡♥,$( ♣❛%

✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❛%,✐❝✉❧$ ♥♦♠♠$ ✓ ❈❛%❞❜♦❛%❞ ▼♦❞❡❧ ✔✳ ▲❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ✈$%✐✜❝❛,✐♦♥ ❡, ❞❡ %❛✣♥❡♠❡♥,

❞❡( ♣♦(✐,✐♦♥( ❞❡( ❞✐✛$%❡♥,❡( ♣❛%,✐❡( ❞✉ ❝♦%♣( ❤✉♠❛✐♥ ❡(, %$❛❧✐($❡ ♣❛% ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞✬❛♣♣❛%❡♥❝❡

♥♦♠♠$ ✓ ❚❡♠♣♦%❛❧ ,❡①,✉%❡ ,❡♠♣❧❛,❡ ✔ ♦❜,❡♥✉ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥, ❧❡( (✐❧❤♦✉❡,,❡( ❞❡( ♣❡%(♦♥♥❡(✳

✶✳✷✳✶✳✷ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❢✉*✐♦♥♥❛♥0 ✉♥ ♠♦❞3❧❡ ♣%5❞✐❝0✐❢ ❡0 ✉♥ ♠♦❞3❧❡ ❞✬❛♣♣❛%❡♥❝❡

▲❡ (✉✐✈✐ ❞❡ ♣❡%(♦♥♥❡( ❡♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠$%❛ ♣❡✉, $❣❛❧❡♠❡♥, B,%❡ %$❛❧✐($ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥, ✉♥ ♠♦✲

❞=❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ♣%$❞✐❝,✐❢ ❧✐♥$❛✐%❡ ❞❡ ,②♣❡ ✓✜❧,%❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✔ ❬✶✵❪ ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥$❛✐%❡ ✓❧❡(

✜❧,%❡( " ♣❛%,✐❝✉❧❡(✔ ❬✶✶❪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞✬❛♣♣❛%❡♥❝❡✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ❧❡ ✜❧,%❡ ♣%$❞✐❝,✐❢ ♣❡%♠❡,

❞✬❡(,✐♠❡% ❧❛ ♣♦(✐,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡%(♦♥♥❡ ❡♥ (❡ %$❢$%❛♥, " ❧✬❤✐(,♦%✐H✉❡ ❞❡ (♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥,✳ L❛%

❡①❡♠♣❧❡✱ ❚%❛❑✉❧L♦♥❣ ❡, ❇♦✇❞❡♥ ❬✶✷❪ ♣%♦♣♦(❡♥, ❞✬❛♣♣❧✐H✉❡% ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❜❛($

(✉% ❧❡ ✜❧,%❛❣❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♣♦✉% ♣%$❞✐%❡ ❧❛ ♣♦(✐,✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥,%♦Y❞❡✱ ❧❛ ❤❛✉,❡✉% ❡, ❧❛ ❧❛%❣❡✉%

❞❡ ❧❛ ❜♦✐,❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥, ❧❛ ♣❡%(♦♥♥❡✳ ❈❡ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❡(, ❢✉(✐♦♥♥$ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞=❧❡

❞✬❛♣♣❛%❡♥❝❡ %❡♣%$(❡♥,❛♥, ❧❡( (✐❧❤♦✉❡,,❡( ♣❛% ✉♥ ❤✐(,♦❣%❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❞❛♥( ✉♥ ❡(♣❛❝❡ ❝♦❧♦✲

%✐♠$,%✐H✉❡ %$❞✉✐, ❛♣♣❡❧$ ✓ ❈❈❈▼ ✔✳ ❆❞❛♣,$ ❛✉① ✐♠❛❣❡( ❞❡ ❜❛((❡( %$(♦❧✉,✐♦♥(✱ ❝❡, ❡(♣❛❝❡ ❞❡

❝♦✉❧❡✉% ❡(, ❢♦%♠$ ♣❛% ❧❡( ✶✶ ❝♦✉❧❡✉%( ❞❡ ❜❛(❡ ❞❡ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❘❱❇ ($❧❡❝,✐♦♥♥$( (❡❧♦♥ ✉♥❡ $,✉❞❡
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♣❤②$✐♦❧♦❣✐)✉❡ ❞✉ $②$-.♠❡ ✈✐$✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ❬✶✸❪✳

❉✬❛✉-9❡$ -9❛✈❛✉① ❝♦♠❜✐♥❡♥- ❧❡ ✜❧-9❛❣❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❤✐$-♦❣9❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉9 ❡♥

✐♥-?❣9❛♥- ❞❡ ❧✬✐♥❢♦9♠❛-✐♦♥ $♣❛-✐❛❧❡ ✭♣♦✐❞$ ❡- ✐♥❞✐❝❛-❡✉9 ❞✬❛✛❡❝-❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛)✉❡ ❝❧❛$$❡ ❞❡ ❧✬❤✐$✲

-♦❣9❛♠♠❡ D ✉♥❡ ♣❛9-✐❡ ❞❡ ❧❛ $✐❧❤♦✉❡--❡ ✿ ❧❛ -F-❡✱ ❧❡$ ♣❛9-✐❡$ $✉♣?9✐❡✉9❡$ ♦✉ ✐♥❢?9✐❡✉9❡$ ❞✉ ❝♦9♣$

❤✉♠❛✐♥✮ ❬✶✹❪✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠?❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞.❧❡$ ❣❛✉$$✐❡♥ 9❡♣9?$❡♥-❛♥- ❝❤❛❝✉♥ ❧❛ -❡✐♥-❡ ❡- ❧❛

$❛-✉9❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛)✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ $✐❧❤♦✉❡--❡ ❬✶✺❪✳

▼❛✐$✱ ❧❛ -9❛❥❡❝-♦✐9❡ 9❡❝-✐❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡9$♦♥♥❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ $♦❧ ♥✬❡$- ♣❛$ -♦✉❥♦✉9$ ❧✐✲

♥?❛✐9❡ ✿ ✉♥❡ ♣❡9$♦♥♥❡ ♣❡✉- ✐♠♣9?✈✐$✐❜❧❡♠❡♥- $✬❛99F-❡9 ♦✉ ❝❤❛♥❣❡9 ❞❡ ❞✐9❡❝-✐♦♥✳ ❆✐♥$✐✱ ❝❡9-❛✐♥$

-9❛✈❛✉① ♦♥- ❝❤♦✐$✐ ❞✬❛♣♣❧✐)✉❡9 ✉♥ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ♣9?❞✐❝-✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥?❛✐9❡ D $❛✈♦✐9 ❧❡$ ✜❧-9❡$ D ♣❛9✲

-✐❝✉❧❡$✳

❉❛♥$ ❝❡ $❡♥$✱ ❨❛♥❣ ❡- ❛❧✳ ❬✶✻❪ ♣9♦♣♦$❡♥- ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡9 ❧❡ ✜❧-9❡ D ♣❛9-✐❝✉❧❡$ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦✲

❞.❧❡ ❞✬❛♣♣❛9❡♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉9 ❡- ❞❡ ❢♦9♠❡ ❡♥ ❝❛$❝❛❞❡ ❡♥ ✉-✐❧✐$❛♥- ❧✬❛❧❣♦9✐-❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦$- ❬✶✼❪✳ ▲❡

♠♦❞.❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉9 ❡$- 9❡♣9?$❡♥-? ♣❛9 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡$ -9♦✐$ ❝♦♠♣♦$❛♥-❡$ ❘❱❇ ♣♦✉9 ❝❤❛)✉❡

❜❧♦❝ ❤♦9✐③♦♥-❛❧ ❞❡ ❧❛ $✐❧❤♦✉❡--❡✳ ▲❛ ❢♦9♠❡ ❡$- ♠♦❞?❧✐$?❡ ♣❛9 ❧✬❤✐$-♦❣9❛♠♠❡ ❞❡ ❣9❛❞✐❡♥- ♦9✐❡♥-?

✐❧❧✉$-9? ❞❛♥$ ❧❛ ✜❣✉9❡ ✶✳✹✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ♦9✐❣✐♥❛❧❡✱ ✭❜✮ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥-♦✉9 ❡- ✭❝✮ ❤✐$-♦❣9❛♠♠❡ ❞❡ ❣9❛❞✐❡♥-$

♦9✐❡♥-?$ ❬✶✻❪✳

❚✉♥❣ ❡- ▼❛-$✉②❛♠❛ ❬✶✽❪ ♣9♦♣♦$❡♥- ❞✬✐♥-?❣9❡9 ✉♥ ♠♦❞.❧❡ ❞✬❛♣♣❛9❡♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉9 ❡- ✉♥ ♠♦✲

❞.❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥- ❞❛♥$ ❧❡ ✜❧-9❛❣❡ D ♣❛9-✐❝✉❧❡$ ❛✜♥ ❞❡ $✉✐✈9❡ $?♣❛9?♠❡♥- ❧❛ -F-❡ ❡- ❧❡$ ❞❡✉①

♠❛✐♥$✳ ▲✬❛♣♣❛9❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡$ ✸ ♣❛9-✐❡$ ❞✉ ❝♦9♣$ ❤✉♠❛✐♥ ✭-F-❡ ❡- ❧❡$ ❞❡✉① ♠❛✐♥$✮ ❡$- 9❡♣9?$❡♥-?❡
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❝❤❛❝✉♥❡ ♣❛) ✉♥ ❤✐+,♦❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉) ❞❛♥+ ❧✬❡+♣❛❝❡ ❍❙❱✳ ▲❡ ♠♦❞8❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❡+,

❜❛+; ❡++❡♥,✐❡❧❧❡♠❡♥, +✉) ✉♥❡ ♣);❞✐❝,✐♦♥ ♣❛) ❧❡ ✜❧,)❛❣❡ = ♣❛),✐❝✉❧❡+ ❡♥ ,❡♥❛♥, ❝♦♠♣,❡ ❛✉++✐ ❞❡

❧❛ ♣);❞✐❝,✐♦♥ ♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐,❤♠❡ ❞❡ ✢♦, ♦♣,✐?✉❡ ❬✶✾❪✳ ▲❡ ✢♦, ♦♣,✐?✉❡ ♣❡)♠❡, ❞❡ ♣);❞✐)❡ ❧❡ ♥✉❛❣❡

❞❡ ♣❛),✐❝✉❧❡+ ❡+,✐♠❛♥, ❧❛ ❞✐+,)✐❜✉,✐♦♥ ❛ ♣♦#$❡&✐♦&✐ ❞❡ ❧✬;,❛,✳ ❈❡❝✐ ♦✛)❡ ❧✬❛✈❛♥,❛❣❡ ❞❡ ❧✐♠✐,❡)

❧❡+ ❡))❡✉)+ ❞❡ ♣);❞✐❝,✐♦♥ ❞❡+ ✜❧,)❡+ = ♣❛),✐❝✉❧❡+✱ ❣❛)❛♥,✐++❛♥, ❛✐♥+✐ ?✉❡ ❧✬❡+,✐♠❛,✐♦♥ ♥❡ +✬;❝❛),❡

♣❛+ ,)♦♣ ❞❡ ❧❛ ♣♦+✐,✐♦♥ );❡❧❧❡✳

❊,❛♥, ❞♦♥♥; ?✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐,; ❡, ❧❡ ,❡♠♣+ ❞✬❡①;❝✉,✐♦♥ ❞❡+ ✜❧,)❡+ ♣❛),✐❝✉❧❛✐)❡+ ❞;♣❡♥❞ ♣)✐♥❝✐✲

♣❛❧❡♠❡♥, ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛),✐❝✉❧❡+✱ ❧❡ ,)❛✈❛✐❧ ❞❡ ❲❛♥❣ ❡❧ ❛❧✳ ❬✷✵❪ ❛ ;,; ❞❡ );❞✉✐)❡ ❧❡✉) ♥♦♠❜)❡

,♦✉, ❡♥ ❛++✉)❛♥, ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❤❛+❡ ❞❡ ♣);❞✐❝,✐♦♥✳ K♦✉) ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♣❤❛+❡ ❞✬❛♣♣)❡♥,✐++❛❣❡ ❤♦)+

❧✐❣♥❡ ❡+, );❛❧✐+;❡ ♣♦✉) ❝♦♥+,)✉✐)❡ ✉♥❡ ❜❛+❡ ❞❡ ,)❛❥❡❝,♦✐)❡+ ❞❡ );❢;)❡♥❝❡✳ ▲✬❡+,✐♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦+✐,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡)+♦♥♥❡ +❡ ❢❛✐, ❡♥+✉✐,❡ ❡♥ ❝❤♦✐+✐++❛♥, ✉♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛),✐❝✉❧❡+ );❞✉✐, ❡, ❡♥

✉,✐❧✐+❛♥, ❧❛ ,)❛❥❡❝,♦✐)❡ ❞❡ );❢;)❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉+ ♣)♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ,)❛❥❡❝,♦✐)❡ ❛❝,✉❡❧❧❡ ♣♦✉) ❧❡ +✉✐✈✐✳ ▲❛

♠✐+❡ = ❥♦✉) ❧❡+ ♣♦✐❞+ ❞❡+ ♣❛),✐❝✉❧❡+ ✉,✐❧✐+❡ ✉♥❡ ♠♦❞;❧✐+❛,✐♦♥ ♣❛) ✉♥ ♠;❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉++✐❡♥♥❡+

♣♦✉) )❡♣);+❡♥,❡) ❧❡+ );❣✐♦♥+ ❤♦♠♦❣8♥❡+ ❞❡+ ✈✐+❛❣❡+ ❞❡+ ♣❡)+♦♥♥❡+ ❛✐♥+✐ ?✉✬ ✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❞❡

❝♦✉❧❡✉) ✐♥✈❛)✐❛♥, = ❧❛ ✈❛)✐❛,✐♦♥ ❞❡ ♣♦+❡ ♣♦✉) ❝❛)❛❝,;)✐+❡) ❧❡+ ♣✐❡❞+ ✭✜❣✉)❡ ✶✳✺✮✳ ❯♥ ♣✐❡❞ ❡+,

❞✬❛❜♦)❞ ❞;,❡❝,; = ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ +❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ♣✉✐+ ♣❧❛❝; ❞❛♥+ ✉♥ ❝❡)❝❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+

♠✐♥✐♠❛❧❡+✳ K♦✉) ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡+ ❞✐)❡❝,✐♦♥+ ♣);+❡♥,;❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✶✳✺✱ ❝❡ ❝❡)❝❧❡ ❡+, ❞;❝♦✉♣;

❡♥ ✹ );❣✐♦♥+ ❝♦♥❝❡♥,)✐?✉❡+ ❞❡ )❛②♦♥+ ❞✐✛;)❡♥,+✳ ▲❡+ ♣✐①❡❧+ )❡❞♦♥❞❛♥,+ ❛♣♣❛),❡♥❛♥, ❛✉ ♠S♠❡

❝❡)❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥,)✐?✉❡ ♣♦✉) ❧❡+ ❞✐✛;)❡♥,❡+ ❞✐)❡❝,✐♦♥+ +♦♥, ❝✉♠✉❧;+ ❞❛♥+ ❞❡+ ✓ ❝❛+❡+ ✔✳ ❋✐♥❛❧❡✲

♠❡♥,✱ ✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❣❛✉++✐❡♥ ❝❛)❛❝,;)✐+❡ ❧❡+ ♣)♦♣)✐;,;+ ❝♦❧♦)✐♠;,)✐?✉❡+ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ✓ ❝❛+❡ ✔✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ K)♦❝❡++✉+ ❞❡ ❝♦♥+,)✉❝,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞8❧❡ ❞✬❛♣♣❛)❡♥❝❡ ✓ ❘♦,❛,✐♦♥ ✐♥✈❛)✐❛♥, ❛♣♣❛✲

)❡♥❝❡ ✔ ✿ )❡❣)♦✉♣❡♠❡♥, ❞❡+ ♣✐①❡❧+ )❡❞♦♥❞❛♥,+ ❞❛♥+ ❧❡+ ✓ ❝❛+❡+ ✔ ❬✷✵❪✳
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✶✳✷✳✷ ■❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡- ♣❡/-♦♥♥❡- ❞❛♥- ✉♥ /1-❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠1/❛-

❉❛♥% ✉♥ %②%()♠❡ ❞❡ ✈✐❞/♦%✉1✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❝❛♠/1❛% ✉(✐❧✐%/ ❛✐♥%✐ 6✉❡ ❧❡✉1 (♦♣♦✲

❧♦❣✐❡ ❛✛❡❝(❡ /♥♦1♠/♠❡♥( ❧❡ ❝♦;( ❡( %✉1(♦✉( ❧❛ ✜❛❜✐❧✐(/ ❞✉ %②%()♠❡✳ ❯♥ ♣1❡♠✐❡1 ❝❛% ❞❡ ✜❣✉1❡

❝♦♥%✐%(❡ ? ✉(✐❧✐%❡1 ❞❡% ❝❛♠/1❛% ❞♦♥( ❧❡% ❝❤❛♠♣% ❞❡ ✈✉❡ %♦♥( ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥(%✳ ❈❡((❡ (♦♣♦❧♦❣✐❡

❢♦✉1♥✐( ✉♥❡ ❞❡%❝1✐♣(✐♦♥ (1)% 1✐❝❤❡ ❞❡ ❧❛ %❝)♥❡ %✉1✈❡✐❧❧/❡ ❞❛♥% ❧❡ %❡♥% ♦C ❧❡% ❝✐❜❧❡% ♠♦❜✐❧❡%

%❡1♦♥( (♦✉❥♦✉1% ✈✐%✐❜❧❡% ❞❛♥% ❧❡ 1/%❡❛✉✱ ❝❡ 6✉✐ ♣❡1♠❡( ❞❡ ❣/1❡1 ❛✉%%✐ ❧❡% ❝❛% ❞✬♦❝❝✉❧(❛(✐♦♥%

❡( ❞✬❛✈♦✐1 ❧❛ ♣♦%%✐❜✐❧✐(/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡1 ❧❡% ♣♦%✐(✐♦♥% ❞❛♥% ❧✬❡%♣❛❝❡ ❝♦♥(1F❧/ ❬✷✶❪❬✷✷❪✳ ▼❛✐%✱ ❧❡ ❜❡✲

%♦✐♥ ❞❡ ❝♦✉✈1✐1 ❞❡ ♣❧✉% ❡♥ ♣❧✉% ❞✬❡%♣❛❝❡ ✐♠♣❧✐6✉❡ ❧✬✐♥%(❛❧❧❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❛♠/1❛% ? ❝❤❛♠♣% ❞❡ ✈✉❡%

♥♦♥✲❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥( ? ♠♦✐♥❞1❡ ❝♦;(✳ ❈❡((❡ (♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡%( ❧❛ ♣❧✉% ♣1♦❜❛❜❧❡ ❞❛♥% ✉♥ ❝♦♥(❡①(❡ 1/❡❧

❞❡ ✈✐❞/♦%✉1✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡% ❣1❛♥❞❡% ✐♥❢1❛%(1✉❝(✉1❡%✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❧✬✉(✐❧✐%❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❛♠/1❛% ?

❝❤❛♠♣% ❞❡ ✈✉% ❞✐%❥♦✐♥(% ♥/❝❡%%✐(❡ ❧❛ ❣❡%(✐♦♥ ❞❡% ✐♥(❡11✉♣(✐♦♥% ❞❡ %✉✐✈✐ ❧♦1%6✉❡ ❧❡% ♣❡1%♦♥♥❡%

%❡1♦♥( ✐♥✈✐%✐❜❧❡% ❞✉1❛♥( ✉♥ ✐♥(❡1✈❛❧❧❡ ❞❡ (❡♠♣% ♥♦♥ ❞/✜♥✐✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣1♦❜❧)♠❡✱ ❛♣♣❡❧/ ❧❛

1/✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥✱ ❡%( ❛❧♦1% ❝♦♥%✐❞/1/✳ ▲❛ 1/✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❝♦♥%✐%(❡ ? 1❡❝♦♥♥❛✐(1❡ ❧❡% ♣❡1%♦♥♥❡%

6✉✐ %♦♥( ✜❧♠/❡% ♣❛1 ✉♥❡ ❝❛♠/1❛ ✐ ❡( %❛✈♦✐1 %✐ ❡❧❧❡% ♦♥( /(/ ♣1/❝/❞❡♠♠❡♥( ❝❛♣(✉1/❡% ♣❛1 ✉♥❡

❛✉(1❡ ❝❛♠/1❛ ❥ ❞✉ 1/%❡❛✉✳ ❈❡ ♣1♦❜❧)♠❡ ♣1/%❡♥(❡ ✉♥ ❝❡1(❛✐♥ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧(/% ❝❛✉%/❡% ♣❛1

❧❛ ♥❛(✉1❡ (1)% ❛1(✐❝✉❧/❡ ❞✉ ❝♦1♣% ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❡% ❝❤❛♥❣❡♠❡♥(% ❞❡ ♣♦%❡ ❡( ❞✬/❝❤❡❧❧❡ ❛✐♥%✐ 6✉❡ ❧❛ ✈❛✲

1✐❛❜✐❧✐(/ ❞❡% 1/♣♦♥%❡% ❝♦❧♦1✐♠/(1✐6✉❡% ❞❡% ❞✐✛/1❡♥(❡% ❝❛♠/1❛% ❞✉ 1/%❡❛✉✱ ❧✐/❡ ❛✉ ♣❛1❛♠/(1❛❣❡

❡( ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥(% ❞❡% ❝♦♥❞✐(✐♦♥% ❞✬/❝❧❛✐1❛❣❡✳

❉❛♥% ❧❡ 1❡%(❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐(1❡✱ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥(/1❡%%♦♥% ❛✉① ❛♣♣1♦❝❤❡% (1❛✐(❛♥( ❧❡ ♣1♦❜❧)♠❡ ❞❡

1/✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥✳ ❈❡% ❛♣♣1♦❝❤❡% ♣❡✉✈❡♥( N(1❡ ❝❧❛%%/❡% ❡♥ ❞❡✉① ❝❛(/❣♦1✐❡% ✿ ❛♣♣1♦❝❤❡% ❢✉%✐♦♥✲

♥❛♥( ❞❡% ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡% ❛ ♣$✐♦$✐ %✉1 ❧❡ 1/%❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠/1❛ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞)❧❡ ❞✬❛♣♣❛1❡♥❝❡ ❡( ❧❡%

❛♣♣1♦❝❤❡% ❜❛%/❡% ✉♥✐6✉❡♠❡♥( %✉1 ✉♥ ♠♦❞)❧❡ ❞✬❛♣♣❛1❡♥❝❡ ✭%❛♥% ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡ ❛ ♣$✐♦$✐ %✉1 ❧❡

1/%❡❛✉✮✳

✶✳✷✳✷✳✶ ❘$✲✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❡①♣❧♦✐*❛♥* ❞❡2 ❝♦♥♥❛✐22❛♥❝❡2 ❛ ♣3✐♦3✐ 2✉3 ❧❡ 3$2❡❛✉ ❞❡

❝❛♠$3❛

▲❡% ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡% ❛ ♣$✐♦$✐ ✱ ❝♦❧❧❡❝(/❡% ❞✉1❛♥( ✉♥❡ ♣❤❛%❡ ❞✬❛♣♣1❡♥(✐%%❛❣❡ ❤♦1% ❧✐❣♥❡✱ %♦♥(

1❡❧❛(✐✈❡% ❛✉① ❞✐✛/1❡♥(❡% (1❛❥❡❝(♦✐1❡% ♣♦%%✐❜❧❡% ❡♥(1❡ ❧❡% ❝❛♠/1❛% ❞✉ 1/%❡❛✉ ❛✐♥%✐ 6✉❡ ❧❡ (❡♠♣%

♥/❝❡%%❛✐1❡ ♣♦✉1 ❧❡% ♣❛1❝♦✉1✐1✳ ❈❡% ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡% ❛ ♣$✐♦$✐ %♦♥( ✉(✐❧✐%/❡% 6✉❛♥❞ ❧❡% ♣❡1%♦♥♥❡%

%♦♥( ✐♥✈✐%✐❜❧❡% ❞✉1❛♥( ❧❡ ♣❛%%❛❣❡ ❡♥(1❡ ❝❛♠/1❛%✳

❑❡((♥❛❦❡1 ❡( ❩❛❜✐❤ ❬✷✸❪ ♣1♦♣♦%❡♥( ❞✬❡①♣❧♦✐(❡1 ❧❡% ❝♦♥(1❛✐♥(❡% ❧✐/❡% ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥( ❞❡% ♣❡1✲

%♦♥♥❡% ♣♦✉1 ❧❡% %✉✐✈1❡ ? (1❛✈❡1% ✉♥ 1/%❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠/1❛%✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❡% ♣♦%✐(✐♦♥% ❡( ❧❡% ✈✐(❡%%❡%
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❞❡$ ♣✐'(♦♥$ ❛✐♥$✐ ,✉❡ ❧❡$ (❡♠♣$ ❞❡ (0❛♥$✐(✐♦♥ ✐♥(❡0✲❝❛♠'0❛$ $♦♥( ✉(✐❧✐$'$ ♣♦✉0 ❡$(✐♠❡0 ❧❛ ♣0♦✲

❜❛❜✐❧✐(' ❞❡ (0❛♥$✐(✐♦♥ ❡♥(0❡ ❧❡$ ❝❛♠'0❛$✳ ▲❡ $✉✐✈✐ ❞❡ ♣❡0$♦♥♥❡$ ❡$( 0'❛❧✐$' ❡♥ (❡♥❛♥( ❝♦♠♣(❡

❞❡$ ♣0♦❜❛❜✐❧✐('$ ❞❡ (0❛♥$✐(✐♦♥ ❞'❥8 ❝❛❧❝✉❧'❡$ ❡( ❞✬✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❞✬❛♣♣❛0❡♥❝❡ ❢♦0♠' ♣❛0 ✉♥ ❤✐$(♦✲

❣0❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉0 ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❍❙❱✳

❏❛✈❡❞ ❡( ❛❧✳ ❬✷✹❪ ♣0'$❡♥(❡♥( ✉♥ $②$(:♠❡ ❞✬❛♣♣0❡♥(✐$$❛❣❡ ♣❡0♠❡((❛♥( ❞✬❡$(✐♠❡0 ❧❛ (♦♣♦❧♦❣✐❡

❞❡$ ❝❛♠'0❛$ ❛✐♥$✐ ,✉❡ ❧❡$ ✈❛0✐❛(✐♦♥$ ❞❡$ 0'♣♦♥$❡$ ❝♦❧♦0✐♠'(0✐,✉❡$ ❡♥(0❡ ❡❧❧❡$ ❞❛♥$ ❧❡ 0'$❡❛✉✳

▲❡$ ♣0♦❜❛❜✐❧✐('$ ❞❡ ♣❛$$❛❣❡ $♦♥( ❝❛❧❝✉❧'❡$ ♣❛0 ✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❇❛②❡$✐❡♥ ❡①♣❧♦✐(❛♥( ❧❛ 0❡❞♦♥❞❛♥❝❡

❞❛♥$ ❧❡$ ♣❛0❝♦✉0$ ❡♠♣0✉♥('$ ♣❛0 ❧❡$ ♣❡0$♦♥♥❡$✳ ■❧ (✐❡♥( '❣❛❧❡♠❡♥( ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ,✉❡❧,✉❡$ ♣❛0❛✲

♠:(0❡$ $♣❛(✐♦✲(❡♠♣♦0❡❧$ ❝♦♠♠❡ ❧❡ (❡♠♣$ ❞❡ (0❛♥$✐(✐♦♥ ✐♥(❡0✲❝❛♠'0❛$✱ ❧❡$ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥($ ❞❡$

③♦♥❡$ ❞✬❡♥(0'❡ ❡( ❞❡ $♦0(✐❡ ❞❡$ ❝❛♠'0❛$ ❡( ❧❡$ ❞✐0❡❝(✐♦♥$ ❞❡$ ♠♦✉✈❡♠❡♥($ ❞❡$ ♣❡0$♦♥♥❡$✳ ▲❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞✬❛♣♣❛0❡♥❝❡ ❞❡$ ♣❡0$♦♥♥❡$ ❡♥(0❡ ❧❡$ ❝❛♠'0❛$ ❡$( 0❡♣0'$❡♥(' ♣❛0 ✉♥❡ ❞✐$(0✐❜✉(✐♦♥

❣❛✉$$✐❡♥♥❡ ♠♦❞'❧✐$❛♥( ❧❡$ ✈❛0✐❛(✐♦♥$ ❝♦❧♦0✐♠'(0✐,✉❡$ ❡♥(0❡ ❧❡✉0$ ❞✐✛'0❡♥(❡$ ♦❜$❡0✈❛(✐♦♥$ ❞❛♥$

❧❡ 0'$❡❛✉✳ ▲✬✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡$ ♣❡0$♦♥♥❡$ ❡$( ✜♥❛❧❡♠❡♥( 0'❛❧✐$'❡ ❡♥ ❢✉$✐♦♥♥❛♥( ❧❡$ ♣0♦❜❛❜✐❧✐('$
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❧❡' ❝♦✉❧❡✉&' ❞♦♠✐♥❛♥$❡' ❞❡' '✐❧❤♦✉❡$$❡' ♣♦✉& &❡♥❢♦&❝❡& ❧❛ ❝❛&❛❝$.&✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣❡&'♦♥♥❡'✳

●&❛② ❛♥❞ ❚❛♦ ❬✸✽❪ ♣&♦♣♦'❡♥$ ❞❡ ❢✉'✐♦♥♥❡& ♣❧✉'✐❡✉&' ❞❡'❝&✐♣$❡✉&' ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧✬❛❧❣♦&✐$❤♠❡

❆❞❛❜♦♦'$ ❬✶✼❪ ❞❛♥' ❧❡ ❜✉$ ❞❡ ♣&♦❞✉✐&❡ ✉♥❡ '✐❣♥❛$✉&❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐'❝&✐♠✐♥❡& ❧❡' ♣✐.$♦♥'✳ ▲❡'

'✐❧❤♦✉❡$$❡' ❞❡' ♣❡&'♦♥♥❡' '♦♥$ ✐♥✐$✐❛❧❡♠❡♥$ ❞✐✈✐'.❡' ❡♥ ❜❛♥❞❡' ❤♦&✐③♦♥$❛❧❡' +✉✐ '♦♥$ ❝❛&❛❝$.✲

&✐'.❡' '.♣❛&.♠❡♥$ ♣❛& ❞❡' ❤✐'$♦❣&❛♠♠❡' ❝❛❧❝✉❧.❡' '✉& ❞❡' ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❝♦✉❧❡✉&' ❡$ ❞❡ $❡①$✉&❡✳

▲❡' ❝❛♥❛✉① ❝♦❧♦&✐♠.$&✐+✉❡' ✉$✐❧✐'.' '♦♥$ ❧❡' ❝♦♠♣♦'❛♥$❡' ✭❘✱ ❱✱ ❇✱ ❨✱ ❈❜✱ ❈&✱ ❍✱ ❙✮ ❛❧♦&'

+✉❡ ❧❡' ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ '♦♥$ ❧❡ &.'✉❧$❛$ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥ ♣❛& ❞❡' ✜❧$&❡' ❞❡ ●❛❜♦& ❬✸✾❪ ❡$

❞❡ ❙❝❤♠✐❞ ❬✹✵❪ ❛♣♣❧✐+✉.' '✉& ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣&✐'✳ ▲✬❛❧❣♦&✐$❤♠❡ ❆❞❛❜♦♦'$ ❡'$ ✜♥❛✲

❧❡♠❡♥$ ❛♣♣❧✐+✉. ❛✜♥ ❞❡ '.❧❡❝$✐♦♥♥❡& ♣♦✉& ❝❤❛+✉❡ ❜❛♥❞❡ ❤♦&✐③♦♥$❛❧❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ♠❡✐❧❧❡✉&'

❞❡'❝&✐♣$❡✉&' +✉✐ ❧❛ ❝❛&❛❝$.&✐'❡✳

0&♦''❡& ❡$ ❛❧✳ ❬✹✶❪ ♦♥$ .$❡♥❞✉ ❧❡ $&❛✈❛✐❧ ❞❡ ●&❛② ❛♥❞ ❚❛♦ ❡♥ &❡❢♦&♠✉❧❛♥$ ❧❡ ♣&♦❜❧B♠❡

❞❡ &❡✲✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣&♦❜❧B♠❡ ❞✬♦&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥$✳ 0♦✉& ❝❡❧❛✱ ❧❛ '✐♠✐❧❛&✐$. ❡♥$&❡ ✉♥❡

♦❜'❡&✈❛$✐♦♥ ❞❡ &.❢.&❡♥❝❡ ✭✜❧♠.❡ ♣❛& ✉♥❡ ❝❛♠.&❛ ✐✮ ❛✈❡❝ $♦✉$❡' ❧❡' ♦❜'❡&✈❛$✐♦♥' ♣♦''✐❜❧❡'

✭✜❧♠.❡' ♣❛& ✉♥❡ ❝❛♠.&❛ ❥ ✮ ♥✬❡'$ ♣❛' ♠❡'✉&.❡ ♣❛& ✉♥❡ ❞✐'$❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥' ❬✸✽❪✱ ♠❛✐' ♣❛& ✉♥

&❛♥❣✳ ❊♥ &❡♣&❡♥❛♥$ ❧❡' ♠]♠❡' ❞❡'❝&✐♣$❡✉&' ❞❡ ❝♦✉❧❡✉& ❡$ ❞❡ $❡①$✉&❡✱ 0&♦''❡& ❛ ♠♦♥$&. +✉❡ ❝❡$$❡

❛♣♣&♦❝❤❡ ♦✛&❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉&' ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡'✳ 0❧✉$_$ +✉❡ ❞❡ &.❛❧✐'❡& ✉♥❡ ♣❤❛'❡ ❞✬❛♣♣&❡♥$✐''❛❣❡

'✉& ❧❛ $♦$❛❧✐$. ❞❡' ❡①❡♠♣❧❡' ❞✬❛♣♣&❡♥$✐''❛❣❡ ✭❝❛' ❞❡' ❘❛♥❦❙❱▼ ❬✹✷❪✮✱ 0&♦''❡& ❛ ♦♣$. ♣♦✉&

❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛''✐✜❡✉&' ❘❛♥❦❙❱▼' ❢❛✐❜❧❡' ❛♣♣❧✐+✉.' ❝❤❛❝✉♥ '✉& ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡

&.❞✉✐$ ❞❡ ❞♦♥♥.❡' ❞✬❛♣♣&❡♥$✐''❛❣❡✱ ♣✉✐' ❝♦♠❜✐♥.' ♣♦✉& ❝♦♥'$&✉✐&❡ ✉♥ ❝❧❛''✐✜❡✉& ♣❧✉' &♦❜✉'$❡✳

❈❡$$❡ '$&❛$.❣✐❡ ♣❡&♠❡$ ❞✬❛✉❣♠❡♥$❡& ❧❛ '$❛❜✐❧✐$. ❞✉ ❝❧❛''✐✜❡✉&✱ ❡$ ❞❡ &.❞✉✐&❡ '✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡♠❡♥$

❧❛ ❝♦♥'♦♠♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠.♠♦✐&❡ $♦✉$ ❡♥ ❝♦♥'❡&✈❛♥$ ❞❡' ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡' .❧❡✈.❡' ♣❛& &❛♣♣♦&$ M

❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❘❛♥❦❙❱▼ ✐♥✐$✐❛❧❡✳

❼ ❆♣♣"♦❝❤❡' ♠✉❧+✐✲✐♠❛❣❡' ▲❡' ❛♣♣&♦❝❤❡' ❞❡ &.✲✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♠✉❧$✐✲✐♠❛❣❡' ❝♦♥'✐'$❡♥$ M

❡①$&❛✐&❡ ✉♥❡ '✐❣♥❛$✉&❡ M ♣❛&$✐& ❞✬✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜'❡&✈❛$✐♦♥' ❞❡ ❧❛ ♠]♠❡ ♣❡&'♦♥♥❡✳ ❈❡$$❡

'✐❣♥❛$✉&❡ ♣❡✉$ ]$&❡ ❝❛❧❝✉❧.❡ '♦✐$ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ $♦✉$❡ ❧❛ '.+✉❡♥❝❡✱ '♦✐$ ❡♥ '.❧❡❝$✐♦♥♥❛♥$ ✉♥ ❡♥✲
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"❡♠❜❧❡ ✓ ❞✬✐♠❛❣❡" ❝❧." ✔ ❝♦♠♠❡ .1❛♥1 ❧❡" ♣❧✉" 5❡♣5."❡♥1❛1✐✈❡" ❞❡ ❧❛ ".7✉❡♥❝❡✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛❞5❡

❞✉ "✉✐✈✐ ♠✉❧1✐✲❝✐❜❧❡" ♦; ♣❧✉"✐❡✉5" ♣❡5"♦♥♥❡" ♣❡✉✈❡♥1 <15❡ ♣5."❡♥1❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✉❡

❞❡ ❧❛ ♠<♠❡ ❝❛♠.5❛✱ ✐❧ ❡"1 ♣❛5❢♦✐" ♣♦""✐❜❧❡ 7✉❡ 7✉❡❧7✉❡" ♦❜"❡5✈❛1✐♦♥" "♦✐❡♥1 ❛115✐❜✉.❡" ♣❛5

❡55❡✉5 @ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐"❡ ♣❡5"♦♥♥❡✱ ❝❡ 7✉✐ ❛✛❡❝1❡ ❝♦♥"✐❞.5❛❜❧❡♠❡♥1 ❧✬.1❛♣❡ ❞❡ ❝❛5❛❝1.5✐"❛1✐♦♥✳

B♦✉5 ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♣❧✉"♣❛51 ❞❡" ❛♣♣5♦❝❤❡" ♠✉❧1✐✲✐♠❛❣❡" "♦♥1 1❡"1.❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞5❡ ♠♦♥♦✲❝✐❜❧❡ ♦;

❝❤❛7✉❡ ♣❡5"♦♥♥❡ ❡"1 ✜❧♠.❡ ".♣❛5.♠❡♥1✳ ■❧ ❡"1 @ ♥♦1❡5 ❛✉""✐ 7✉❡ ❞❡" ♠.1❤♦❞❡" ❞❡ 5.❞✉❝1✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ "♦♥1 ❣.♥.5❛❧❡♠❡♥1 ❛♣♣❧✐7✉.❡" ❞❛♥" ❧❡" ❛♣♣5♦❝❤❡" ♠✉❧1✐✲✐♠❛❣❡" ❛✜♥ ❞❡ 5.❞✉✐5❡

❧❛ 1❛✐❧❧❡ ❞❡" ✈❡❝1❡✉5" ❝❛5❛❝1.5✐"1✐7✉❡" ❡1 ❞✬❛❝❝.❧.5❡5 ❧❡ 15❛✐1❡♠❡♥1✳

❇5✐❞ ❡1 ❛❧✳ ❬✹✸❪ ♣5♦♣♦"❡♥1 ✉♥ "②"1K♠❡ ❞✬✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡" ♣❡5"♦♥♥❡" ♣❛5 ❧✬❛♣♣❛5❡♥❝❡ ❞❡"✲

1✐♥. ❛✉① ③♦♥❡" ❞❡ 15❛♥"♣♦51 ♣✉❜❧✐❝✳ ❈❤❛7✉❡ "✐❧❤♦✉❡11❡ ❞❡ ♣✐.1♦♥ ❡"1 ❞.❝♦✉♣.❡ ❡♥ ✶✵ ❜❛♥❞❡"

❤♦5✐③♦♥1❛❧❡" .7✉✐❞✐"1❛♥1❡"✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❡"1 5❡♣5."❡♥1.❡ ♣❛5 ❧❡" ♠♦②❡♥♥❡" ❞❡" ❝♦♠♣♦"❛♥1❡" ❍✱ ❙

❡1 ❱✳ ❆✜♥ ❞❡ "✬❛❞❛♣1❡5 ❛✉① ❣5❛♥❞❡" ✈❛5✐❛1✐♦♥" ❞✬.❝❧❛✐5❛❣❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦"❛♥1❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❱

❞❡ ❝❤❛7✉❡ ❜❛♥❞❡ ❡"1 ♣♦♥❞.5.❡ ♣❛5 ❧❡ ❢❛❝1❡✉5 ✵✳✹✺✳ ▲❡" "✐❣♥❛1✉5❡" "♦♥1 ✜♥❛❧❡♠❡♥1 ♠♦②❡♥♥.❡"

♣♦✉5 ❝❛5❛❝1.5✐"❡5 ✉♥❡ ".7✉❡♥❝❡✳

●❤❡✐""❛5✐ ❡1 ❛❧✳ ❬✹✹❪ ♣5♦♣♦"❡♥1 ❞✬❡①♣❧♦✐1❡5 ❧❡" 5.❣✐♦♥" ❞❡" "✐❧❤♦✉❡11❡" ♣5."❡♥1❛♥1 ❞❡" ✈❛✲

5✐❛1✐♦♥" "♣❛1✐♦✲1❡♠♣♦5❡❧❧❡" "✐♠✐❧❛✐5❡" ♣♦✉5 ❝❛5❛❝1.5✐"❡5 ❧❡" ♣✐.1♦♥"✳ ▲❛ ❞.❝♦♠♣♦"✐1✐♦♥ ❞❡" "✐❧✲

❤♦✉❡11❡" ❡♥ 5.❣✐♦♥" ❡"1 5.❛❧✐".❡ ❡♥ ♣5♦❥❡1❛♥1 ✉♥ ♠♦❞K❧❡ 15✐❛♥❣✉❧❛✐5❡✱ ❝♦♥"15✉✐1 ❞✉5❛♥1 ✉♥❡

♣❤❛"❡ ❞✬❛♣♣5❡♥1✐""❛❣❡ ❤♦5" ❧✐❣♥❡✱ "✉5 ❧❡" ✐♠❛❣❡" ❞❡" ♣❡5"♦♥♥❡" ✭✜❣✉5❡ ✶✳✽✮✳ ▲❛ ❝♦55❡"♣♦♥❞❛♥❝❡

❡♥15❡ ❧❡" 5.❣✐♦♥" ❡"1 ❜❛".❡ "✉5 ❧✬✐♥❢♦5♠❛1✐♦♥ ❝♦❧♦5✐♠.15✐7✉❡ ❡1 "15✉❝1✉5❡❧❧❡✳ ▲✬✐♥❢♦5♠❛1✐♦♥ ❝♦✲

❧♦5✐♠.15✐7✉❡ ❡"1 5❡♣5."❡♥1.❡ ♣❛5 ❞❡✉① ❤✐"1♦❣5❛♠♠❡" "✉5 ❧❡" ❝♦♠♣♦"❛♥1❡" ❍ ❡1 ❙✳ ❆❧♦5" 7✉❡

❧✬✐♥❢♦5♠❛1✐♦♥ "15✉❝1✉5❡❧❧❡ ❡"1 ❜❛".❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛51✱ "✉5 ❧✬♦5✐❡♥1❛1✐♦♥ ❞❡" ❝♦♥1♦✉5" ❞❛♥" ❧❡" ❞✐✛.✲

5❡♥1❡" 5.❣✐♦♥" ❡1✱ ❞✬❛✉15❡ ♣❛51✱ "✉5 ❧❡" 5❛♣♣♦51" ❡♥15❡ ❧❡" ❝♦♠♣♦"❛♥1❡" ❞❡ ❝♦✉❧❡✉5" ❘❱❇ ❡♥15❡

❞❡✉① 5.❣✐♦♥" ❞❡ ♣❛51 ❡1 ❞✬❛✉15❡ ❞✬✉♥❡ ❛5<1❡ ❞✉ ♠♦❞K❧❡ 15✐❛♥❣✉❧❛✐5❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉./0❛♥/ ❧❛ ♣0♦❥❡❝/✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞7❧❡ /0✐❛♥❣✉❧❛✐0❡ .✉0 ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣✐9/♦♥

❬✹✹❪✳

▼❛❞❞❡♥ ❡/ ❛❧✳ ❬✹✺❪ ♦♥/ ✐♥/0♦❞✉✐/ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❞✬❛♣♣❛0❡♥❝❡ ❛♣♣❡❧9 ▼❈❙❍❘ ✭▼❛❥♦0 ❈♦❧♦✉0

❙♣❡❝/0✉♠ ❍✐./♦❣0❛♠ ❘❡♣0❡.❡♥/❛/✐♦♥✮ ♠♦❞9❧✐.❛♥/ ❝❤❛G✉❡ .✐❧❤♦✉❡//❡ ♣❛0 ✉♥ ❤✐./♦❣0❛♠♠❡ ❞❡

.❡. ❝♦✉❧❡✉0. ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡.✳ ▲❛ ❞9/❡❝/✐♦♥ ❞❡. ❝♦✉❧❡✉0. ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡. ❞❛♥. ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡./ 09❛❧✐.9❡ ❡♥

❛♣♣❧✐G✉❛♥/ ❧✬❛❧❣♦0✐/❤♠❡ ❞❡ .❡❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❑✲♠❡❛♥. ❬✹✻❪✳ L♦✉0 ❝❛0❛❝/90✐.❡0 ❧❡ ♣❛..❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣✐9✲

/♦♥✱ ♥ 0❡♣09.❡♥/❛/✐♦♥. ▼❈❙❍❘ .♦♥/ ❝✉♠✉❧9❡. ❛✜♥ ❞❡ ❣9♥90❡0 ✉♥❡ ❞❡.❝0✐♣/✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥♦♠♠9❡

■▼❈❙❍❘ ✭■♥❝09♠❡♥/❛❧ ▼❈❙❍❘✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥/✱ ✉♥❡ ♣❤❛.❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥.❛/✐♦♥ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛/✐♦♥ ♣❛0

❧✬9❣❛❧✐.❛/✐♦♥ ❞✬❤✐./♦❣0❛♠♠❡ ❡./ ❛♣♣❧✐G✉9❡ .✉0 ❧❡. .✐❣♥❛/✉0❡. ♣♦✉0 ♣❛❧✐❡0 ❧❡. ❢♦0/❡. ✈❛0✐❛/✐♦♥.

❞✬9❝❧❛✐0❛❣❡✳

❨✉ ❡/ ❛❧✳ ❬✹✼❪ ❝♦♠❜✐♥❡♥/ ❞❡. ✐♥❢♦0♠❛/✐♦♥. .♣❛/✐❛❧❡. ❡/ ❝♦❧♦0✐♠9/0✐G✉❡. ♣♦✉0 ❞9❝0✐0❡ ❧✬❛♣✲

♣❛0❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡0.♦♥♥❡✳ ❈❤❛G✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ .✐❧❤♦✉❡//❡ ❡./ ♠♦❞9❧✐.9 ♣❛0 .❡. ✸ ❝♦♠♣♦.❛♥/❡.

❝♦✉❧❡✉0 ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ ❘❱❇ ✭✈❡❝/❡✉0 ① ✮ ❡/ ❧❛ ❞✐./❛♥❝❡ G✉✐ ❧❡ .9♣❛0❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥/ ❞❡ 09❢90❡♥❝❡ ❧✳

❯♥❡ ❡./✐♠❛/✐♦♥ ♣❛0 ♥♦②❛✉ ❜❛.9❡ .✉0 ❧❛ ♠9/❤♦❞❡ ❞❡ L❛0③❡♥✲❘♦③❡♥❜❧❛// ❬✸✸❪ ❡./ ❝❛❧❝✉❧9❡ ♣♦✉0

0❡♣09.❡♥/❡0 ❧❛ ❞✐./0✐❜✉/✐♦♥ ❞❡. ✈❡❝/❡✉0. ❝❛0❛❝/90✐./✐G✉❡. ❞9❥\ ❡①/0❛✐/. ✭9G✉❛/✐♦♥ ✶✳✷✮ ✿

p (x, l) =
1

N

N
∑

i=1

k

(

‖
x− xi

hx

‖ 2

)

k

(

‖
l − li

hl

‖ 2

)

✭✶✳✷✮

❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ♣✐①❡❧. ❞❛♥. ❧✬✐♠❛❣❡✱ k(.) ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉✱ ① ❡/ ❧ 0❡.♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/

❧❡. ✸ ❝♦♠♣♦.❛♥/❡. ❝♦✉❧❡✉0 ❡/ ❧❛ ♣♦.✐/✐♦♥ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❞❡ 09❢90❡♥❝❡ ❡/ h ❡./ ✉♥ ♣❛0❛♠7/0❡ ❞❡ ❧✐..❛❣❡✳

L♦✉0 ❝❛0❛❝/90✐.❡0 ✉♥❡ .9G✉❡♥❝❡ ♠♦❞9❧✐.❛♥/ ❧❡ ♣❛..❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡0.♦♥♥❡✱ ❨✉ ❡/ ❛❧✳ ❬✹✼❪ ♣0♦✲

♣♦.❡♥/ ✉♥❡ .9❧❡❝/✐♦♥ ❞❡. ✐♠❛❣❡. ❝❧9. ♣09.❡♥/❛♥/ ❧❡. ✈❛0✐❛/✐♦♥. ❞❡ ♣♦./✉0❡ ❡/ ❞❡ ♣♦✐♥/ ❞❡ ✈✉❡
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♠❛①✐♠❛❧❡(✳ ▲✬❛♣♣❛-✐❡♠❡♥/ ❡♥/-❡ ❞❡✉① (✐❣♥❛/✉-❡( -❡♣-3(❡♥/❛♥/ ❞❡✉① ♣❛((❛❣❡( ❆ ❡/ ❇ ❞3♣❡♥❞

❞❡( ❞✐(/❛♥❝❡( ❡♥/-❡ ❧❡( ✐♠❛❣❡( ❝❧3( ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉(/-3 ❞❛♥( ❧✬36✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳

Similarité(A,B)
=

median

i ∈ K(A)

[

min

j ∈ K(B)
D

(

p
(A)
i , p

(B)
j

)

]

✭✶✳✸✮

♦: p
(A)
i -❡♣-3(❡♥/❡ ❧❛ (✐❣♥❛/✉-❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐ ❛♣♣❛-/❡♥❛♥/ ❛✉ ♣❛((❛❣❡ ❆✱ p

(B)
j -❡♣-3(❡♥/❡ ❧❛

(✐❣♥❛/✉-❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❥ ❛♣♣❛-/❡♥❛♥/ ❛✉ ♣❛((❛❣❡ ❇✱ K(A)
❡/ K(B)

-❡♣-3(❡♥/❡♥/ -❡(♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/

❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ✐♠❛❣❡( ❝❧3( -❡❧❛/✐✈❡( ❛✉① ♣❛((❛❣❡( ❆ ❡/ ❇ ❡/ ❡♥✜♥ ❉ ❡(/ ❧❛ ❞✐(/❛♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲

▲❡✐❜❧❡- ❬✸✹❪✳

❍❛♠❞♦✉♥ ❡/ ❛❧✳ ❬✹✽❪ ♦♥/ 3❧❛❜♦-3 ✉♥ (②(/H♠❡ ❞✬✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡ ♣❡-(♦♥♥❡( ❜❛(3 (✉- ❧❛

♠✐(❡ ❡♥ ❝♦--❡(♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥/-❡ ❞❡( ♣♦✐♥/( ❞✬✐♥/3-I/ ❞3/❡❝/3( ♣❛- ❧✬❛❧❣♦-✐/❤♠❡ ❙❯❘❋ ❬✹✾❪✳ ▲✬❛♣✲

♣-♦❝❤❡ ♣-♦♣♦(3❡ ❡(/ ❝♦♠♣♦(3❡ ❞❡ ❞❡✉① 3/❛♣❡( ✿ ❛♣♣-❡♥/✐((❛❣❡ ❡/ -3✲✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥✳ ▲❛ ♣❤❛(❡

❞✬❛♣♣-❡♥/✐((❛❣❡ ❝♦♥(✐(/❡ Q ❝♦♥(/-✉✐-❡ ❞❡( ♠♦❞H❧❡( -❡❧❛/✐❢ Q ❝❤❛6✉❡ ♣❡-(♦♥♥❡ -❡❣-♦✉♣❛♥/ ❧❡(

♣♦✐♥/( ❞✬✐♥/3-I/ ❞3/❡❝/3(✳ ▲❛ -3✲✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ❡(/ -3❛❧✐(3❡ ♣❛- ✉♥ (②(/H♠❡ ❞❡ ✈♦/❡ ♦: ❝❤❛6✉❡

♣♦✐♥/ ❡①/-❛✐/ ❡(/ ❝♦♠♣❛-3 ❛✉① ♣♦✐♥/( ❞✬✐♥/3-I/( (/♦❝❦3( ❞❛♥( ❧❡( ♠♦❞H❧❡( ❞✬❛♣♣-❡♥/✐((❛❣❡✳ ▲❡(

♣♦✐♥/( ❞✬✐♥/3-I/( (♦♥/ ♦-❣❛♥✐(3( (❡❧♦♥ ✉♥❡ (/-✉❝/✉-❡ ❛-❜♦-❡((❛♥/❡ ✭❑❉✲/-❡❡✮ ❛✜♥ ❞✬❛❝❝3❧3-❡-

❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ♠✐(❡ ❡♥ ❝♦--❡(♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥/✱ ❧✬✐❞❡♥/✐/3 ❞❡ ❧❛ ♣❡-(♦♥♥❡ ❡(/ ❛//-✐❜✉3❡ ❡♥ (❡

-3❢3-❛♥/ ❛✉ ♠♦❞H❧❡ ❞✬❛♣♣-❡♥/✐((❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉( (♦❧❧✐❝✐/3✳

■❧ ❡(/ ✐♥/3-❡((❛♥/ ❞❡ ♥♦/❡- 6✉❡ ❧❡( ❞❡(❝-✐♣/❡✉-( ❜❛(3( (✉- ❧❡( ♣♦✐♥/( ❞✬✐♥/3-I/( ❝♦♠♠❡ ❙■❋❚

❬✺✵❪ ♦✉ ❙❯❘❋ ❬✹✾❪✱ 6✉✐ (♦♥/ ❧❛-❣❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐(3( ❞❛♥( ❧❛ ✈✐(✐♦♥ ♣❛- ♦-❞✐♥❛/❡✉-✱ ♥✬♦♥/ ♣❛( /-♦✉✈3

❛✉/❛♥/ ❞✬✐♥/3-I/ ❞❛♥( ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉/3 ❞❡ -3✲✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡ ♣❡-(♦♥♥❡(✳ ●❤❡✐((❛-✐ ❬✹✹❪ ❛ ♣-♦✉✈3

6✉❡ ❧❡( ❛♣♣-♦❝❤❡( Q ❜❛(❡ ❞❡ ♣♦✐♥/( ❞✬✐♥/3-I/ (♦♥/ ♥❡//❡♠❡♥/ ♠♦✐♥( ♣❡-❢♦-♠❛♥/❡( 6✉❡ ❧❡( ❛♣✲

♣-♦❝❤❡( ❜❛(3❡( ❝♦✉❧❡✉-(✳

❚-✉♦♥❣ ❈♦♥❣ ❡/ ❛❧✳ ❬✺✶❪ ♦♥/ /❡(/3 ♣❧✉(✐❡✉-( (✐❣♥❛/✉-❡( ❜❛(3❡( (✉- ❧❡( ❤✐(/♦❣-❛♠♠❡( ❞❡

❝♦✉❧❡✉-( ✭✐♥/3❣-❛♥/ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦-♠❛/✐♦♥ (♣❛/✐❛❧❡✮ ❛✈❡❝ ❞✐✛3-❡♥/( /②♣❡( ❞❡ ♥♦-♠❛❧✐(❛/✐♦♥

❞❡ ❝♦✉❧❡✉- ♣♦✉- ✐❞❡♥/✐✜❡- ❧❡( ♣❡-(♦♥♥❡(✳ ▲❡( ✈❡❝/❡✉-( ❝❛-❛❝/3-✐(/✐6✉❡( ❞✬✉♥❡ (36✉❡♥❝❡ -❡♣-3✲

(❡♥/❛♥/ ❧❡ ♣❛((❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡-(♦♥♥❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❤❛♠♣( ❞❡ ❧❛ ❝❛♠3-❛ (♦♥/ ♣-♦❥❡/3( ❡♥ ✷❉ ♣❛- ✉♥❡

❛♥❛❧②(❡ (♣❡❝/-❛❧❡ ❬✺✷❪✳ ▲✬✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡( ♣❡-(♦♥♥❡( ❡(/ -3❛❧✐(3❡ ♣❛- ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐(❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞✐(/❛♥❝❡ (3♣❛-❛♥/ ❧❡( ❝❡♥/-❡( ❞❡ ❣-❛✈✐/3( -❡❧❛/✐✈❡( ❛✉① ❞✐✛3-❡♥/( ♣❛((❛❣❡(✳ ▲✬3/✉❞❡ ❡①♣3-✐✲

♠❡♥/❛❧❡ -3❛❧✐(3❡ ❞❛♥( ❬✺✶❪ ❝♦♥✜-♠❡ 6✉❡ ❧❛ -❡♣-3(❡♥/❛/✐♦♥ ❡♥ (♣❛/✐♦❣-❛♠♠❡( ✭❤✐(/♦❣-❛♠♠❡(

❞❡ ❝♦✉❧❡✉-( ✐♥/3❣-❛♥/ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦-♠❛/✐♦♥ (♣❛/✐❛❧❡✮ ❝♦♠❜✐♥3❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦-♠❛❧✐(❛/✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉-(
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✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥$ ❝❡ ❝❤❛♣✐*&❡✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣&0$❡♥*0 ❧❡$ ❞✐✛0&❡♥*$ ❛♣♣&♦❝❤❡$ ♣❡&♠❡**❛♥* ❧❡ $✉✐✈✐ ❡*

❧✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡$ ♣❡&$♦♥♥❡$ ♣❛& ❧✬❛♣♣❛&❡♥❝❡✳ ❈❡$ ❛♣♣&♦❝❤❡$ ♦♥* 0*0 ❞✐✈✐$0❡$ ❡♥ ❞❡✉① ❣&❛♥❞❡$

❝❛*0❣♦&✐❡$ ✿ ♠♦♥♦ ❡* ♠✉❧*✐✲❝❛♠0&❛$✳ ❊♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠0&❛$✱ ❝❡&*❛✐♥$ *&❛✈❛✉① $❡ $♦♥* ❜❛$0$ $✉& ❧❛

♠✐♥✐♠✐$❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛0&❡♥❝❡ ❡♥*&❡ ❧❡$ ♠♦❞6❧❡$ ❛&*✐❝✉❧0$ ♣&0$❡♥*$ ❞❛♥$ ❞❡$ ✐♠❛❣❡$ $✉❝❡$✲

$✐✈❡$✱ ❛❧♦&$ 9✉❡ ❞✬❛✉*&❡$ ♦♥* ❝♦♠❜✐♥0 ✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ♣&0❞✐❝*✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞6❧❡

❞✬❛♣♣❛&❡♥❝❡✳ ❊♥ ♠✉❧*✐✲❝❛♠0&❛$✱ ❧✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡$ ♣❡&$♦♥♥❡$ ❡$* ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥* ❜❛$0❡ $✉&

❧✬❛♣♣❛&❡♥❝❡ ❡♥ *❡♥❛♥* ❝♦♠♣*❡ ❞✬✉♥❡ $❡✉❧❡ ♦❜$❡&✈❛*✐♦♥ ✭❛♣♣&♦❝❤❡$ ♠♦♥♦✲✐♠❛❣❡✮ ♦✉ ❡①♣❧♦✐*❛♥*

❧❛ &❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥$ ❞❛♥$ ✉♥❡ $0&✐❡ ❞✬✐♠❛❣❡$ ❞❡ ❧❛ ♠:♠❡ ♣❡&$♦♥♥❡ ✭❛♣♣&♦❝❤❡$ ♠✉❧*✐✲

✐♠❛❣❡$✮✳ ▲❛ ❢✉$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞✬❛♣♣❛&❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡$ ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡$ ❛ ♣"✐♦"✐ $✉& ❧❡ &0$❡❛✉

❡$* ❛✉$$✐ ✉*✐❧✐$0❡ ♣♦✉& ❧✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥✳

❉❛♥$ ❧❡ ❝❤❛♣✐*&❡ $✉✐✈❛♥*✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ✐♥*&♦❞✉✐&❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡$❝&✐♣*❡✉& ❞❡ ❝♦✉❧❡✉& ❡①✲

♣❧♦✐*❛♥* ❧✬✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥ ✐♥*&❛ ❡* ✐♥*❡&✲♣❡&$♦♥♥❡$ D ♣❛&*✐& ❞✬❤✐$*♦❣&❛♠♠❡$ &0❣✐♦♥❛✉① ♣♦✉& ❝❛✲

&❛❝*0&✐$❡& ❧✬❛♣♣❛&❡♥❝❡✳ ❈❡ ❞❡$❝&✐♣*❡✉& ❡$* ❡♥$✉✐*❡ ❝♦♠♣❛&0 ❛✈❡❝ ♣❧✉$✐❡✉&$ ❞❡$❝&✐♣*❡✉&$ ❞❡ ❧❛

❧✐**0&❛*✉&❡ ❡♥ *❡&♠❡ ❞❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡$✳ ▲❡$ ❞❡$❝&✐♣*❡✉&$ ❧❡$ ♣❧✉$ &♦❜✉$*❡$ $❡&♦♥* ✜♥❛❧❡♠❡♥*

❢✉$✐♦♥♥0$ ❛✜♥ ❞❡ ♣&♦❞✉✐&❡ ✉♥❡ $✐❣♥❛*✉&❡ ❞✐$❝&✐♠✐♥❛♥*❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❛&❛❝*0&✐$❡& ❧❡$ ♣❡&✲

$♦♥♥❡$✳
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✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❧❡ ❜✉( ❞❡ ♣+♦♣♦#❡+ ✉♥❡ #✐❣♥❛(✉+❡ +♦❜✉#(❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛+❡♥❝❡ ❞❡# ♣❡+#♦♥♥❡#✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐(+❡

❞3❜✉(❡ ♣❛+ ✉♥❡ ♣+3#❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡# ❞❡#❝+✐♣(❡✉+# ✭❝♦✉❧❡✉+✱ (❡①(✉+❡ ❡( ❢♦+♠❡✮ ❧❡# ♣❧✉# +❡♥❝♦♥✲

(+3❡# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐((3+❛(✉+❡✳ ;❛+ ❧❛ #✉✐(❡✱ ♥♦✉# ✐♥(+♦❞✉✐#♦♥# ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡#❝+✐♣(❡✉+ 3❧❛❜♦+3 =

♣❛+(✐+ ❞✬❤✐#(♦❣+❛♠♠❡# +3❣✐♦♥❛✉① ♣❛+ ❧❛ ❢✉#✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦+♠❛(✐♦♥ ✐♥(+❛ ❡( ✐♥(❡+ ♣❡+#♦♥♥❡#✳ ■❧

♣❡+♠❡( ❞✬❛##✉+❡+ ✉♥❡ ✐♥✈❛+✐❛♥❝❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❣+❛♥❞❡# ✈❛+✐❛(✐♦♥# ❞❡ ♣♦#❡ ❡( ❞✬3❝❧❛✐+❛❣❡✳ ▲❡# ❞✐❢✲

❢3+❡♥(# ❞❡#❝+✐♣(❡✉+# ✐♥(+♦❞✉✐(# #❡+♦♥( ❡♥#✉✐(❡ ❝♦♠♣❛+3# ❞❛♥# ❞❡✉① ❝♦♥(❡①(❡# ❡①♣3+✐♠❡♥(❛✉① ✿

❡♥ ♠✉❧(✐✲❝❛♠3+❛# ✭♣♦✉+ (❡#(❡+ ❧❛ +♦❜✉#(❡##❡ = ❧❛ +3✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥✮ ❡( ❡♥ ♠♦♥♦✴♠✉❧(✐✲❝❛♠3+❛#

✭♣♦✉+ ✈❛❧✐❞❡+ ❧❡ #✉✐✈✐✮✳ ▲❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# #❡+♦♥( ❡♥#✉✐(❡ ❛♠3❧✐♦+3❡# ♣❛+ ❧❛ ❢✉#✐♦♥ ❞❡# ❞❡#❝+✐♣✲

(❡✉+# #3❧❡❝✐♦♥♥3# ❝♦♠♠❡ ❧❡# ♣❧✉# ♣❡+❢♦+♠❛♥(# ✈✐❛ ❞❡✉① ✈❛+✐❛♥(❡# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐(❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦#(✳

▲❡# +3#✉❧(❛(# ♦❜(❡♥✉# #❡+♦♥( ✜♥❛❧❡♠❡♥( ❝♦♥❢+♦♥(3# = ❧✬3(❛( ❞❡ ❧✬❛+( ❡♥ (❡+♠❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐(3 ♣♦✉+

❧✬✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡# ♣❡+#♦♥♥❡#✳

✷✳✷ ❉❡.❝&✐♣%❡✉&. ❞✬❛♣♣❛&❡♥❝❡ ❡①✐.%❛♥%.

❉❛♥# ❝❡((❡ #❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉# ♣+3#❡♥(♦♥# ❧❡# ❞❡#❝+✐♣(❡✉+# ❧❡# ♣❧✉# ✉(✐❧✐#3# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐((3+❛(✉+❡

♣♦✉+ ✐❞❡♥(✐✜❡+ ❧❡# ♣❡+#♦♥♥❡# ♣❛+ ❧✬❛♣♣❛+❡♥❝❡✳ ❈❡# ❞❡#❝+✐♣(❡✉+# ♣❡✉✈❡♥( F(+❡ ❝❧❛##3# ❡♥ (+♦✐#

❝❛(3❣♦+✐❡# = #❛✈♦✐+ ❧❡# ❞❡#❝+✐♣(❡✉+# ❞❡ ❝♦✉❧❡✉+✱ ❞❡ (❡①(✉+❡ ❡( ❞❡ ❢♦+♠❡✳

✷✺
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✷✳✷✳✶ ❉❡%❝'✐♣*❡✉'% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉'

▲❡$ ❞❡$❝'✐♣*❡✉'$ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' $♦♥* $❛♥$ ❞♦✉*❡ ❧❡$ ♣❧✉$ ✉*✐❧✐$0$ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐**0'❛*✉'❡ ♣♦✉' ❝❛'❛❝✲

*0'✐$❡' ❧✬❛♣♣❛'❡♥❝❡ ❞❡$ ♣❡'$♦♥♥❡$ ❬✶✷❪ ❬✷✺❪ ❬✺✻❪ 0*❛♥* ❞♦♥♥0 ❧❡✉' $✐♠♣❧✐❝✐*0 ❡* ❧❡✉' '♦❜✉$*❡$$❡

❢❛❝❡ ❛✉① ❣'❛♥❞❡$ ✈❛'✐❛*✐♦♥$ ❞❡ ♣♦$❡✳ ❉❛♥$ ❝❡ *'❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ '❡*❡♥✉ ❧❡$ ❤✐$*♦❣'❛♠♠❡$ ❞❡

❝♦✉❧❡✉' ❡* ❧❡$ $♣❛*✐♦❣'❛♠♠❡$ ♣'0$❡♥*0$ ❞❛♥$ ❧❡$ $❡❝*✐♦♥$ $✉✐✈❛♥*❡$✳

✷✳✷✳✶✳✶ ▲❡% ❤✐%(♦❣+❛♠♠❡% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉+

▲❡$ ❤✐$*♦❣'❛♠♠❡$ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' '❡♣'0$❡♥*❡♥* ❧❛ ❞✐$*'✐❜✉*✐♦♥ ❞❡$ ❝♦✉❧❡✉'$ ❞❛♥$ ❧❛ '0❣✐♦♥ ❞✬✐♥✲

*0'A* ❝❛❞'0❡ $✉' ❧❛ ♣❡'$♦♥♥❡✳ B♦✉' '0❞✉✐'❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡$ ❝♦✉❧❡✉'$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ✭✸

❝❛♥❛✉① ❘❱❇ $✉' ✽ ❜✐*$✮✱ ✉♥❡ ♣❤❛$❡ ❞❡ H✉❛♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❡$* ❛♣♣❧✐H✉0❡ $✉' ❧❡$ ✐♠❛❣❡$ ♣♦✉' $❡

❧✐♠✐*❡' J ◆ ❝❧❛$$❡$ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉'$✳ ▲✬❤✐$*♦❣'❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' ❡$* ✜♥❛❧❡♠❡♥* ❝❛❧❝✉❧0 ❡♥ ❝✉♠✉❧❛♥*

❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣✐①❡❧$ ❝♦''❡$♣♦♥❞❛♥* J ❝❤❛H✉❡ ❝❧❛$$❡✳ ▲❡$ ❤✐$*♦❣'❛♠♠❡$ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' $♦♥* ❧❛'✲

❣❡♠❡♥* ❛♣♣❧✐H✉0$ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐**0'❛*✉'❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉$❡$ ✈❛'✐❛♥*❡$ $❡❧♦♥ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉'

✉*✐❧✐$0 ✭❘❱❇✱ ❍❙❱✱ ❨❈❜❈'✱✳✳✳✮ ❡* ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝❧❛$$❡$ ◆ '❡*❡♥✉✳

✷✳✷✳✶✳✷ ▲❡% %♣❛(✐♦❣+❛♠♠❡%

▲❡$ $♣❛*✐♦❣'❛♠♠❡$ ❝♦♥*✐❡♥♥❡♥* ❧✬✐♥❢♦'♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐$*'✐❜✉*✐♦♥ ❞❡$ ❝♦✉❧❡✉'$ ❡* ❧❡✉'$ '0✲

♣❛'*✐*✐♦♥$ $♣❛*✐❛❧❡$✳ ❉❛♥$ ❧❛ ❧✐**0'❛*✉'❡✱ ✐❧$ ❛♣♣❛'❛✐$$❡♥* ❧❡ ♣❧✉$ $♦✉✈❡♥* ♣❛'♠✐ ❧❡$ ❞❡$❝'✐♣*❡✉'$

❧❡$ ♣❧✉$ ♣❡'❢♦'♠❛♥*$ ♣♦✉' ✐❞❡♥*✐✜❡' ❧❡$ ♣❡'$♦♥♥❡$ ❬✺✶❪ ❬✺✾❪✳ ❉❛♥$ ♥♦*'❡ 0*✉❞❡ ❝♦♠♣❛'❛*✐✈❡✱

♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝❤♦✐$✐ ❞❡ *❡$*❡' ❧❡ $♣❛*✐♦❣'❛♠♠❡ ♣'♦♣♦$0 ♣❛' ❈✳➫❖ ❈♦♥❛✐'❡ ✈✉ $♦♥ ❣'❛♥❞ ♣♦✉✈♦✐'

'❡♣'0$❡♥*❛*✐❢ ♣'♦✉✈0 ❞❛♥$ ❬✺✾❪✳ ❆ ♣❛'*✐' ❞✬✉♥ ❤✐$*♦❣'❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' ✭♥♦*0 h✮✱ ❈✳➫❖ ❈♦♥❛✐'❡

❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥$✉✐*❡ ♣♦✉' ❝❤❛H✉❡ ❝❧❛$$❡ ❞✬✐♥*❡♥$✐*0 $❛ '0♣❛'*✐*✐♦♥ $♣❛*✐❛❧❡ ♣❛' ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡* ❧❛

❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ σ ❞❡ ❧❛ ♣♦$✐*✐♦♥ ❞❡$ ♣✐①❡❧$ ❛♣♣❛'*❡♥❛♥* J ❝❡**❡ ❝❧❛$$❡✳ B♦✉' ❝♦♠♣❛'❡' ❞❡✉① $♣❛✲

*✐♦❣'❛♠♠❡$ S = {h, µ, σ} ❡* S
′

=

{

h
′

, µ
′

, σ
′
}

❝♦♥*❡♥❛♥* ❝❤❛❝✉♥ N ❝❧❛$$❡$✱ ❧❛ ♠❡$✉'❡ ❞❡

$✐♠✐❧❛'✐*0 ♣'0$❡♥*0❡ ♣❛' ❧✬0H✉❛*✐♦♥ ✷✳✶ ❡$* ❛♣♣❧✐H✉0❡✳
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similarité =

N
∑

n=1

ψn

√

hnh
′

n
✭✷✳✶✮

ψn = η exp

{

−

1

2

(

µn − µ
′

n

)

σ̂−1

n

(

µn − µ
′

n

)

}

σ̂−1

n
= σ−1

n
+

(

σ
′

n

)

−1

♦' N (❡♣(+,❡♥.❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❝❧❛,,❡, ❞✬✐♥.❡♥,✐.+ ❞❛♥, ❧✬❤✐,.♦❣(❛♠♠❡ h✱ hn ❧❡ ❝❛(❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛

❝❧❛,,❡ n✱ ψ (❡♣(+,❡♥.❡ ❧❛ ♠❡,✉(❡ ❞❡ ,✐♠✐❧❛(✐.+ ,♣❛.✐❛❧❡ ❡. η ❡,. ✉♥ ❢❛❝.❡✉( ❞❡ ♥♦(♠❛❧✐,❛.✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ❉❡$❝&✐♣)❡✉&$ ❞❡ )❡①)✉&❡

<❧✉,✐❡✉(, .(❛✈❛✉① ❞❛♥, ❧❛ ❧✐..+(❛.✉(❡ ♦♥. ♦♣.+ ♣♦✉( ❧✬❡①♣❧♦✐.❛.✐♦♥ ❞❡, ❞❡,❝(✐♣.❡✉(, ❞❡

.❡①.✉(❡ ♣♦✉( ✐❞❡♥.✐✜❡( ❧❡, ♣❡(,♦♥♥❡, ♣❛( ❧✬❛♣♣❛(❡♥❝❡✳ <❧✉, ♣(+❝✐,+♠♠❡♥.✱ ❧❡, ♠❛.(✐❝❡, ❞❡

❝♦✲♦❝❝✉((❡♥❝❡, ❬✸✺❪ ❡. ❧❡, ✜❧.(❡, ❞❡ ❙❝❤♠✐❞ ❡. ❞❡ ●❛❜♦( ❬✸✽❪ ❬✹✶❪ ,♦♥. ❧❡, ♣❧✉, ❢(+I✉❡♠♠❡♥.

✉.✐❧✐,+, ❞❛♥, ❝❡ ❝♦♥.❡①.❡✳ ▲❡, ❞❡,❝(✐♣.❡✉(, ,♦♥. ❛♣♣❧✐I✉+, ,✉( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣(✐,✳

▲✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣(✐, ❡,. ♦❜.❡♥✉❡ K ♣❛(.✐( ❞❡, ✸ ❝❛♥❛✉① ❘❱❇ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉( ♦(✐❣✐♥❛❧❡

♣❛( ❧✬+I✉❛.✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡, .❡,., (+❛❧✐,+, ❢❡(♦♥. ✈❛(✐❡( ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ I✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣(✐, ✭◆❂✽✱ ✶✻ ♦✉ ✸✷ ✮✳

Gris = 0.3R + 0.59V + 0.11B ✭✷✳✷✮

✷✳✷✳✷✳✶ ▲❡% ♠❛()✐❝❡% ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉))❡♥❝❡%

▲❡, ♠❛.(✐❝❡, ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉((❡♥❝❡, ❬✸✺❪ (❡♣(+,❡♥.❡♥. ✉♥ ❞❡,❝(✐♣.❡✉( ❞❡ .❡①.✉(❡ (♦❜✉,.❡ ❝♦♠♣✲

.❛❜✐❧✐,❛♥. ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❢♦✐, ♦' ❞❡✉① ♣✐①❡❧, ✈♦✐,✐♥, ♦♥. ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛.✐♦♥ ✐❞❡♥.✐I✉❡ ✭♠O♠❡,

❝❧❛,,❡, ❞✬✐♥.❡♥,✐.+ ❡. ♠O♠❡ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥.✮✳ ❈❡, ♠❛.(✐❝❡, ,♦♥. ❣+♥+(❛❧❡♠❡♥. ❝❛❧❝✉❧+❡, K ♣❛(.✐(

❞✬✐♠❛❣❡, ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣(✐, ❡♥ ❝♦♥,✐❞+(❛♥. ✉♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ✐♠♠+❞✐❛. ✭❞✐,.❛♥❝❡❂✶ ❡. ✹ ❞✐(❡❝✲

.✐♦♥,✮ ♣(+,❡♥.+❡, ❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✶✳ <♦✉( (+❞✉✐(❡ ❧❡, ✈❛(✐❛.✐♦♥, ❞✬✐♥.❡♥,✐.+✱ ❝❤❛I✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡,.

I✉❛♥.✐✜+❡✱ ♣✉✐, ❧❡, I✉❛.(❡ ♠❛.(✐❝❡, ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡, ,♦♥. ,♦♠♠+❡, ❢♦(♠❛♥. ✉♥❡ ♠❛.(✐❝❡ ❣+♥+✲

(✐I✉❡✳ ▲❛ ♣❤❛,❡ ❞❡ ❝❛(❛❝.+(✐,❛.✐♦♥ ❞❡, ♣❡(,♦♥♥❡, ❝♦♥,✐,.❡ K ❝❛❧❝✉❧❡( ✉♥ ❤✐,.♦❣(❛♠♠❡ K ♣❛(.✐(

❞❡ ❝❡..❡ ♠❛.(✐❝❡ ❣+♥+(✐I✉❡✳



F (r, σ, τ) =
1

z
cos

(

2π τ r

σ

)

e
−

r
2

2σ2

r z σ τ
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G (x, y; λ, θ, ψ, σ, γ) = exp

(

−

(

x
′
)

2 + γ2
(

y
′
)

2

2σ2

)

cos

(

2π
x

′

λ
+ ψ

)

✭✷✳✹✮

x
′

= x cos θ + y sin θ

y
′

= −x sin θ + y cos θ

♦' ψ (❡♣(+,❡♥.❡ ❧❡ ❞+♣❤❛,❛❣❡✱ λ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬♦♥❞❡✱ θ ❧✬♦(✐❡♥.❛.✐♦♥ ❞✉ ✜❧.(❡✱ σ ❧❛ ✈❛(✐❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❣❛✉,,✐❡♥♥❡ ❡. γ ✉♥ ♣❛(❛♠<.(❡ ,♣❛.✐❛❧✳ ▲❡, ♣❛(❛♠<.(❡, ✭λ✱ θ ✱σ2
✱ γ✮ ,♦♥. ✜①+, ? ✭✹✱✵✱✷✱✵✳✸✮✱

✭✽✱✵✱✷✱✵✳✸✮✱ ✭✹✱✵✱✶✱✵✳✹✮✱ ✭✽✱✵✱✶✱✵✳✹✮✱ ✭✹✱π✴✷✱✷✱✵✳✸✮✱ ✭✽✱π✴✷✱✷✱✵✳✸✮✱ ✭✹✱ π✴✷✱✶✱✵✳✹✮ ❡. ✭✽✱ π✴✷✱✶✱✵✳✹✮

,❡❧♦♥ ❧❛ ♠@♠❡ +.✉❞❡ ❡①♣+(✐♠❡♥.❛❧❡ (+❛❧✐,+❡ ❞❛♥, ❬✸✽❪✳ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ✜❧.(❡, ❞❡ ●❛❜♦( ✉.✐❧✐,+,

❡,. ♣(+,❡♥.+ ❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✸✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ▲❡, ✜❧.(❡, ❞❡ ●❛❜♦(✳

❯♥❡ ♠❛.(✐❝❡ ❣+♥+(✐I✉❡ ❡,. ♦❜.❡♥✉❡ ❡♥ ,♦♠♠❛♥. ❧❡, ♠❛.(✐❝❡, ❣+♥+(+❡, ♣❛( ❝❤❛I✉❡ ✜❧.(❡

✭●❛❜♦( ♦✉ ❙❝❤♠✐❞✮✳ ▲❛ ,✐❣♥❛.✉(❡ ✉.✐❧✐,+❡ ♣♦✉( ❝❛(❛❝.+(✐,❡( ❧❡, ♣❡(,♦♥♥❡, ♣❛( ❧❛ .❡①.✉(❡ ❡,.

✉♥ ❤✐,.♦❣(❛♠♠❡ ❞✬✐♥.❡♥,✐.+ ❝❛❧❝✉❧+ ? ♣❛(.✐( ❞❡ ❧❛ ♠❛.(✐❝❡ ❣+♥+(✐I✉❡✳

✷✳✷✳✸ ❉❡%❝'✐♣*❡✉'% ❞❡ ❢♦'♠❡

❊.❛♥. ❞♦♥♥+ ❧❛ ♥❛.✉(❡ .(<, ❛(.✐❝✉❧+❡ ❞✉ ❝♦(♣, ❤✉♠❛✐♥ ❛✐♥,✐ I✉❡ ❧❡, ❣(❛♥❞❡, ✈❛(✐❛.✐♦♥, ❞❡

♣♦,❡✱ ❧❡, ❞❡,❝(✐♣.❡✉(, ❞❡ ❢♦(♠❡ ❛♣♣❛(❛✐,,❡♥. ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥, ❛♣♣(♦♣(✐+, ♣♦✉( ❞✐,❝(✐♠✐♥❡( ❞❡,

♣❡(,♦♥♥❡,✳ ❚♦✉.❡❢♦✐,✱ ❝❡(.❛✐♥, ❞❡,❝(✐♣.❡✉(, ❞❡ ❢♦(♠❡ ❣❧♦❜❛✉① .❡❧, I✉❡ ❧❡, ♠♦♠❡♥., ❞❡ ❩❡(♥✐❦❡

❬✻✵❪ ❡. ❞❡ ❍✉ ❬✻✶❪ ,♦♥. ❝♦♥♥✉, ♣♦✉( ❧❡✉( ✐♥✈❛(✐❛♥❝❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ✈❛(✐❛.✐♦♥, ❞❡ ♣♦,❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❧❡

❞❡,❝(✐♣.❡✉( ❞❡ ❢♦(♠❡ ❧♦❝❛❧ ❍❖● ✭❤✐,.♦❣(❛♠♠❡, ❞❡ ❣(❛❞✐❡♥., ♦(✐❡♥.+,✮ ❛ +.+ ❛♣♣❧✐I✉+ ❞❛♥,



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❊❘❙❖◆◆❊❙ #❆❘ ▲✬❆##❆❘❊◆❈❊ ✸✵

❧❡ $✉✐✈✐ ❞❡$ ♣❡*$♦♥♥❡$ ❡♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠1*❛ ❬✶✻❪ ❡6 ❡♥ ♠✉❧6✐✲❝❛♠❡*❛$ ❬✸✺❪✳ ❆✜♥ ❞✬1✈❛❧✉❡* ❧❡✉*$

♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ 6❡$61 ❝❡$ ✸ ❞❡$❝*✐♣6❡✉*$ ❞❡ ❢♦*♠❡✳

✷✳✷✳✸✳✶ ▲❡& ❤✐&)♦❣,❛♠♠❡& ❞❡& ❣,❛❞✐❡♥)& ♦,✐❡♥)1& ✭❍❖●✮

▲❡$ ❤✐$6♦❣*❛♠♠❡$ ❞❡ ❣*❛❞✐❡♥6$ ♦*✐❡♥61$ ❛♥❛❧②$❡♥6 ❧❛ ❞✐$6*✐❜✉6✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦*✐❡♥6❛6✐♦♥ ❞❡$

❝♦♥6♦✉*$ *1❣✐♦♥❛✉① ❞❛♥$ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ ♣❤❛$❡ ❞❡ ♣*16*❛✐6❡♠❡♥6 ❡$6 *1❛❧✐$1❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐E✉❛♥6 ✉♥

✜❧6*❡ ●❛✉$$✐❡♥ ❬✻✷❪ ♣♦✉* *1❞✉✐*❡ ❧❡ ❜*✉✐6✱ ❛✈❛♥6 ❞✬❡①6*❛✐*❡ ❧❡$ ❝♦♥6♦✉*$ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛* ❧❡ ✜❧6*❡

❞❡ ❈❛♥♥② ❬✸✶❪✳ ❉❛♥$ ❝❡ 6*❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ 6❡$61 ❧❡$ ❍❖● ❛♣*L$ ❞1❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡$ ✐♠❛❣❡$ ❞❡

♣❡*$♦♥♥❡$ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡$ ♥♦♥✲❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥6❡$✳ ❙✉* ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡✱ ✉♥ ❤✐$6♦❣*❛♠♠❡ ❞✬♦*✐❡♥6❛6✐♦♥

❞❡$ ❝♦♥6♦✉*$ ❡$6 ❝❛❧❝✉❧1 $❡❧♦♥ ✺ ❞✐*❡❝6✐♦♥$ ❡♥ ❛♣♣❧✐E✉❛♥6 ❧❡$ ♠❛$E✉❡$ ✐❧❧✉$6*1$ ❡♥ ✜❣✉*❡ ✷✳✹✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ▼❛$E✉❡$ ❞✬♦*✐❡♥6❛6✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥6♦✉*✳

✷✳✷✳✸✳✷ ▲❡& ♠♦♠❡♥)& ❞❡ ❩❡,♥✐❦❡ ❡) ❞❡ ❍✉

▲❡$ ♠♦♠❡♥6$ ❞❡ ❩❡*♥✐❦❡ ❬✻✵❪ ❡6 ❞❡ ❍✉ ❬✻✶❪ $♦♥6 ❞❡$ ❞❡$❝*✐♣6❡✉*$ ❞❡ ❢♦*♠❡ ❣❧♦❜❛✉① ❝❛✲

♣❛❜❧❡♥6 ❞❡ ❝❛*❛❝61*✐$❡* ❧❡$ ❢♦*♠❡$ ❝♦♠♣❧❡①❡$ ❡♥ ❛$$✉*❛♥6 ✉♥❡ ✐♥✈❛*✐❛♥❝❡ ♣❛* *❛♣♣♦*6 ❛✉①

6*❛♥$❢♦*♠❛6✐♦♥$ ❣1♦♠16*✐E✉❡$ ✭6*❛♥$❧❛6✐♦♥✱ *♦6❛6✐♦♥ ❡6 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥6 ❞✬1❝❤❡❧❧❡✮✳

▲❡$ ♠♦♠❡♥6$ ❞❡ ❩❡*♥✐❦❡ *❡♣*1$❡♥6❡♥6 ❧❡$ ♣*♦❥❡❝6✐♦♥$ ❞❡ ❢♦♥❝6✐♦♥$ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡$ ❝♦♠♣❧❡①❡$

❢♦*♠❛♥6 ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ♦*6❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡6 $✉* ❧❡ ❞✐$E✉❡ ✉♥✐6❛✐*❡ ❡♥ ❝♦*❞♦♥♥1❡$ ♣♦❧❛✐*❡$✳ ❊♥

❣1♥1*❛❧✱ ❧❡$ ❜❛$$❡$ ❢*1E✉❡♥❝❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ✐♠❛❣❡$ $♦♥6 ❡♥❝♦❞1❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ♠♦♠❡♥6$ ❞✬♦*❞*❡$ ✐♥❢1✲

*✐❡✉*$✳ ❉❛♥$ ❝❡ 6*❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉$ ♥♦✉$ $♦♠♠❡$ ❜❛$1$ $✉* ❞❡$ 16✉❞❡$ ❡①✐$6❛♥6❡$ ❬✻✸❪ ❬✻✹❪ ♠♦♥6*❛♥6

E✉❡ ❧❡$ ✶✷ ♣*❡♠✐❡*$ ♠♦♠❡♥6$ ❞❡ ❩❡*♥✐❦❡ $♦♥6 ❧❡$ ♣❧✉$ *♦❜✉$6❡$ ♣♦✉* ❝❛*❛❝61*✐$❡* ❧❛ ❢♦*♠❡✳

▲❡$ ♠♦♠❡♥6$ ❞❡ ❍✉ $♦♥6 ❝❛❧❝✉❧1$ W ♣❛*6✐* ❞❡$ ♠♦♠❡♥6$ ♥♦*♠❛❧✐$1$ ❥✉$E✉✬W ❧✬♦*❞*❡ ✸ ♣♦✉*

❝❛*❛❝61*✐$❡* ❧❡$ ✐♠❛❣❡$ ❞❡$ ♣❡*$♦♥♥❡$✳
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✷✳✸ ▼❡%✉'❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛'✐-. ♣'♦♣♦%.❡

▲❡$ ❤✐$'♦❣*❛♠♠❡$ *-❣✐♦♥❛✉① $♦♥' ❧❛*❣❡♠❡♥' ✉'✐❧✐$-$ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐''-*❛'✉*❡ ♣♦✉* ✐❞❡♥'✐✜❡* ❧❡$

♣❡*$♦♥♥❡$ ♣❛* ❧✬❛♣♣❛*❡♥❝❡ ❬✶✽❪ ❬✸✺❪ ❬✺✺❪✳ ■❧$ $♦♥' ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞❡ $✬❛❞❛♣'❡* > ❧❛ ♥❛'✉*❡ '*?$ ❛*✲

'✐❝✉❧-❡ ❞✉ ❝♦*♣$ ❤✉♠❛✐♥✳ ■❧$ $♦♥' ❛✉$$✐ *♦❜✉$'❡$ ❛✉① ♦❝❝✉❧'❛'✐♦♥$ ♣❛*'✐❡❧❧❡$ ❡' ❛✉① ❣*❛♥❞❡$

✈❛*✐❛'✐♦♥$ ❞❡ ♣♦$❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝♦♠♠❡ '♦✉' ❞❡$❝*✐♣'❡✉* ❞❡ ❝♦✉❧❡✉*✱ ❧❡$ ❤✐$'♦❣*❛♠♠❡$ *-❣✐♦✲

♥❛✉① *❡$'❡♥' $❡♥$✐❜❧❡$ ❛✉① ❢♦*'❡$ ✈❛*✐❛'✐♦♥$ ❞✬-❝❧❛✐*❛❣❡ ❡' ❝❡❝✐ ♠❛❧❣*- ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ -'❛♣❡

❞❡ ♥♦*♠❛❧✐$❛'✐♦♥✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❛❧♦*$ ❞-❝✐❞- ❞❡ ♣*♦♣♦$❡* ✉♥❡ ♠❡$✉*❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛*✐'- ❛❞❛♣'-❡ ❛✉①

❤✐$'♦❣*❛♠♠❡$ *-❣✐♦♥❛✉①✳ ❈❡''❡ ♠❡$✉*❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛*✐'- ✐♥'?❣*❡ ❧✬✐♥❢♦*♠❛'✐♦♥ ✐♥'*❛✲♣❡*$♦♥♥❡ ♣♦✉*

*-❞✉✐*❡ ❧✬✐♠♣❛❝' ❞❡$ ✈❛*✐❛'✐♦♥$ ❞✬-❝❧❛✐*❛❣❡ ❡' ❛$$✉*❡* ❛✐♥$✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❤❛$❡ ❞✬❛♣♣❛*✐❡♠❡♥'

❡♥'*❡ ♣❡*$♦♥♥❡$✳

▲❛ ♣*❡♠✐?*❡ -'❛♣❡ ❝♦♥$✐$'❡ > ❞✐✈✐$❡* ❤♦*✐③♦♥'❛❧❡♠❡♥' ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡*$♦♥♥❡ ❡♥ ✹ ❜❧♦❝$

-G✉✐❞✐$'❛♥'$ G✉✐ *❡$♣❡❝'❡♥' ❧❡$ *-❣✐♦♥$ ❞✬❛*'✐❝✉❧❛'✐♦♥ ❧❡$ ♣❧✉$ ✐♠♣♦*'❛♥'❡$ ❞✉ ❝♦*♣$ ❤✉♠❛✐♥ >

$❛✈♦✐* ❧❡$ -♣❛✉❧❡$✱ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ ❡' ❧❡$ ❣❡♥♦✉① ♣✉✐$ > ❝❛❧❝✉❧❡* ❧✬❤✐$'♦❣*❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* *-❣✐♦♥❛❧

❞❡ ❝❤❛G✉❡ ❜❧♦❝ ✭✜❣✉*❡ ✷✳✺✮✳ ❈❡''❡ ❞✐✈✐$✐♦♥ ♣❡*♠❡' ❞❡ *-✈-❧❡* ❧❛ ✈❛*✐❛❜✐❧✐'- ❞❡ ❧✬❛♣♣❛*❡♥❝❡ ❞❡$

❞✐✛-*❡♥'$ ❜❧♦❝$✳ L♦✉* ❝❤❛G✉❡ ♣❡*$♦♥♥❡✱ ❞❡✉① ✈❡❝'❡✉*$ $♦♥' ❝❛❧❝✉❧-$✳ ▲❡ ♣*❡♠✐❡* ✈❡❝'❡✉* ❞❡

'❛✐❧❧❡ ✻ ❝♦♥'✐❡♥' ❧❡$ ❞✐$'❛♥❝❡$ ❞❡ ❇❤❛''❛❝❤❛*②②❛ ❬✻✺❪ ✭-G✉❛'✐♦♥ ✷✳✻✮ ❡♥'*❡ ❧❡$ ❤✐$'♦❣*❛♠♠❡$ ❞❡

❝♦✉❧❡✉*$ ❞❡$ ✹ ❜❛♥❞❡$ ♣♦✉* ❧❛ ♠P♠❡ ♣❡*$♦♥♥❡✳ ■❧ *❡♣*-$❡♥'❡ ❧❛ ❞✐✛-*❡♥❝❡ ✐♥'*❛✲❝❧❛$$❡ ✭✜❣✉*❡

✷✳✺✳❛✮✳ ❯♥ $❡❝♦♥❞ ✈❡❝'❡✉* ❞❡ '❛✐❧❧❡ ✹ ❝♦♥'✐❡♥' ❧❡$ ❞✐$'❛♥❝❡$ ❞❡ ❇❤❛''❛❝❤❛*②②❛ ❡♥'*❡ ❞❡✉①

❤✐$'♦❣*❛♠♠❡$ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉*$ ❞❡ ❧❛ ♠P♠❡ ❜❛♥❞❡ ♣♦✉* ❞❡✉① ♣❡*$♦♥♥❡$ ❡' ❞❡✉① ♣♦$❡$ ❞✐✛-*❡♥'❡$✳

■❧ *❡♣*-$❡♥'❡ ❧❛ ❞✐✛-*❡♥❝❡ ✐♥'❡*✲❝❧❛$$❡$ ✭✜❣✉*❡ ✷✳✺✳❜✮✳ ▲✬✐♥❢♦*♠❛'✐♦♥ ✐♥'*❛ ❡' ✐♥'❡* ♣❡*$♦♥♥❡$

❡$' ❞❡$'✐♥-❡ > ❣-*❡* *❡$♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡$ ✈❛*✐❛'✐♦♥$ ❞✬-❝❧❛✐*❛❣❡ ❡' ❞❡ ♣♦$❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❉❡'❝)✐♣,❡✉) ♣)♦♣♦'/✳

▲❛ ♠❡'✉)❡ ❞❡ '✐♠✐❧❛)✐,/ ❡♥,)❡ ❞❡✉① '✐❧❤♦✉❡,,❡' ✭✶ ❡, ✷✮ ❞/♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦)♠❛,✐♦♥ ✐♥,)❛ ❡,

✐♥,❡) ♣❡)'♦♥♥❡'✳ ❊❧❧❡ ❡', ❝❛❧❝✉❧/❡ '❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ✷✳✺✳

Similarité = Winter [1− std (Vinter)] +Wintra [1− std (V 1intra − V 2intra)] ✭✷✳✺✮

Bhattacharyya =
Classes
∑

i=1

(

√

H1i ×H2i

)

✭✷✳✻✮

❛✈❡❝ Vinter ❡', ❧❡ ✈❡❝,❡✉) ✐♥,❡)✲♣❡)'♦♥♥❡'✱ V 1intra ❡, V 2intra '♦♥, ❧❡' ✈❡❝,❡✉)' ✐♥,)❛✲♣❡)'♦♥♥❡'✱

std ❡', ❧✬/❝❛), ,②♣❡✱ Winter ❡, Wintra )❡♣)/'❡♥,❡♥, )❡'♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❧❡' ♣♦✐❞' ❛''✐❣♥/' D ❧✬✐♥❢♦)✲

♠❛,✐♦♥ ✐♥,)❛ ❡, ✐♥,❡) ♣❡)'♦♥♥❡'✳

▲❛ ♠❡'✉)❡ ❞❡ '✐♠✐❧❛)✐,/ ♣)♦♣♦'/❡ ✭❢♦)♠✉❧❡ ✷✳✺✮ ♦✛)❡ ❧✬❛✈❛♥,❛❣❡ ❞❡ '✬❛❞❛♣,❡) D ♣❧✉'✐❡✉)'

❝♦♥,❡①,❡' ❡①♣/)✐♠❡♥,❛✉① ❡♥ ❢❛✐'❛♥, ✈❛)✐❡) ❧❡' ♣♦✐❞' Winter ❡, Wintra✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ '✐ ❧❡' ✈❛)✐❛,✐♦♥'

❞✬/❝❧❛✐)❛❣❡ '♦♥, ♣❧✉' ✐♠♣♦),❛♥,❡' F✉❡ ❧❡' ✈❛)✐❛,✐♦♥' ❞❡ ♣♦'❡ ❛❧♦)' Wintra ❞♦✐, G,)❡ '✉♣/)✐❡✉) D

Winter ❡, ✈✐❝❡✲✈❡)'❛✳ ❊,❛♥, ❞♦♥♥/ F✉❡ ♥♦✉' /,✉❞✐♦♥' '✐♠✉❧,❛♥/♠❡♥, ❧✬✐♠♣❛❝, ❞❡' ✈❛)✐❛,✐♦♥' ❞❡

♣♦'❡ ❡, ❞❡' ❝♦♥❞✐,✐♦♥' ❞✬/❝❧❛✐)❛❣❡✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❛,,)✐❜✉/ ❞❡' ♣♦✐❞' ✐❞❡♥,✐F✉❡' D ❧✬✐♥❢♦)♠❛,✐♦♥

✐♥,)❛ ❡, ✐♥,❡) ❞❛♥' ❧❡' ❞✐✛/)❡♥,' ,❡',' )/❛❧✐'/' '♦✐, Wintra = Winter = 0.5✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉' ❧✬❛✈♦♥' ✈✉ ❞❛♥' ❧❡ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶ ❝♦♥'❛❝)/ ❛✉① ❤✐',♦❣)❛♠♠❡' ❞❡ ❝♦✉❧❡✉)'✱
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♣❧✉$✐❡✉'$ ❡$♣❛❝❡$ ✭❘❱❇✱ ❍❙❱✱ ❨❈❜❈'✮ ❡5 ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ 9✉❛♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ✭✽✱ ✶✻✱ ✸✷✮ $❡'♦♥5 5❡$5@$✳

▲❡$ 5'❛♥$❢♦'♠❛5✐♦♥$ ❞❡$ ❡$♣❛❝❡$ ❝♦❧♦'✐♠@5'✐9✉❡$ $♦♥5 '@❛❧✐$@❡$ ♣❛' ❧❡$ @9✉❛5✐♦♥$ $✉✐✈❛♥5❡$ ✿

✕ ❉❡ ❘❱❇ H ❍❙❱ ✿

VHSV = max (R, V, B) ✭✷✳✼✮

SHSV =
[VHSV −min (R, V, B)]

VHSV

si VHSV 6= 0, 0 sinon

HHSV =



















V−B

6×SHSV

si VHSV = R

0.5 + (B−R)
6×SHSV

si VHSV = V

0.66 + (R−V )
6×SHSV

si VHSV = B

✕ ❉❡ ❘❱❇ H ❨❈❜❈'

Y = Arr

(

(77×R + 150× V + 29× B)

255

)

+ 16 ✭✷✳✽✮

Cb = Arr

(

(−44×R − 87× V + 131× B)

255

)

+ 128

Cr = Arr

(

(131×R − 110× V − 21× B)

255

)

+ 128

❛✈❡❝ ❆'' ✭①✮ ❡$5 ✉♥❡ ❢♦♥❝5✐♦♥ '❡5♦✉'♥❛♥5 ❧✬❡♥5✐❡' ❧❡ ♣❧✉$ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ①✳

✷✳✹ ❊$✉❞❡ ❝♦♠♣❛-❛$✐✈❡ ❡♥$-❡ ❧❡2 ❞❡2❝-✐♣$❡✉-2 ❞✬❛♣♣❛-❡♥❝❡

▲✬♦❜❥❡❝5✐❢ ❞❡ ❝❡55❡ $❡❝5✐♦♥ ❡$5 ❞❡ $@❧❡❝5✐♦♥♥❡' ❧❡$ ❞❡$❝'✐♣5❡✉'$ ❞✬❛♣♣❛'❡♥❝❡ ❧❡$ ♣❧✉$ '♦❜✉$5❡$

❡♥ 5❡'♠❡$ ❞✬✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ❞❡$ ♣❡'$♦♥♥❡$✳ O♦✉' ❝❡❧❛✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ '@❛❧✐$@ ❞❡✉① 5❡$5$✳ ▲❡ ♣'❡♠✐❡'

❡①♣❧♦✐5❡ ❧❛ ❜❛$❡ ❱■O❡❘ ♣♦✉' ❢❛✐'❡ ✉♥❡ $@❧❡❝5✐♦♥ $✉' ❧❡$ ❞❡$❝'✐♣5❡✉'$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦♥5❡①5❡ ❞✬✉♥❡ '@✲

✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥✳ ▲❡ $❡❝♦♥❞ 5❡$5 ❝♦♥$✐❞R'❡ ❧❡$ ❜❛$❡$ O❊❚❙✵✾ ❡5 ❈❱▲❆❇ ♣♦✉' ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ❝♦♠♣5❡

✉♥ ❝♦♥5❡①5❡ ❡①♣@'✐♠❡♥5❛❧ ♣❧✉$ ❧❛'❣❡✳ ❈❡ ❞❡✉①✐R♠❡ 5❡$5 ♥✬❡$5 ❛♣♣❧✐9✉@ 9✉✬❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉'$ ❞❡$✲

❝'✐♣5❡✉'$ ❞❡ ❝❤❛9✉❡ ❝❛5@❣♦'✐❡ ✐$$✉$ ❞✉ ♣'❡♠✐❡' 5❡$5✳
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✷✳✹✳✶ $❡&❢♦&♠❛♥❝❡- ❞❡- ❞❡-❝&✐♣1❡✉&- -✉& ❧❛ ❜❛-❡ ❱■$❡❘

❉❛♥% ❝❡((❡ %❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉% ♣./%❡♥(♦♥% ❧❛ ❜❛%❡ ❞✬✐♠❛❣❡% ❱■8❡❘ ❬✻✻❪✱ ♣✉✐% ❧❡ ♣.♦(♦❝♦❧❡ ❞✬/✈❛✲

❧✉❛(✐♦♥ ❞❡% ❞❡%❝.✐♣(❡✉.%✳ ❚♦✉% ❧❡% ./%✉❧(❛(% ♦❜(❡♥✉% %♦♥( ❛♥❛❧②%/% %♦✉% ❢♦.♠❡% ❞❡ ❝♦✉.❜❡%

✓❝✉♠✉❧❛(✐✈❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ❝❤❛.❛❝(❡.✐%(✐❝✔ ✭❈▼❈✮ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥% ❬✸✽❪ ❬✹✶❪✳

✷✳✹✳✶✳✶ ▲❛ ❜❛'❡ ❱■+❡❘

8♦✉. /✈❛❧✉❡. ❧❛ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛L✉❡ ❞❡%❝.✐♣(❡✉. ❡♥ (❡.♠❡% ❞❡ ./✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡%

♣❡.%♦♥♥❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉(✐❧✐%/ ❧❛ ❜❛%❡ ❱■8❡❘ ❬✻✻❪ L✉✐ ❝♦♥(✐❡♥( ✻✸✷ ♣❡.%♦♥♥❡% ♣❤♦(♦❣.❛♣❤✐/❡%

❝❤❛❝✉♥❡% %❡❧♦♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥(% ❞❡ ✈✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❣.❛♥❞❡% ✈❛.✐❛(✐♦♥% ❞✬/❝❧❛✐.❛❣❡ ❡♥(.❡ ❧❡% ❞❡✉①

❝❛♠/.❛%✳ ❚♦✉(❡% ❧❡% ✐♠❛❣❡% %♦♥( ♥♦.♠❛❧✐%/❡% ❡♥ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% %✉. ✉♥ .❡❝(❛♥❣❧❡ ❞❡ ✶✷✽ ✹✽ ♣✐①❡❧%✳

◗✉❡❧L✉❡% ♣❛✐.❡% ❞✬✐♠❛❣❡% ❞❡ ❧❛ ❜❛%❡ ❱■8❡❘ %♦♥( ✐❧❧✉%(./❡% ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✻✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ◗✉❡❧L✉❡% ❡①❡♠♣❧❡% ❞❡ ❧❛ ❜❛%❡ ❱■8❡❘ ✿ ❝❤❛L✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡%( ✉♥❡ ♣❛✐.❡ ❞✬✐♠❛❣❡

.❡♣./%❡♥(❛♥( ❧❛ ♠S♠❡ ♣❡.%♦♥♥❡✳

❆✜♥ ❞❡ ./❞✉✐.❡ ❧❡% ❢♦.(❡% ✈❛.✐❛(✐♦♥% ❞✬/❝❧❛✐.❛❣❡✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♦♣(/ ♣♦✉. ✉♥❡ /(❛♣❡ ❞❡ ♥♦.✲

♠❛❧✐%❛(✐♦♥ ❞❡% ❝♦✉❧❡✉.% ❛✈❛♥( ❞✬❡①(.❛✐.❡ ❧❡% ❞✐✛/.❡♥(% ❞❡%❝.✐♣(❡✉.% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉. ❡( ❞❡ (❡①(✉.❡✳

8❧✉%✐❡✉.% ♠/(❤♦❞❡% ❞❡ ♥♦.♠❛❧✐%❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉.% ♦♥( /(/ ♣.♦♣♦%/❡% ❞❛♥% ❧❛ ❧✐((/.❛(✉.❡✱ V %❛✲

✈♦✐. ●.❡②✇♦.❧❞ ❬✺✹❪✱ ❆✣♥❡ ❬✻✼❪✱ ❘❱❇✲.❛♥❣ ❬✻✽❪✱ ❈♦♦.❞♦♥♥/❡% ./❞✉✐(❡% ❬✻✾❪ ❡( ❈♦♠♣./❤❡♥%✐✈❡

❬✼✵❪✳ ❉❛♥% ❝❡ (.❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉% ♥♦✉% %♦♠♠❡% ❜❛%/% %✉. ❧✬/(✉❞❡ ❝♦♠♣❛.❛(✐✈❡ ./❛❧✐%/❡ ❞❛♥% ❬✺✸❪ L✉✐

♠♦♥(.❡ L✉❡ ❧❛ ♥♦.♠❛❧✐%❛(✐♦♥ ●.❡②✇♦.❧❞ ❡%( ❧❛ ♣❧✉% ❛❞❛♣(/❡✳ ❈❡((❡ ♥♦.♠❛❧✐%❛(✐♦♥ ❝♦♥%✐%(❡ V

❞✐✈✐%❡. ❧❡% ❝♦♦.❞♦♥♥/% ❘❱❇ ❞❡ ❝❤❛L✉❡ ♣✐①❡❧ ♣❛. ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥(❡ ❝♦..❡%♣♦♥❞❛♥(❡

✭/L✉❛(✐♦♥ ✷✳✾✮ ❝❛❧❝✉❧/❡ %✉. (♦✉(❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

R =
R

moyenne(R)
V =

V

moyenne(V )
B =

B

moyenne(B)
✭✷✳✾✮
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✷✳✹✳✶✳✷ $%♦'♦❝♦❧❡ ❞✬-✈❛❧✉❛'✐♦♥

▲❛ ♣❤❛&❡ ❞✬❡①+,❛❝+✐♦♥ ❞❡& ❞❡&❝,✐♣+❡✉,& ❡&+ ,2❛❧✐&2❡ &✉, ❝❤❛4✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❡,&♦♥♥❡ ❛✈❡❝

❞✐✛2,❡♥+& ♣❛,❛♠9+,❡&✳ ;♦✉, ❝❤❛4✉❡ ❝❛+2❣♦,✐❡ ❞❡ ❞❡&❝,✐♣+❡✉,& ✭❝♦✉❧❡✉,✱ +❡①+✉,❡ ❡+ ❢♦,♠❡✮✱ ❞✐❢✲

❢2,❡♥+❡& ❝♦♥✜❣✉,❛+✐♦♥& ♦♥+ 2+2 +❡&+2❡& ❡♥ ❢❛✐&❛♥+ ✈❛,✐❡, ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉, ❡+ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡

❝❧❛&&❡& ❞❡ 4✉❛♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ♣♦✉, ❧❡& ❞❡&❝,✐♣+❡✉,& ❞❡ ❝♦✉❧❡✉,& ♦✉ ♣♦✉, ❧❡& ❞❡&❝,✐♣+❡✉,& ❞❡ +❡①+✉,❡✱

❡+ ❡♥✜♥ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡& ❜❧♦❝& ♣♦✉, ❧❡ ❞❡&❝,✐♣+❡✉, ❍❖●✳ ▲❡ ♣,♦+♦❝♦❧❡ ❞❡ +❡&+ ❝♦♠♣❧❡+ ❡&+ ❞2❝,✐+

❞❛♥& ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ ❉✐✛2,❡♥+& ❝♦♥✜❣✉,❛+✐♦♥& +❡&+2❡& ♣♦✉, ❝❤❛4✉❡ ❞❡&❝,✐♣+❡✉, ❞✬❛♣♣❛,❡♥❝❡✳

❊♥ ❝♦♥&✐❞2,❛♥+ +♦✉+❡& ❧❡& ❝♦♥✜❣✉,❛+✐♦♥& ♣,2&❡♥+2❡& ❞❛♥& ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✱ ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡

✹✶ ✈❡❝+❡✉,& ❝❛,❛❝+2,✐&+✐4✉❡& &♦♥+ ❡①+,❛✐+& ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡& ✈❡❝+❡✉,& ❝❛,❛❝+2,✐&+✐4✉❡& ❝❛❧✲

❝✉❧2& &♦♥+ ♥♦,♠❛❧✐&2& ❡♥ ❞✐✈✐&❛♥+ ♣❛, ❧❛ &♦♠♠❡ ❞✉ ✈❡❝+❡✉, ❞❛♥& ❧❡ ❜✉+ ❞✬❛✈♦✐, ❞❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡

&✐♠✐❧❛,✐+2 ❡♥+,❡ ✵ ❡+ ✶✳ ▲❛ ♠❡&✉,❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐+2 ✐♥+❡,✲✐♠❛❣❡& ❛♣♣❧✐4✉2❡ ♣♦✉, ❧❡& ❞❡&❝,✐♣+❡✉,&

❞❡ ❧❛ ❧✐++2,❛+✉,❡ ❡&+ ✶✲ ❧❛ ❞✐&+❛♥❝❡ ❞❡ ❇❤❛++❛❝❤❛,②②❛ ❬✻✺❪✱ ❛❧♦,& 4✉❡ ♣♦✉, ❧❡& ❤✐&+♦❣,❛♠♠❡&

,2❣✐♦♥❛✉①✱ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐+2 ❡&+ ❝❡❧❧❡ ♣,2&❡♥+2❡ ❞❛♥& ❧✬24✉❛+✐♦♥ ✷✳✺✳ ■❧ ❡&+ R ♥♦+❡, 4✉❡

❧❛ ❞✐&+❛♥❝❡ ❞❡ ❇❤❛++❛❝❤❛,②②❛ ❡①♣,✐♠❡ ❧❛ ❞✐✛2,❡♥❝❡ ❡+ 4✉❡ ✶✲ ❧❛ ❞✐&+❛♥❝❡ ❞❡ ❇❤❛++❛❝❤❛,②②❛

,❡♣,2&❡♥+❡ ❧❛ &✐♠✐❧❛,✐+2✳ ;♦✉, ,2❞✉✐,❡ ❧❡ +❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✉+✐❧✐&2 ❞❛♥& ❝❡ +❡&+ 4✉❡

❧❛ ♠♦✐+✐2 ❞❡ ❧❛ ❜❛&❡ ❱■;❡❘ &♦✐+ ✸✶✻ ♣❛✐,❡& ❞❡ ♣✐2+♦♥& +✐,2❡& ❛✉ ❤❛&❛,❞✳ ❆✉ +♦+❛❧✱ ✹✶ ✸✶✻

2

♠❡&✉,❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐+2 ♦♥+ 2+2 ❝❛❧❝✉❧2❡& ♣♦✉, ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡& ❞❡&❝,✐♣+❡✉,&✳
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▲❡$ %&$✉❧)❛)$ $♦♥) ♣%&$❡♥)&$ $♦✉$ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞❡ ❝♦✉%❜❡$ ❞❡ ♣%&❝✐$✐♦♥ ❈▼❈✱ ❧❛%❣❡♠❡♥) ✉)✐✲

❧✐$&❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐))&%❛)✉%❡ ♣♦✉% &✈❛❧✉❡% ❧❛ %&✲✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ❬✸✽❪❬✹✶❪✳ ❊❧❧❡$ ❝❛❧❝✉❧❡♥) ❧❡ )❛✉① ❞❡

❜♦♥♥❡$ ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥$ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ %❛♥❣ ❞✬❛♣♣❛%✐)✐♦♥ ❞❡$ ❡①❡♠♣❧❡$ ❞✬❛♣♣%❡♥)✐$$❛❣❡ ♣❛% %❛♣✲

♣♦%) ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡$ ❞❡ )❡$)✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ )❡$) ❡$) ❝♦%%❡❝)❡♠❡♥) ❝❧❛$$&❡ E ❧✬♦%❞%❡ ✶ ❧♦%$F✉❡ $❛

$✐♠✐❧❛%✐)& ❡$) ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣%❡♥)✐$$❛❣❡ ❞❡ ♠G♠❡ ✐❞❡♥)✐)&✳

H♦✉% ❝❡❧❛✱ ❧❡$ ♠❡$✉%❡$ ❞❡ $✐♠✐❧❛%✐)& %❡❧❛)✐✈❡$ E ❝❤❛F✉❡ ❝♦♥✜❣✉%❛)✐♦♥ $♦♥) $)♦❝❦&❡$ ❞❛♥$

✉♥❡ ♠❛)%✐❝❡ ✭❉✮ ❞❡ )❛✐❧❧❡ ✸✶✻ ✸✶✻ ✭❧❡$ ✸✶✻ ✐♠❛❣❡$ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠&%❛ ✶ $♦♥) ♣❧❛❝&❡$ ❡♥ ❧✐❣♥❡$

❡) ❧❡$ ✸✶✻ ✐♠❛❣❡$ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠&%❛ ✷ $♦♥) ♣❧❛❝&❡$ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡$✮✳ ▲❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ %❡♣%&$❡♥)❡ ❧❛

$✐♠✐❧❛%✐)& ❡♥)%❡ ✉♥❡ ♣❛✐%❡ ❞✬✐♠❛❣❡$ ❝♦%%❡$♣♦♥❞❛♥) E ✉♥❡ ♠G♠❡ ♣❡%$♦♥♥❡ ❡) ❞❡✈%❛✐) ❝♦♥)❡♥✐%

❧❡$ $✐♠✐❧❛%✐)&$ ♠❛①✐♠❛❧❡$ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❧✐❣♥❡✳ H♦✉% ❝❤❛F✉❡ ❧✐❣♥❡ ✭✐✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ ✭❉✮✱ ❞✭✐✮

%❡♣%&$❡♥)❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛♣♣❛%✐❡♠❡♥)$ ❛②❛♥) ✉♥❡ $✐♠✐❧❛%✐)& $✉♣&%✐❡✉%❡ E ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ H♦✉% ✉♥

%❛♥❣ ♥ ❞♦♥♥&✱ ❧❡ )❛✉① ❞❡ %❡❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡ ❚❘✱ ♥♦%♠❛❧✐$& ❡♥)%❡ ✵ ❡) ✶✱ ❡$) ❧❡ %❛♣♣♦%) ❡♥)%❡ ❧❡

♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡$ ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥$ ✭F✉❛♥❞ d(i) ≤ n✮ ❡) ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡

$✐♠✐❧❛%✐)& ✭❉✮ ✭&F✉❛)✐♦♥ ✷✳✶✵✮✳

TR =

∑
N

i=1
[d(i) ≤ n]

N
✭✷✳✶✵✮

▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✼ ✐❧❧✉$)%❡ ❧❡$ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡$ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❞❡$❝%✐♣)❡✉% ❡♥ ❢❛✐$❛♥) ✈❛%✐❡% ❧❡$ ♣❛%❛✲

♠Q)%❡$ ❞&❝%✐)$ ❞❛♥$ ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳ ▲❡ ❞❡$❝%✐♣)❡✉% ❧❡ ♣❧✉$ %♦❜✉$)❡ ❡$) ❝❡❧✉✐ F✉✐ ♣%&$❡♥)❡ ✉♥❡

❝♦✉%❜❡ ❈▼❈ $❡ %❛♣♣%♦❝❤❛♥) ❧❡ ♣❧✉$ %❛♣✐❞❡♠❡♥) ❞❡ ✶ ❞Q$ ❧❡$ ♣%❡♠✐❡%$ %❛♥❣$ ✭❝♦✐♥ ❤❛✉)✲

❣❛✉❝❤❡✮✳
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✷✳✹✳✶✳✸ ❆♥❛❧②*❡ ❞❡* -❡.❢♦.♠❛♥❝❡* ❡3 ✐♥3❡.♣.63❛3✐♦♥ ❞❡* .6*✉❧3❛3*

"♦✉% ❧❡( ❤✐(+♦❣%❛♠♠❡( ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❡+ ❧❡( (♣❛+✐♦❣%❛♠♠❡( ✭❋✐❣✉%❡ ✷✳✼ ✭❛✮ ❡+ ✭❜✮✮✱ ♥♦✉( ♣♦✉✲

✈♦♥( ❝♦♥(+❛+❡% =✉❡ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❝♦❧♦%✐♠?+%✐=✉❡ ❛✐♥(✐ =✉❡ ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ =✉❛♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ❛✛❡❝+❡♥+ ♣❡✉

❧❡( +❛✉① ❞❡ %❡❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡( ❞❡✉① ❞❡(❝%✐♣+❡✉%( (♦♥+ ✐♥✈❛%✐❛♥+( D ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%

✉+✐❧✐(? ♣✉✐(=✉✬✐❧( %❡♣%?(❡♥+❡♥+ ❧❛ ❞✐(+%✐❜✉+✐♦♥ ❞❡( ✐♥+❡♥(✐+?( ❞❛♥( ❧✬✐♥+?❣%❛❧✐+? ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❞❡(✲

❝%✐♣+❡✉%( ❣❧♦❜❛✉①✮✳ ❈❡❧❛ %?❞✉✐+ ❝♦♥(✐❞?%❛❜❧❡♠❡♥+ ❧✬✐♠♣❛❝+ ❞❡( ✈❛%✐❛+✐♦♥( ❞✬✐♥+❡♥(✐+? ❧♦❝❛❧❡(

❞❛♥( ❧❡( ✐♠❛❣❡( ❞❡( ♣✐?+♦♥( ❡+ ♣❛% ❝♦♥(?=✉❡♥+ ♥♦✉( ♦❜+❡♥♦♥( ❞❡( ❤✐(+♦❣%❛♠♠❡( ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%(

+%F( (✐♠✐❧❛✐%❡( ♣♦✉% ❧❛ ♠G♠❡ ♣❡%(♦♥♥❡ =✉❡❧=✉❡ (♦✐+ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❝❤♦✐(✐ ✭❘❱❇ ✱ ❨❈❜❈%

♦✉ ❍❙❱✮✳ ❈❡( ❞❡(❝%✐♣+❡✉%( (♦♥+ ?❣❛❧❡♠❡♥+ ✐♥✈❛%✐❛♥+( D ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ =✉❛♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ✽✱

✶✻ ♦✉ ✸✷ ❝❧❛((❡( ❞✬✐♥+❡♥(✐+?✮ ❝❛% ❧❡( ❝♦✉❧❡✉%( ♣♦%+?❡( ♣❛% ✉♥❡ ♣❡%(♦♥♥❡ (♦♥+ ❣?♥?%❛❧❡♠❡♥+

❤♦♠♦❣F♥❡( ❡+ ✉♥✐❢♦%♠❡(✳

❚♦✉+❡❢♦✐(✱ ❧❡( ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡( ❞❡( ❤✐(+♦❣%❛♠♠❡( %?❣✐♦♥❛✉① ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡(✉%❡ ❞❡ (✐♠✐❧❛%✐+? ♣%♦✲

♣♦(?❡ ✭✜❣✉%❡ ✷✳✼ ✭❝✮✮ ❡♥ ✉+✐❧✐(❛♥+ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❍❙❱ (♦♥+ ✐♥❢?%✐❡✉%❡( D ❝❡❧❧❡( ♦❜+❡♥✉❡(

❛✈❡❝ ❧❡( ❡(♣❛❝❡( ❘❱❇ ♦✉ ❨❈❜❈%✳ ▲❛ ❣%❛♥❞❡ ✈❛%✐❛❜✐❧✐+? ❞❡ ❧❛ ❞✐(+%✐❜✉+✐♦♥ ❞✬✐♥+❡♥(✐+? ❞❛♥( ❝❡+

❡(♣❛❝❡ ❝♦❧♦%✐♠?+%✐=✉❡ ✭?=✉❛+✐♦♥ ✷✳✼✮ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❧❛ ❞✐✛?%❡♥❝❡ ❡♥+%❡ ❧❡( ❤✐(+♦❣%❛♠♠❡( %?❣✐♦♥❛✉①

❞❡ ❧❛ ♠G♠❡ ♣❡%(♦♥♥❡✳

▲❡ ❣%❛♣❤❡ ✭❞✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✼ ♠♦♥+%❡ =✉❡ ❧❡( ♠❛+%✐❝❡( ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉%%❡♥❝❡( (♦♥+ ❧❡( ♣❧✉( ❛❞❛♣✲

+?❡( D ❧✬✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡( ♣❡%(♦♥♥❡( ❝❛% ❡❧❧❡( ♣%❡♥♥❡♥+ ❡♥ ❝♦♥(✐❞?%❛+✐♦♥ +♦✉+❡( ❧❡( ❞✐%❡❝+✐♦♥(

✭❤♦%✐③♦♥+❛❧❡✱ ✈❡%+✐❝❛❧❡ ❡+ ❞❡✉① ❞✐❛❣♦♥❛❧❡(✮✳ ▲❡( ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡( ❞❡( ✜❧+%❡( ❙❝❤♠✐❞ ❡+ ●❛❜♦% (♦♥+

❧?❣F%❡♠❡♥+ ✐♥❢?%✐❡✉%❡( ❝❛% ✐❧( ❡①♣❧♦✐+❡♥+ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ %?❞✉✐+ ❞❡ ✜❧+%❡( ❛✜♥ ❞✬❛((✉%❡% ✉♥ ❜♦♥

❝♦♠♣%♦♠✐( ❡✣❝❛❝✐+?✴+❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ ❣%❛♣❤❡ ✭❡✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✼✱ ♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❝♦♥(+❛+❡% =✉❡ ❧❡( ❞❡(❝%✐♣+❡✉%( ❞❡ ❢♦%♠❡

(♦♥+ ❧❡( ♠♦✐♥( ♣❡%❢♦%♠❛♥+( ?+❛♥+ ❞♦♥♥? ❧❡( ❢♦%+❡( ✈❛%✐❛+✐♦♥( ❞❡ ♣♦(❡ ❡①✐(+❛♥+❡( ❞❛♥( ❧❛ ❜❛(❡

❱■"❡❘✳ ■❧ ❡(+ D ♥♦+❡% ❛✉((✐ =✉❡ ❧❡ ❞❡(❝%✐♣+❡✉% ❍❖● ❡(+ ❧?❣F%❡♠❡♥+ ♣❧✉( ♣❡%❢♦%♠❛♥+ ❝♦♠♣❛%?

❛✉① ♠♦♠❡♥+( ❞❡ ❩❡%♥✐❦❡ ❡+ ❞❡ ❍✉✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡%+❛✐♥( ❜❧♦❝( ❞❛♥( ❧❡( (✐❧❤♦✉❡++❡( ❞❡( ♣❡%(♦♥♥❡(

♣❡✉✈❡♥+ ❣❛%❞❡% ❧❛ ♠G♠❡ ❢♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♥+♦✉%✱ ❡+ ❝❡❝✐ ♠❛❧❣%? ❞❡( ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+( ❞❡ ♣♦(❡ ✭✜❣✉%❡

✷✳✽✮✳ ◆♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❝♦♥❝❧✉%❡ ❛❧♦%( =✉❡ ❧❡( ❞❡(❝%✐♣+❡✉%( ❞❡ ❢♦%♠❡ ❧♦❝❛✉① ♦✉ %?❣✐♦♥❛✉① ✭+❡❧ =✉❡

❍❖●✮ (♦♥+ ❧❡( ♣❧✉( ❛❞❛♣+?❡( ♣♦✉% ✐❞❡♥+✐✜❡% ❧❡( ♣❡%(♦♥♥❡( ❡♥ ♠✉❧+✐✲❝❛♠?%❛ ❝♦♠♣❛%?( ❛✉①

❞❡(❝%✐♣+❡✉%( ❞❡ ❢♦%♠❡ ❣❧♦❜❛✉①✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ✭❛✮ ✐♠❛❣❡- ♦/✐❣✐♥❛❧❡- ❞❡ ❧❛ ♠3♠❡ ♣❡/-♦♥♥❡✱ ✭❜✮ 7✉❡❧7✉❡- ❜❧♦❝- ❛②❛♥; ❞❡-

❝♦♥;♦✉/- -✐♠✐❧❛✐/❡- ♠❛❧❣/< ❧❛ ❣/❛♥❞❡ ✈❛/✐❛;✐♦♥ ❞❡ ♣♦-❡✳

❖♥ ♣❡✉; ♥♦;❡/ -✉/ ❧❡ ❣/❛♣❤❡ ✭❢✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✷✳✼ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦/;❡♠❡♥; ❞❡- ❤✐-;♦❣/❛♠♠❡-

/<❣✐♦♥❛✉① ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡-✉/❡ ❞❡ -✐♠✐❧❛/✐;< ♣/♦♣♦-<❡✱ ❞♦♥; ❧❡- ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡- ❧❡- ♣❧❛❝❡♥; ❡♥ -❡❝♦♥❞❡

♣♦-✐;✐♦♥ ❥✉-;❡ ❛♣/E- ❧❡- -♣❛;✐♦❣/❛♠♠❡-✳

✷✳✹✳✷ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡, ❞❡, ❞❡,❝%✐♣0❡✉%, ,✉% ❧❡, ❜❛,❡, #❊❚❙✵✾ ❡0 ❈❱✲

▲❆❇

❉❛♥- ❝❡;;❡ -❡❝;✐♦♥✱ ♥♦✉- ♣/<-❡♥;♦♥- ❧❡- ❞❡✉① ❜❛-❡- ❞❡ ♣✐<;♦♥- ✉;✐❧✐-<❡- ♣♦✉/ ;❡-;❡/ ❧❛

/♦❜✉-;❡--❡ ❞❡- ♠❡✐❧❧❡✉/- ❞❡-❝/✐♣;❡✉/- ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥;- ❞❡ ♣♦-❡ ❡; ❝♦♥❞✐;✐♦♥- ❞✬<❝❧❛✐/❛❣❡ ✭❘<✲

✐❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥✮✱ ♠❛✐- <❣❛❧❡♠❡♥; ❧❡✉/- ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡- ♣♦✉/ ❧❡ -✉✐✈✐ ❞❡- ♣❡/-♦♥♥❡- ♣❛/ ✉♥❡ ♠3♠❡

❝❛♠</❛✳ ▲❡- ❞❡-❝/✐♣;❡✉/- /❡;❡♥✉- ✭✜❣✉/❡ ✷✳✼ ❣/❛♣❤❡ ✭❢✮✮ -♦♥; ❧❡- ❤✐-;♦❣/❛♠♠❡- ❞❡ ❝♦✉❧❡✉/-

✭❨❈❜❈/✱ ✽ ❝❧❛--❡-✮✱ ❧❡- -♣❛;✐♦❣/❛♠♠❡- ✭❍❙❱✱ ✶✻ ❝❧❛--❡-✮✱ ❧❡- ❤✐-;♦❣/❛♠♠❡- /<❣✐♦♥❛✉① ✭❘❱❇✱

✶✻ ❝❧❛--❡-✮✱ ❧❛ ♠❛;/✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉//❡♥❝❡- ✭✸✷ ❝❧❛--❡-✮ ❡; ❧❡- ❤✐-;♦❣/❛♠♠❡- ❞❡ ❣/❛❞✐❡♥;- ♦/✐❡♥;<-

✭✶✻ ❝❡❧❧✉❧❡-✮✳
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✷✳✹✳✷✳✶ ▲❡& ❜❛&❡& )❊❚❙✵✾ ❡/ ❈❱▲❆❇

"♦✉% &✈❛❧✉❡% +✐♠✉❧.❛♥&♠❡♥. ❧❡+ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡+ ❞❡+ ❞❡+❝%✐♣.❡✉%+ %❡.❡♥✉+ ❡♥ .❡%♠❡+ ❞❡ +✉✐✈✐

♠♦♥♦✲❝❛♠&%❛ ❡. ❞❡ %&✲✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡+ ♣❡%+♦♥♥❡+ ❡♥ ♠✉❧.✐✲✈✉❡+✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉.✐❧✐+& ❧❡+ ❞❡✉①

❜❛+❡+ ❞❡ ♣✐&.♦♥+ "❊❚❙✷✵✵✾ ❬✼✶❪ ❡. ❈❱▲❆❇ ❬✼✷❪✳ ❈❡+ ❞❡✉① ❜❛+❡+ ❝♦♥.✐❡♥♥❡♥. ♣❧✉+✐❡✉%+ +&✲

H✉❡♥❝❡+ ❞❡ ♣❡%+♦♥♥❡+ ✜❧♠&❡+ ♣❛% ❞✐✛&%❡♥.❡+ ❝❛♠&%❛+✳ ❉❡✉① +&H✉❡♥❝❡+ ✜❧♠&❡+ ♣❛% ✸ ❝❛♠&%❛+

❞✐✛&%❡♥.❡+ ❡. ❡①.%❛✐.❡+ ❝❤❛❝✉♥❡ L ♣❛%.✐% ❞✬✉♥❡ ❜❛+❡ +♦♥. ♣%&+❡♥.&❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ ✜❣✉%❡+ ✷✳✾ ❡. ✷✳✶✵✳

❊❧❧❡+ ✐♥.O❣%❡♥. ❞❡+ ❣%❛♥❞❡+ ✈❛%✐❛.✐♦♥+ ❞❡ ♣♦+❡✱ ❞❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ❞✬&❝❧❛✐%❛❣❡✱ ❞✬&❝❤❡❧❧❡✱ ❞❡+ ♦❝❝✉❧✲

.❛.✐♦♥+ ♣❛%.✐❡❧❧❡+ ✐♠♣♦%.❛♥.❡+ ♠❛✐+ &❣❛❧❡♠❡♥. ✉♥❡ %❡++❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛%❡♥❝❡ ❞❡+ ♣❡%+♦♥♥❡+✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❊①.%❛✐. ❞❡ ❧❛ ❜❛+❡ "❊❚❙✵✾✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊①()❛✐( ❞❡ ❧❛ ❜❛0❡ ❈❱▲❆❇✳

✷✳✹✳✷✳✷ ❊①%&❛❝%✐♦♥ ❞❡. .✐❧❤♦✉❡%%❡.

❆✈❛♥( ❞✬9✈❛❧✉❡) ❧❡0 ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡0 ❞❡0 ❞❡0❝)✐♣(❡✉)0✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ♣)♦❝9❞9 A ✉♥❡ 9(❛♣❡ ❞✬❡①✲

()❛❝(✐♦♥ ❞❡0 0✐❧❤♦✉❡((❡0✳ ❈❡0 ❞❡✉① ❜❛0❡0 D❊❚❙✵✾ ❡( ❈❱▲❆❇ ✐♥(H❣)❡♥( ♣❧✉0✐❡✉)0 ✈✐❞9♦0 ♦J ❧❡0

♣✐9(♦♥0 0♦♥( ❧❡0 0❡✉❧0 ♦❜❥❡(0 ♠♦❜✐❧❡0 ❞❛♥0 ❧❛ 0❝H♥❡ ❡( ✐❧0 0♦♥( (♦✉❥♦✉)0 ❡♥ ♣♦0✐(✐♦♥ ❞❡❜♦✉(✳

❆✜♥ ❞❡ ❞9(❡❝(❡) ❧❡0 ♣❡)0♦♥♥❡0✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❝❤♦✐0✐ ❞✬9❧✐♠✐♥❡) ❧✬❛))H)❡ ♣❧❛♥ ✜①❡✳ ▲❡ ♣)♦❝❡00✉0

❝♦♠♣❧❡( ❞❡ ❧♦❝❛❧✐0❛(✐♦♥ ❞❡0 ♣❡)0♦♥♥❡0 ❡0( ❝♦♠♣♦09 ❞❡0 9(❛♣❡0 0✉✐✈❛♥(❡0 ✿

❊❧✐♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&&✐4&❡ ♣❧❛♥ ◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ❛♣♣❧✐O✉9 ❧❛ ♠9(❤♦❞❡ ♣)♦♣♦09❡ ♣❛) ❑❡❧❧② ❡( ❛❧✳

❬✼✸❪ O✉✐ ❞9♠♦♥()❡♥( O✉✬❡❧❧❡ ❡0( ♣❧✉0 ♣❡)❢♦)♠❛♥(❡ O✉❡ ❧❡ ♠9❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉00✐❡♥♥❡0 ♦✉ ❧❛ ❞✐✛9)❡♥❝❡

❞✬✐♠❛❣❡0✳ ❈❡((❡ ♠9(❤♦❞❡ ❝♦♥0()✉✐( ✉♥ ♠♦❞H❧❡ ❞✬❛))✐H)❡ ♣❧❛♥ ♦J ❝❤❛O✉❡ ♣✐①❡❧ ❡0( )❡♣)90❡♥(9

♣❛) N ❝♦✉❧❡✉)0 O✉✐ 0♦♥( ✐(9)❛(✐✈❡♠❡♥( ♠✐0❡0 A ❥♦✉) 0❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢)9O✉❡♥❝❡ F ❡♥ 0❡ )9❢9)❛♥( ❛✉①

✸ ✐♠❛❣❡0 ❞❡ ❞✐✛9)❡♥❝❡0 ❧❡0 ♣❧✉0 )9❝❡♥(❡0✳ ❯♥ ♣✐①❡❧ ❡0( ❝♦♥0✐❞9)9 ❝♦♠♠❡ ❢❛✐0❛♥( ♣❛)(✐❡ ❞❡

❧✬❛))✐H)❡✲♣❧❛♥ 0✐ ❧✬9❝❛)( ❞✬✉♥❡ ❞❡ 0❡0 ❝♦♠♣♦0❛♥(❡0 A ❧✬❛))✐H)❡✲♣❧❛♥ ❡0( ✐♥❢9)✐❡✉) A ✉♥ 0❡✉✐❧ T ✳

D♦✉) ✐♥✐(✐❛❧✐0❡) ❧✬❛❧❣♦)✐(❤♠❡✱ ✉♥ ♣❛)❛♠H()❡ P ♣)9❝✐0❡ ❧❡ ♣♦✉)❝❡♥(❛❣❡ ❞❡ ♣✐①❡❧0 ❞❡ ❧✬❛))✐H)❡ ♣❧❛♥

♣❛) )❛♣♣♦)( A ❧❛ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❙✉) ❧❛ ❜❛0❡ ❞❡ ♥♦0 ♦❜0❡)✈❛(✐♦♥0 ❡①♣9)✐♠❡♥(❛❧❡0✱ ♥♦✉0
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❛✈♦♥& ❝❤♦✐&✐ ❞❡ ✜①❡. ❧❡& ♣❛.❛♠23.❡& N, F, T, P  ❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% * ✺✱ ✵✳✾✾✱ ✷✵ ❡' ✵✳✽✺✳

❊%❛♥% ❞♦♥♥0 1✉❡ ❧❡" ✈❛ ✐❛%✐♦♥" ❞✬0❝❧❛✐ ❛❣❡ ❡% ❞❡" ♦♠❜ ❡" "♦♥% ❛""❡③ ❢ 01✉❡♥%❡" ❞❛♥" ❧❡"

✈✐❞0♦" ✜❧♠0❡" ❡♥ ❡①%0 ✐❡✉ ✱ ❑❡❧❧② ❡% ❛❧✳ ❬✼✸❪ ♣ ♦♣♦"❡♥% ❞❡ ✜❧% ❡ ❧❡" ♣✐①❡❧" ❞0%❡❝%0" "✉ ❧❡"

♦❜❥❡%" ♠♦❜✐❧❡" ♣❛ ✉♥ "❡✉✐❧❧❛❣❡ "❡❧♦♥ ❧✬01✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✶✳

D = C ×Dist+ |log

(

VAP

VActuel

)

| ✭✷✳✶✶✮

♦G C = 18 ❡"% ✉♥❡ ❝♦♥"%❛♥%❡ ❞0✜♥✐❡ ❡①♣0 ✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% ❞❛♥" ❬✼✸❪✱ Dist ❡"% ❧❛ ❞✐"%❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐✲

❞✐❡♥♥❡ ❡♥% ❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝♦✉ ❛♥% ❡% ❧❡ ♣✐①❡❧ ❞✬❛  ✐I ❡✲♣❧❛♥ ❧❡ ♣❧✉" ❢ 01✉❡♥%✱ VAP ❡"% ❧❛ ❧✉♠✐♥♦"✐%0

❞❡ ❧✬❛  ✐I ❡✲♣❧❛♥ ❡% VActuel ❡"% ❧❛ ❧✉♠✐♥♦"✐%0 ❞✉ ♣✐①❡❧ ❝♦✉ ❛♥%✳ ❙✐ D ≤ 0.5✱ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❡"% ❝♦♥"✐❞0 0

❝♦♠♠❡ ♠❛ 1✉0 ♣❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞✬0❝❧❛✐ ❛❣❡ ✭♦♠❜ ❡✴❧✉♠✐I ❡✮ ❡% ♣❛ ❝♦♥"01✉❡♥❝❡ ✐❧ "❡ ❛

0❧✐♠✐♥0 ❞❡ ❧✬❛✈❛♥% ♣❧❛♥✳ ▲❛ ✜❣✉ ❡ ✷✳✶✶ ✐❧❧✉"% ❡ ❧❡" ✐♠❛❣❡" ♦ ✐❣✐♥❛❧❡" ❛✐♥"✐ 1✉❡ ❧❡"  0"✉❧%❛%"

❞✬❡①% ❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛  ✐I ❡ ♣❧❛♥  ❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ♣♦✉ ❧❡" ❞❡✉① ❜❛"❡" ✉%✐❧✐"0❡"✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡" ❞✬❡①% ❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛  ✐I ❡ ♣❧❛♥ ✿ ✭❛✮ ❜❛"❡ P❊❚❙✵✾ ❡% ✭❜✮ ❈❱❆▲❆❇✳

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡+ ♦♣,-❛&❡✉-+ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐2✉❡+ ❈♦♠♠❡ ❧❡" "✐❧❤♦✉❡%%❡" ❛✐♥"✐ ♦❜%❡♥✉❡"

"♦♥% ✐♥❝♦♠♣❧I%❡" ❡% % ♦✉0❡" ✭✜❣✉ ❡ ✷✳✶✶✮✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❛♣♣❧✐1✉0 ❞❡" ♦♣0 ❛%❡✉ " ♠♦ ♣❤♦❧♦❣✐1✉❡" ✿
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❞✐❧❛&❛&✐♦♥ ♣✉✐+ ,-♦+✐♦♥ ✭❢❡-♠❡&✉-❡✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧&-❡ ❞❡ &❛✐❧❧❡ ✾ ✾ ♣✐①❡❧+ +✉- ❧❡+ ✐♠❛❣❡+ ❜✐♥❛✐-❡+✳

▲❡ -,+✉❧&❛& ❡+& ♣-,+❡♥&, ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✷✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ❘,+✉❧&❛& ❞❡+ ♦♣,-❛&❡✉-+ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐@✉❡+ ❛♣♣❧✐@✉,+ +✉- ❧❡+ ♠A♠❡+ ✐♠❛❣❡+ @✉❡

❝❡❧❧❡+ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✶✳

❉!"❡❝"✐♦♥ ❞❡) ♣❡+)♦♥♥❡) ❉❛♥+ ❧❡+ ❞❡✉① ❜❛+❡+ C❊❚❙✵✾ ❡& ❈❱▲❆❇✱ ❧❡+ ♣❡-+♦♥♥❡+ ✜❧♠,❡+

+♦♥& &♦✉❥♦✉-+ ❡♥ ♣♦+✐&✐♦♥ ❞❡❜♦✉&✳ C♦✉- ❝❡&&❡ -❛✐+♦♥✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❛❞♦♣&, ✉♥❡ -O❣❧❡ ♠♦-♣❤♦❧♦✲

❣✐@✉❡ +✐♠♣❧❡ ♣♦✉- ❧❡+ ❞,&❡❝&❡- ✿ ✉♥❡ -,❣✐♦♥ ❛♣♣❛-&❡♥❛♥& R ❧✬❛✈❛♥& ♣❧❛♥ ❞♦♥& ❧❛ ❤❛✉&❡✉- ❡+&

+✉♣,-✐❡✉-❡ ❛✉ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ +❛ ❧❛-❣❡✉- ❡+& ❝♦♥+✐❞,-,❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣✐,&♦♥✳

◆♦+♠❛❧✐)❛"✐♦♥ )♣❛"✐❛❧❡ ❡" ❝♦❧♦+✐♠!"+✐0✉❡ ▲❛ ❞❡-♥✐O-❡ ,&❛♣❡ ❞❡ ♣-,&-❛✐&❡♠❡♥& ❝♦♥+✐+&❡

R ❡✛❡❝&✉❡- ✉♥❡ ♥♦-♠❛❧✐+❛&✐♦♥ +♣❛&✐❛❧❡ ❞❡+ +✐❧❤♦✉❡&&❡+ ♣♦✉- ♣❛❧✐❡- ❛✉① ✈❛-✐❛&✐♦♥+ ❞✬,❝❤❡❧❧❡✱

❛✐♥+✐ @✉✬✉♥❡ ♥♦-♠❛❧✐+❛&✐♦♥ ❞❡+ ❝♦✉❧❡✉-+ ♣♦✉- ❛++✉-❡- ✉♥❡ ✐♥✈❛-✐❛♥❝❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥&+

❞✬,❝❧❛✐-❛❣❡✳ ▲❛ ♥♦-♠❛❧✐+❛&✐♦♥ +♣❛&✐❛❧❡ ❞❡+ +✐❧❤♦✉❡&&❡+ ❡♥ ✶✷✽ ✹✽ ♣✐①❡❧+ ❡+& -,❛❧✐+,❡ ♣❛- ✉♥❡

✐♥&❡-♣♦❧❛&✐♦♥ ❜✐❝✉❜✐@✉❡✳ ❆❧♦-+ @✉❡ ❧❛ ♥♦-♠❛❧✐+❛&✐♦♥ ❞❡+ ❝♦✉❧❡✉-+ ❡+& ❜❛+,❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❡

♣-❡♠✐❡- &❡+& ✭+❡❝&✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✶✮✱ +✉- ❧❛ ♠,&❤♦❞❡ ●-❡②✇♦-❧❞ ❬✺✹❪✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ +,❧❡❝&✐♦♥♥, ✉♥ &♦&❛❧ ❞❡ ✻✵✻ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ✹ ♣❡-+♦♥♥❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ❜❛+❡ C❊❚❙✵✾

❡& ✾✵✵ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ✸ ♣❡-+♦♥♥❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ❜❛+❡ ❈❱▲❆❇✳ C♦✉- ✉♥❡ ♠A♠❡ ❝❛♠,-❛✱ ❧❡+ ✐♠❛❣❡+

+✉❝❝❡++✐✈❡+ ♣❡-♠❡&&❡♥& ❞✬,✈❛❧✉❡- ❧❡+ ❞❡+❝-✐♣&❡✉-+ ❡♥ &❡-♠❡+ ❞✬✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠,-❛✳ ▲❛

-,✲✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❡+& ,✈❛❧✉,❡ ❡♥ ❛♣♣❛-✐❛♥& ❞❡✉① ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ❧❛ ♠A♠❡ ♣❡-+♦♥♥❡ ✜❧♠,❡+ ♣❛- ❞❡✉①

❝❛♠,-❛+ ❞✐✛,-❡♥&❡+✱ ♠❛✐+ ,❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡✉① ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ❞❡✉① ♣❡-+♦♥♥❡+ ❞✐✛,-❡♥&❡+✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✸

✐❧❧✉+&-❡ @✉❡❧@✉❡+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ♣❡-+♦♥♥❡+ ❡①&-❛✐&❡+ ❞❡+ ❞❡✉① ❜❛+❡+ C❊❚❙✵✾ ❡& ❈❱▲❆❇ +✉✐&❡ R

❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❝❡++✉+ ❞❡ ♣-,&-❛✐&❡♠❡♥&✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ❊❝❤❛♥+✐❧❧♦♥/ ❞✬✐♠❛❣❡/ ❞❡ ♣❡6/♦♥♥❡/ ❡①+6❛✐+❡/ 6❡/♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❜❛/❡

:❊❚❙✵✾ ❡+ ❈❱▲❆❇✳

✷✳✹✳✷✳✸ $%♦'♦❝♦❧❡ ❞✬-✈❛❧✉❛'✐♦♥

▲❡ ♣♦✉✈♦✐6 ❞❡ ❞✐/❝6✐♠✐♥❛+✐♦♥ ❞❡/ ✺ ❞❡/❝6✐♣+❡✉6/ /E❧❡❝+✐♦♥♥E/ ✭✜❣✉6❡ ✷✳✼ ❣6❛♣❤❡ ✭❢✮✮ ❡/+

♠❡/✉6E ♣❛6 ❛♣♣❛6✐❡♠❡♥+/ ❡♥+6❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡/ /✉❝❡//✐✈❡/ K ❧✬✐♥/+❛♥+ ! ❡+ !✰✶ ✐//✉❡/ ❞❡ ❧❛ ♠L♠❡

❝❛♠E6❛ ✭✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠E6❛✮ ♦✉ ♣❛6 ❛♣♣❛6✐❡♠❡♥+/ ❞❡/ ✐♠❛❣❡/ ✐//✉❡/ ❞❡ ❝❛♠E6❛/ ❞✐❢✲

❢E6❡♥+❡/ ✭6E✲✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥✮✳ ▲❡ ♣6♦+♦❝♦❧❡ ❞❡ +❡/+ ❝♦♠♣❧❡+ ❡/+ ❝♦♠♣♦/E ❞❡/ E+❛♣❡/ /✉✐✈❛♥+❡/✳
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"♦✉% ❝❤❛)✉❡ ❞❡,❝%✐♣/❡✉%✱ ✉♥❡ ♠❛/%✐❝❡ ❞❡ ,✐♠✐❧❛%✐/4 ✭❙ ✮ ❡,/ ❞✬❛❜♦%❞ ❝❛❧❝✉❧4❡ ❡♥ ❛♣♣❛%✐❛♥/

❧❡, ♠9♠❡, ,4)✉❡♥❝❡, ❞❡ ,✐❧❤♦✉❡//❡, ♣❧❛❝4❡, %❡,♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ❡♥ ❧✐❣♥❡, ❡/ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡, ✭✜❣✉%❡

✷✳✶✹✮✳ ❊/❛♥/ ❞♦♥♥4 )✉❡ ❝❡//❡ ♠❛/%✐❝❡ ❡,/ ,②♠4/%✐)✉❡✱ ♥♦✉, ♥✬❛✈♦♥, ❝♦♥,✐❞4%4 )✉❡ ❧❡, ✈❛❧❡✉%,

)✉✐ ,♦♥/ ✐♥❢4%✐❡✉%❡, C ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲❛ ♠❛/%✐❝❡ ❞❡ ,✐♠✐❧❛%✐/4 ✭❙ ✮ ❡,/ ❝❛❧❝✉❧4❡ ♣❛% ❧✬4)✉❛/✐♦♥

✷✳✶✷✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛/%✐❝❡ ❞✬❛✉/♦,✐♠✐❧❛%✐/4✳

S (i, j) =
1

T

T∑

t=1

[1−Dist (Vi,t , Vj,t+1)] ✭✷✳✶✷✮

T = min (nbi , nbj)

♦G i ❡/ j %❡♣%4,❡♥/❡♥/ ❧❡, ,4)✉❡♥❝❡, ♣❧❛❝4❡, ❡♥ ❧✐❣♥❡, %❡,♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡,✱ Vi,t %❡♣%4✲

,❡♥/❡ ❧❡ ✈❡❝/❡✉% ❝❛%❛❝/4%✐,/✐)✉❡ ❝❛❧❝✉❧4 C ♣❛%/✐% ❞❡ ❧❛ ,✐❧❤♦✉❡//❡ ❛♣♣❛%❛✐,,❛♥/ C ❧✬✐♥,/❛♥/ t ❞❡

❧❛ ,4)✉❡♥❝❡ i✱ Vj,t+1 %❡♣%4,❡♥/❡ ❧❡ ✈❡❝/❡✉% ❝❛%❛❝/4%✐,/✐)✉❡ ❝❛❧❝✉❧4 C ♣❛%/✐% ❞❡ ❧❛ ,✐❧❤♦✉❡//❡ ❛♣✲

♣❛%❛✐,,❛♥/ C ❧✬✐♥,/❛♥/ t+1 ❞❡ ❧❛ ,4)✉❡♥❝❡ j✱ Dist ❡,/ ❧❛ ❞✐,/❛♥❝❡ ❞❡ ❇❤❛//❛❝❤❛%②②❛ ❬✻✺❪ ❡♥/%❡

❞❡✉① ✈❡❝/❡✉%, ❝❛%❛❝/4%✐,/✐)✉❡,✱ nbi ❡/ nbj %❡♣%4,❡♥/❡♥/ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬✐♠❛❣❡, ❞❛♥, ❧❛ ,4)✉❡♥❝❡

i %❡,♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ j ❡/ T ❡,/ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛♣♣❛%✐❡♠❡♥/ %4❛❧✐,4 ♣♦✉% ❝♦♠♣❛%❡% ❞❡✉① ,4)✉❡♥❝❡,✳

❊♥,✉✐/❡✱ ♥♦✉, ❝❛❧❝✉❧♦♥, C ♣❛%/✐% ❞❡ ❝❤❛)✉❡ ♠❛/%✐❝❡ ❞❡ ,✐♠✐❧❛%✐/4✱ ✸ ❝%✐/N%❡, ❞✬4✈❛❧✉❛/✐♦♥

)✉✐ ,♦♥/ ❧❛ ,✐♠✐❧✐/✉❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉% ❧❛ ♠9♠❡ ♣❡%,♦♥♥❡

ˆ(SP )✱ ❧❛ ,✐♠✐❧✐/✉❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉%



ˆ(DP ) FA

ˆ(SP ) i j

ˆ(DP ) i j

FA

Ci Cj

FA

ˆ(SP ) ˆ(DP ) FA

ˆ(SP ) ˆ(DP )
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"♣❛%✐♦❣)❛♠♠❡" ❡% ❧❡" ❤✐"%♦❣)❛♠♠❡" ).❣✐♦♥❛✉① "♦♥% ♣❧✉" )♦❜✉"%❡"✳ 4♦✉) ❝❡" ❞❡✉① ❞❡"❝)✐♣%❡✉)"

❧✬.❝❛)% ❡♥%)❡

ˆ(SP ) ❡% ˆ(DP ) ❡"% )❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❞❡ ✶✶✪ ❡% ✻✪ ♣♦✉) ❧❛ ❜❛"❡ 4❊❚❙✵✾ ❡% ❞❡ ✼✪

❡% ✺✪ ♣♦✉) ❧❛ ❜❛"❡ ❈❱▲❆❇✳ ❚❛♥❞✐" C✉❡ ♣♦✉) ❧❡" ❤✐"%♦❣)❛♠♠❡" ❞❡ ❝♦✉❧❡✉)✱ ❝❡% .❝❛)% ❡"% ❞❡

"❡✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ✶✪ ♣♦✉) ❧❡" ❞❡✉① ❜❛"❡"✳

❊%❛♥% ❞♦♥♥. C✉❡ ❧❡" ❞❡"❝)✐♣%❡✉)" ❞❡ ❝♦✉❧❡✉) ❡% ❞❡ %❡①%✉)❡ "♦♥% ❧❡" ♣❧✉" ♣❡)❢♦)♠❛♥%" ♣♦✉)

❝❛)❛❝%.)✐"❡) ❧❡" ♣❡)"♦♥♥❡" ♣❛) ❧✬❛♣♣❛)❡♥❝❡✱ ♥♦✉" ♣)♦♣♦"♦♥" ❞❛♥" ❧❛ "❡❝%✐♦♥ "✉✐✈❛♥%❡ ❞❡ ❧❡"

❢✉"✐♦♥♥❡) ♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐%❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦"% ♣♦✉) ❛♠.❧✐♦)❡) ❧❡" ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡"✳

✷✳✺ ❋✉%✐♦♥ ❞❡ ❞❡%❝,✐♣.❡✉,%

▲❡" ❞❡✉① .%✉❞❡" ❝♦♠♣❛)❛%✐✈❡" ♣).❝.❞❡♥%❡" ♠♦♥%)❡♥% C✉✬✉♥ "❡✉❧ ❞❡"❝)✐♣%❡✉) )❡"%❡ %♦✉%❡❢♦✐"

✐♥"✉✣"❛♥% ♣♦✉) ❝❛)❛❝%.)✐"❡) ❧❡" ♣❡)"♦♥♥❡" ♣❛) ❧✬❛♣♣❛)❡♥❝❡✳ ❉❡✉① "%)❛%.❣✐❡" "♦♥% ❡♥✈✐"❛❣❡❛❜❧❡"

♣♦✉) ❡""❛②❡) ❞✬❛♠.❧✐♦)❡) ❧❡" ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡"✳ ▲❛ ♣)❡♠✐I)❡ ❝♦♥"✐"%❡ J )❡♥❢♦)❝❡) ❧❛ ❝❧❛""✐✜❝❛%✐♦♥ ❡♥

❛♣♣❧✐C✉❛♥% ✉♥ ❝❧❛""✐✜❡✉) ❞❡ %②♣❡ ❙❱▼ ♦✉ )."❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉)♦♥❡"✳ ▲❛ "❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥"✐"%❡ J ❛♠.❧✐♦✲

)❡) ❧❛ ♣❤❛"❡ ❞❡ ❝❛)❛❝%.)✐"❛%✐♦♥ ❡♥ ❢✉"✐♦♥♥❛♥% ❞❡" ❞❡"❝)✐♣%❡✉)" )♦❜✉"%❡"✳ ▲❛ "%)❛%.❣✐❡ ❞❡ ❢✉"✐♦♥

♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐%❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦"% ❛ ❞.❥J .%. ❢).C✉❡♠♠❡♥% ✉%✐❧✐".❡ ♣♦✉) ✐❞❡♥%✐✜❡) ❧❡" ♣❡)"♦♥♥❡" ♣❛)

❧✬❛♣♣❛)❡♥❝❡ ❬✸✼❪❬✸✽❪❬✺✽❪✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❞♦♥❝ ❝❤♦✐"✐ ❞❡ ❧❛ %❡"%❡)✳

❉❡✉① ❝♦♥✜❣✉)❛%✐♦♥" ❞❡ ❞❡"❝)✐♣%❡✉)" ♦♥% .%. %❡"%.❡" J "❛✈♦✐) ❧❛ ❢✉"✐♦♥ ❞❡" ❞❡"❝)✐♣%❡✉)" ❞❡

❝♦✉❧❡✉)" "❡✉❧" ❡% ❧❛ ❢✉"✐♦♥ ❞❡" ❞❡"❝)✐♣%❡✉)" ❞❡ ❝♦✉❧❡✉)" ❡% ❞❡ %❡①%✉)❡✳ ❈❡" ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉)❛%✐♦♥"

"♦♥% .✈❛❧✉.❡" "✉) ❧❛ ❜❛"❡ ❱■4❡❘✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ )❡♣❛)%✐) ❛✈❡❝ ❝❡%%❡ ❜❛"❡ ❡"% ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ❞W J

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%. ❞✉ ❝♦♥%❡①%❡ ❡①♣.)✐♠❡♥%❛❧ C✉✬❡❧❧❡ ♦✛)❡ ✿ ❛♣♣❛)✐❡♠❡♥%" ❡♥%)❡ ❞❡✉① ♦❜"❡)✈❛%✐♦♥"

%❡♠♣♦)❡❧❧❡♠❡♥% .❧♦✐❣♥.❡" ❡% ❡♥ ♣)."❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦)%❡" ✈❛)✐❛%✐♦♥" ❞❡ ♣♦"❡ ❡% ❞✬.❝❧❛✐)❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱

"✐ ✉♥ ♠♦❞I❧❡ ❞✬❛♣♣❛)❡♥❝❡ ❡"% ♣❡)❢♦)♠❛♥% ❞❛♥" ❝❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❡①♣.)✐♠❡♥%❛❧✱ ✐❧ ❡"% .✈✐❞❡♥% C✉✬✐❧

❧❡ "❡)❛ ❛✉""✐ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞✬✉♥❡ ✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠.)❛✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ♣❧✉"✐❡✉)" %)❛✈❛✉① ❞❡

❧❛ ❧✐%%.)❛%✉)❡ "♦♥% .✈❛❧✉." "✉) ❧❛ ❜❛"❡ ❱■4❡❘✱ ❝❡ C✉✐ ♥♦✉" ♦✛)❡ ❧❛ ♣♦""✐❜✐❧✐%. ❞❡ "❡ ❝♦♠♣❛)❡)

❛✈❡❝ ❡✉①✳

✷✳✺✳✶ ▲✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦3,

❆❞❛❇♦♦"% ✭❆❞❛♣%✐✈❡ ❇♦♦"%✐♥❣✮ ❬✶✼❪ ❡"% ❧❛ ✈❛)✐❛♥%❡ ❧❛ ♣❧✉" ✉%✐❧✐".❡ ❞✉ ❇♦♦"%✐♥❣✳ ▲❡ ♣)✐♥❝✐♣❡

❡"% ❞❡ ❝♦♥"%)✉✐)❡ ✉♥ ❝❧❛""✐✜❡✉) ❢♦)% ♣❛) ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥ ❧✐♥.❛✐)❡ ❞❡ ❝❧❛""✐✜❡✉)" ❢❛✐❜❧❡"✳ ▲✬❛❧✲

❣♦)✐%❤♠❡ ❞✬❆❞❛❜♦♦"% "✬❛♣♣✉✐❡ "✉) ✉♥ ❛♣♣)❡♥%✐""❛❣❡ ♣♦✉) ❞.✜♥✐) ❧❡" ♣♦✐❞" ❛✛❡❝%." J ❝❤❛C✉❡

❞❡"❝)✐♣%❡✉) ✭❝❧❛""✐✜❡✉) ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❆ ❧❛ ✜♥✱ ❆❞❛❜♦♦"% ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡" ❝❧❛""✐✜❡✉)" ❢❛✐❜❧❡" ♣❛) ✉♥ ✈♦%❡
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♣♦♥❞&'& ♣♦✉' ❡♥ ❞&❞✉✐'❡ ✉♥ ❝❧❛..✐✜❡✉' ❢♦'1✳ ▲✬❛❧❣♦'✐1❤♠❡ ❆❞❛❜♦♦.1 ❡.1 ❞&1❛✐❧❧& ❞❛♥. ❧✬❛❧❣♦✲

'✐1❤♠❡ ✷✳✶✳

❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✷✳✶ ❆❧❣♦'✐1❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦.1

■♥✐&✐❛❧✐0❛&✐♦♥

✕ N ✱ ❡①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣'❡♥1✐..❛❣❡ ❧❛❜&❧✐.&. (xi, yi)✱ ❛✈❡❝ xi ✉♥❡ ♣❛✐'❡ ❞✬✐♠❛❣❡. ❞❡ ♣❡'.♦♥♥❡ ❡1

yi ∈ {−1, 1} ❀ ✶ .✐ ❧❡. ❞❡✉① ✐♠❛❣❡. ❛♣♣❛'1✐❡♥♥❡♥1 C ❧❛ ♠D♠❡ ♣❡'.♦♥♥❡✱ ✲✶ .✐♥♦♥✳

✕ ■♥✐1✐❛❧✐.❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐.1'✐❜✉1✐♦♥ ❞❡. ♣♦✐❞. ♣♦✉' ❧❡. ❡①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣'❡♥1✐..❛❣❡ Di =
1

N
♣♦✉'

i = 1..N ✳

1$♦❝❡00✉0 ✐&4$❛&✐❢ ❞✬❛♣♣$❡♥&✐00❛❣❡

F♦✉' t = 1..T ✪ ♣❛#❝♦✉#' ❞❡* ❝❧❛**✐✜❡✉#* ❢❛✐❜❧❡*

✕ ❚'♦✉✈❡' ❧❡ ❝❧❛..✐✜❡✉' ✭❞❡.❝'✐♣1❡✉'✮ ❢❛✐❜❧❡ ct ♠✐♥✐♠✐.❛♥1 ❧✬❡''❡✉' ✿

γt : ct =
argmin

ct ∈ C
γt =

∑N

i=1
Dt (i) [yi c (xi)]

✪ ❆✈❡❝ c (xi)❧❛ #2♣♦♥*❡ ❞✉ ❝❧❛**✐✜❡✉# *2❧❡❝'✐♦♥♥2 ❝♦♥❝❡#♥❛♥' ❧✬❡①❡♠♣❧❡ xi ❡' [yi c (xi)] ✉♥
'❡*' ❜♦♦❧2❡♥ 7✉✐ #❡'♦✉#♥❡ ✈#❛✐ ✭✶✮ *✐ yi ❡' c (xi)*♦♥' ✐❞❡♥'✐7✉❡* ❡' ❢❛✉① ✭✲✶✮ *✐♥♦♥✳✪

✕ ❙✐ γ1..t ≺ 0 ❆''D1 ❞✉ ♣'♦❝❡..✉. ✐1&'❛1✐❢

✪ ❆##=' ❞✉ ♣#♦❝❡**✉* ✐'2#❛'✐❢ 7✉❛♥❞ ❧✬❡##❡✉# ❞❡ '♦✉* ❧❡* ❝❧❛**✐✜❡✉#* #❡*'❛♥'* ❡*' ❁✵✳

✕ ❈❛❧❝✉❧❡' ❧❡ ♣♦✐❞. ❞✉ ❞❡.❝'✐♣1❡✉' .&❧❡❝1✐♦♥♥& αt =
1

2
ln1+γt

1−γt

✕ ▼❡11'❡ C ❥♦✉' ❞❡ ❧❛ ❞✐.1'✐❜✉1✐♦♥ ❞❡. ♣♦✐❞. ❞❡. ❡①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣'❡♥1✐..❛❣❡

Dt+1 (i) =
1

Zt

Dt (i) exp (−αt [yi c (xi)])
✪❆✈❡❝ Zt ❡*' ✉♥ ❢❛❝'❡✉# ❞❡ ♥♦#♠❛❧✐*❛'✐♦♥ ❛**✉#❛♥' 7✉❡

∑
Dt (i) = 1 ✳

✕ ❆❥♦✉1❡' ❧❛ ♣❛✐'❡ ④❝❧❛..✐✜❡✉' ✿ ct ♣♦✐❞. ✿ αt⑥ ❞❛♥. ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧✳

❋✐♥

▲❛ ❜❛.❡ ❱■F❡❘ ❡.1 ❛❧&❛1♦✐'❡♠❡♥1 ❞✐✈✐.&❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦'1✐♦♥. &❣❛❧❡. ❝♦♥1❡♥❛♥1 ❝❤❛❝✉♥❡ ✸✶✻

♣❛✐'❡. ❞❡ ♣❡'.♦♥♥❡. ✿ ✉♥❡ ♣♦✉' ❧✬❛♣♣'❡♥1✐..❛❣❡ ❡1 ❧✬❛✉1'❡ ♣♦✉' ❧❡ 1❡.1✳ ▲✬❛❧❣♦'✐1❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦.1

♣❡'♠❡1 ❞✬❡.1✐♠❡' ❧❡. ♣♦✐❞. '❡❧❛1✐❢. ❛✉① ❞❡.❝'✐♣1❡✉'. .✉' ❧❡. ❞♦♥♥&❡. ❞✬❛♣♣'❡♥1✐..❛❣❡✳ ❈❡. ♣♦✐❞.

.❡'✈✐'♦♥1 C ♣♦♥❞&'❡' ❧❡. ❞❡.❝'✐♣1❡✉'. '❡1❡♥✉. .✉' ❧❡. ❞♦♥♥&❡. ❞❡ 1❡.1 ❛✜♥ ❞❡ ♠❡.✉'❡' ❧❡. ♣❡'✲

❢♦'♠❛♥❝❡.✳



MSF =

N∑

i=1

αi ×Di
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♦# MSF ❡%& ❧❛ ♠❛&*✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛*✐&. ✜♥❛❧❡✱ Di ❡& αi *❡♣*.%❡♥&❡♥& *❡%♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ♠❛&*✐❝❡

❞❡ %✐♠✐❧❛*✐&. ❛✐♥%✐ 4✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞% *❡❧❛&✐❢ ❛✉ i
ème

❞❡%❝*✐♣&❡✉* %.❧❡❝&✐♦♥♥.✳
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C (i, j) = α× φFPh
+ β × φFPv

+ γ × (φSMH
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) ✭✸✳✶✮
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❈❡) ❞❡✉① ❛11✐1✉❞❡) )♦♥1 ❞✐)1✐♥❣✉0❡) ♣❛% ✉♥❡ ❛♥❛❧②)❡ ❞❡) ❧✐❣♥❡) ✐♥❢0%✐❡✉%❡) ❞❡ ❧❛ )✐❧❤♦✉❡11❡

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡) ❣❡♥♦✉① ✭≤ ✵✳✷✽✺❍ ✮✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛❥♦%✐10 ❞❡) ❧✐❣♥❡) ♦♥1 >✉❛1%❡ ✐♥1❡%)❡❝1✐♦♥) ❛✈❡❝ ❧❡

❝♦♥1♦✉% ❞❡ ❧❛ )✐❧❤♦✉❡11❡ ❛❧♦%) ❝✬❡)1 ✉♥❡ ❛11✐1✉❞❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ )✉♣♣♦%1✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ )✬❛❣✐1 ❞✬✉♥❡ ❛11✐✲

1✉❞❡ )✐♠♣❧❡ )✉♣♣♦%1✳ ;♦✉% ❝❤❛>✉❡ ❛11✐1✉❞❡✱ ❧❡) %?❣❧❡) )✐♠♣❧❡) )✉✐✈❛♥1❡) )♦♥1 ❛❧♦%) ❛♣♣❧✐>✉0❡) ✿
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❼ ❆!!✐!✉❞❡ ❡♥ '✐♠♣❧❡ '✉♣♣♦,! ✭✜❣✉,❡ ✹✳✷ ✭❜✮ ❡! ✭❝✮✮ ✿

✕ ❧❛ ♣♦'✐)✐♦♥ ✈❡-)✐❝❛❧❡ ❞❡' ✷ ❣❡♥♦✉① ✭G1 ❡) G2✮ ❡') ✜①6❡ 7 ✵✳✷✽✺❍✳

✕ ❧❛ ♣♦'✐)✐♦♥ ✈❡-)✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡ C1 ✭♣✐❡❞ ❞✬❛♣♣✉✐✮ ❡') ✜①6❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥) ❧❡ ♣❧✉'

❜❛' ❞✉ ❝♦♥)♦✉- ❞❡ ❧❛ '✐❧❤♦✉❡))❡✳

✕ ❧❡' ♣♦'✐)✐♦♥' ❤♦-✐③♦♥)❛❧❡' ❞✉ ❣❡♥♦✉ G1 ❡) ❞❡ ❧❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡ C1 '♦♥) ❛❧✐❣♥6❡' ❛✈❡❝ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ H✳

✕ ❧❡' ♣♦'✐)✐♦♥' ❤♦-✐③♦♥)❛❧❡' ❞✉ ❣❡♥♦✉ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥) G2 ❡') '✐)✉6 ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ '❡❣♠❡♥)

-❡❧✐❛♥) ❧❡ ♣♦✐♥) ❞❡ ❣❡♥♦✉ ❞6❥7 ❞6)❡❝)6 ✭G1 ❞✉ ♣✐❡❞ ❞✬❛♣♣✉✐✮ ❛✉ ❝♦♥)♦✉- ❞❡ ❧❛ '✐❧❤♦✉❡))❡✳

✕ ❧❛ ♣♦'✐)✐♦♥ ✈❡-)✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ♠♦❜✐❧❡ C2 ❡') '✐)✉6❡ 7 ❧✬✐♥)❡-'❡❝)✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥)♦✉- ❡) ❞❡

② ❂ ❲✴✹ ✭♦? ❲ -❡♣-6'❡♥)❡ ❧❛ ❧❛-❣❡✉- ❞❡ ❧❛ '✐❧❤♦✉❡))❡✮✳

❼ ❆!!✐!✉❞❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ '✉♣♣♦,! ✭✜❣✉,❡ ✹✳✷ ✭❜✮ ❡! ✭❝✮✮ ✿

✕ ▲❡' ❞❡✉① ❣❡♥♦✉① ✭G1 ❡) G2✮ '♦♥) '✐)✉6' ✈❡-)✐❝❛❧❡♠❡♥) 7 ✵✳✷✽✺❍ ❡) ❤♦-✐③♦♥)❛❧❡♠❡♥) ❛✉

♠✐❧✐❡✉ ❞❡' ❞❡✉① '❡❣♠❡♥)' ❝♦--❡'♣♦♥❞❛♥) ❛✉① ❥❛♠❜❡' ❞❡ ❧❛ '✐❧❤♦✉❡))❡✳ ❈♦♠♠❡✱ ✐❧ ❡')

♣❛-❢♦✐' ✐♠♣♦''✐❜❧❡ ❞✬♦❜)❡♥✐- ❞❡✉① '❡❣♠❡♥)' 7 ❝❡))❡ ❤❛✉)❡✉- ❡♥ -❛✐'♦♥ ❞✉ ❝-♦✐'❡♠❡♥)

❡♥)-❡ ❧❡' ❝✉✐''❡' ♦✉ ❡♥❝♦-❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛)✉-❡ ❞❡' ✈D)❡♠❡♥)' ✭✉♥ ❧♦♥❣ ♠❛♥)❡❛✉ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✮✱

♥♦✉' ❝♦♠♠❡♥E♦♥' ♣❛- ❝❤❡-❝❤❡- ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✈❡-)✐❝❛❧ ❧❡ ♣❧✉' ❤❛✉) ❞❛♥' ❧❛ '✐❧❤♦✉❡))❡ ♦?

✐❧ ❡①✐')❡ F✉❛)-❡ ✐♥)❡-'❡❝)✐♦♥' ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥)♦✉-✱ ❡♥ ❜❛❧❛②❛♥) ❧✬✐♠❛❣❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛- ❧✐❣♥❡ ❞❡✲

♣✉✐' ❧❛ ❤❛✉)❡✉- ✵✳✷✽✺❍✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡' ♣♦'✐)✐♦♥' ❤♦-✐③♦♥)❛❧❡' ❞❡' ❣❡♥♦✉① '♦♥) ❡')✐♠6❡'

♣❛- ❧❛ ♣-♦❥❡❝)✐♦♥ ♦-)❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ '❡❣♠❡♥) '✉- ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✈❡-)✐❝❛❧ ✵✳✷✽✺❍✳

✕ J♦✉- ♣♦'✐)✐♦♥♥❡- ❧❡' ❞❡✉① ❝❤❡✈✐❧❧❡' ✭C1 ❡) C2✮✱ ♦♥ ❞❡)❡-♠✐♥❡ ❞✬❛❜♦-❞ ❧✬❛①❡ ♠6❞✐❛♥

❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❥❛♠❜❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐F✉❛♥) ❧❛ ♠6)❤♦❞❡ ❞❡' ♠♦✐♥❞-❡' ❝❛--6' ✭❑✲♠❡❛♥' ❬✹✻❪✮ '✉-

❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ♣♦✐♥)' ♠✐❧✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛-)✐❡ ✐♥❢6-✐❡✉-❡ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❥❛♠❜❡ ✭≤✵✳✵✼❍ ✮✳ J✉✐'✱

❧❡' ❝❤❡✈✐❧❧❡' '♦♥) '✐)✉6❡' ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡) ❛①❡ '✉- ❧❡ ♣♦✐♥) ❞❡ ❝♦♥)♦✉- ❧❡ ♣❧✉' ❜❛' ✭❡①)-P♠❡✮✳
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✸✵ ✐♠❛❣❡' (❡'♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ♣♦✉( ❧❡' '12✉❡♥❝❡' ❞❡ ♠❛(❝❤❡ (❛♣✐❞❡✱ ♥♦(♠❛❧❡ ❡+ ❧❡♥+❡✳

▲✬❡((❡✉( Eseq (p, s)♠❡"✉$❛♥' ❧❛ ❞*✈✐❛'✐♦♥ "♣❛'✐❛❧❡ ❡♥'$❡ ❧❡" ♣♦"✐'✐♦♥" "✉❝❝❡""✐✈❡" ❞✬✉♥ ♣♦✐♥'

p ❞*'❡❝'*❡" ❛✉'♦♠❛'✐1✉❡♠❡♥' '♦✉' ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ "*1✉❡♥❝❡ s ❡' ❧❛ ✈*$✐'* ❞❡ '❡$$❛✐♥ ❡"' ❡"'✐♠*❡

♣❛$ ❧❛ ❞✐"'❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭*1✉❛'✐♦♥ ✹✳✶✮ ✿

Eseq(p, s) =

∑T

t=1

√

(xvt (t)− x (t))2 + (yvt (t)− y (t))2

T
✭✹✳✶✮

♦9 ✭xvt ✱yvt✮ ❡' ✭x✱y✮ "♦♥' $❡"♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡" ❝♦$❞♦♥♥*❡" ❞❡" ♣♦✐♥'" ❞✬✐♥'*$;' ❞❡ ❧❛ ✈*$✐'* ❞❡ '❡$✲

$❛✐♥ ❡' ❞✉ ♣$♦❝❡""✉" ❞❡ ❞*'❡❝'✐♦♥ ❛✉'♦♠❛'✐1✉❡ ❡' T ❡"' ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬✐♠❛❣❡" ❞❛♥" ❧❛ "*1✉❡♥❝❡ s✳

>✉✐"✱ ♥♦✉" ❝❛❧❝✉❧♦♥" ❧❛ ❞*✈✐❛'✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ Emov (p,m) ❞✬✉♥ ♣♦✐♥' p ♣♦✉$ ❝❤❛1✉❡ ❝❛'*❣♦$✐❡

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' m❂④ N ◆♦$♠❛❧❡ ✱ R ❘❛♣✐❞❡✱ L ▲❡♥'❡ ❡' S ♥♦$♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❙❛❝⑥ "❡❧♦♥ ❧✬*1✉❛'✐♦♥

✭✹✳✷✮ ✿

Emov (p,m = {N, R, L, S}) =

∑R

1
(Eseq(p, s))

N
✭✹✳✷✮

♦9 N ❡"' ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ "*1✉❡♥❝❡" ❛♣♣❛$'❡♥❛♥' I ❧❛ ❝❛'*❣♦$✐❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' m ♣♦✉$ '♦✉'❡"

❧❡" ♣❡$"♦♥♥❡"✳

▲❡ '❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ♣$*"❡♥'❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡' ❧✬*❝❛$' '②♣❡ ❞❡ ❧✬❡$$❡✉$ Emov (p,m) ♣♦✉$ ❝❤❛1✉❡

♣♦✐♥' ❞✬✐♥'*$;' p ❡♥ ❝♦♥"✐❞*$❛♥' '♦✉'❡" ❧❡" ♣❡$"♦♥♥❡" ❡' '♦✉'❡" ❧❡" ❝❛'*❣♦$✐❡" ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥'"✱

❝❛❧❝✉❧*" $❡"♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ♣❛$ ❧❡" *1✉❛'✐♦♥" ✹✳✸ ❡' ✹✳✹✳

M (p) =

∑

m∈{N,R,L, S} Emov (p,m)

P
✭✹✳✸✮

STD (p) =





∑

m∈{N,R,L, S} (Emov (p,m)−M (p))
1

2

P





2

✭✹✳✹✮

♦9 P ❡"' ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝❛'*❣♦$✐❡" ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞❛♥" ❧❛ ❜❛"❡✳
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❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ✕ ,-.❝✐1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞.5❡❝5✐♦♥ ❞❡1 ♣♦✐♥51 ❞✬✐♥5.-85 ✭❡♥ ♣✐①❡❧1✮✳

▲❡1 -.1✉❧5❛51 ♣-.1❡♥5.1 ❞❛♥1 ❧❡ 5❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ❝♦♥✜-♠❡♥5 ?✉❡ ❧❡1 ♣♦1✐5✐♦♥1 ❞❡1 ♣♦✐♥51 ❞✬✐♥5.-85

❞.5❡❝5.1 ❛✉5♦♠❛5✐?✉❡♠❡♥5 1♦♥5 ♣-♦❝❤❡1 ❞❡ ❧❛ ✈.-✐5. ❞❡ 5❡--❛✐♥ ♠❛❧❣-. ❧❡1 ✈❛-✐❛5✐♦♥1 ❞❡ ♠♦❞❡

❞❡ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥5✳ ❊♥ ❡✛❡5✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡--❡✉- ♥❡ ❞.♣❛11❡ ♣❛1 ✹ ♣✐①❡❧1 ✭❛✈❡❝ ✉♥ .❝❛-5 5②♣❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✵✳✻ ♣✐①❡❧✮ 1✉- ❞❡1 1✐❧❤♦✉❡55❡1 ❞❡ 5❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❧❧❛♥5 ❞❡ 120× 40 ♣✐①❡❧1 ❞❛♥1

❧❡ ❝❛1 ❞❡ 1✐♠♣❧❡ 1✉♣♣♦-5 G 120× 80 ♣✐①❡❧1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ 1✉♣♣♦-5✳

,♦✉- ✈✐1✉❛❧✐1❡- ❧❡1 ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡1 ♦❜5❡♥✉❡1✱ ♥♦✉1 1✉♣❡-♣♦1♦♥1 ❧❡1 1?✉❡❧❡55❡1 ❞❡ ❧❛ ❞.5❡❝5✐♦♥

❛✉5♦♠❛5✐?✉❡ ❡5 ❞❡ ❧❛ -.❛❧✐5. ❞❡ 5❡--❛✐♥ ♣♦✉- ❧❛ ♠8♠❡ ♣❡-1♦♥♥❡ ❡5 1❡❧♦♥ 5♦✉5❡1 ❧❡1 ❝❛5.❣♦-✐❡1

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥5 1✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✹✳ ❈❡55❡ ✜❣✉-❡ ♠♦♥5-❡ ❝❧❛✐-❡♠❡♥5 ?✉❡ ❧❡1 ❞❡✉① 1?✉❡❧❡55❡1 1♦♥5

❣.♥.-❛❧❡♠❡♥5 ♣-♦❝❤❡1 ♣♦✉- 5♦✉5❡1 ❧❡1 ❝❛5.❣♦-✐❡1 ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥5✳ ◆♦✉1 ♦❜5❡♥♦♥1 ❞❡1 -.1✉❧5❛51

1✐♠✐❧❛✐-❡1 ♣♦✉- 5♦✉5❡1 ❧❡1 ♣❡-1♦♥♥❡1 5❡15.❡1✳

❈❡1 ♣-❡♠✐❡-1 5❡151 ❞❡ ✈❛❧✐❞❛5✐♦♥ 1❡-♦♥5 ❝♦♠♣❧.5.1 ❡♥ 1❡❝5✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳✺ ❡♥ ♦❜1❡-✈❛♥5 ❧✬✐♠♣❛❝5

❞❡1 ❡--❡✉-1 ❞❡ ❧♦❝❛❧✐1❛5✐♦♥ ❞❡1 ♣♦✐♥51 1✉- ❧❡1 ♣❤❛1❡1 ❞❡ ❝❛-❛❝5.-✐1❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞.♠❛-❝❤❡ ❡5

❞✬✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ❞❡1 ♣❡-1♦♥♥❡1✳
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✹✳✷✳✷ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♠❛%❝❤❡ 2 ♣❛%'✐% ❞✉ *5✉❡❧❡''❡

❯♥❡ ❢♦✐( ❧❡( ♣♦✐♥+( ❞✬✐♥+./0+ ❞.+❡❝+.(✱ ♥♦✉( ❡♥+❛♠♦♥( ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❝❛/❛❝+./✐(❛+✐♦♥ 7✉✐ ♣❡/✲

♠❡++/❛ ❞❡ ❞✐✛./❡♥❝✐❡/ ❧❡( ♣❡/(♦♥♥❡( ♣❛/ ❧❡✉/ ❞.♠❛/❝❤❡✳ ◆♦✉( ❝♦♠♠❡♥<♦♥( ♣❛/ ♣/.(❡♥+❡/ ❧❡(

❞❡(❝/✐♣+❡✉/( ❞❡ ❧❛ ❧✐++./❛+✉/❡✱ ♣✉✐( ❧❡ ❞❡(❝/✐♣+❡✉/ ♣/♦♣♦(.✳

✹✳✷✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+❡✉(& ❡①✐&+❛♥+&

=❧✉(✐❡✉/( ❞❡(❝/✐♣+❡✉/( (♣❛+✐♦✲+❡♠♣♦/❡❧( ♦♥+ .+. ♣/♦♣♦(.( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐++./❛+✉/❡ ✭✜❣✉/❡ ✹✳✺✮✳

❉❛♥( ❬✼✾❪✱ ❧❡( ✈❛/✐❛+✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❍❛✉#❡✉% ❞❡ ❧❛ (✐❧❤♦✉❡++❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐(+❛♥❝❡ ❡♥+/❡ ❧❛ +0+❡ ❡+ ❧❛

❤❛♥❝❤❡ ✭❉✶ ✮✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐(+❛♥❝❡ ❡♥+/❡ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ ❡+ ❧❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉( .❧♦✐❣♥.❡ ✭❉✷ ✮ 7✉❡ ♥♦✉(

❧✬❛♣♣❡❧❧❡/✐♦♥( ❏❛♠❜❡ ❡+ ❡♥✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(+❛♥❝❡ ❡♥+/❡ ❧❡( ❞❡✉① ❝❤❡✈✐❧❧❡( ✭❉✸ ✮ ♦♥+ .+. ✉+✐❧✐(.❡(✳

▲❡( /.(✉❧+❛+( ♦❜+❡♥✉( ❞❛♥( ❬✼✾❪ ❝♦♥✜/♠❡♥+ 7✉❡ ❧❡( ❞❡(❝/✐♣+❡✉/( ❍❛✉#❡✉% ❡+ ❏❛♠❜❡ (♦♥+ ❧❡(

♣❧✉( ♣❡/❢♦/♠❛♥+(✳ ❉❛♥( ❬✽✽❪✱ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡(❝/✐♣+❡✉/( (♦♥+ ❡①+/❛✐+( L ♣❛/+✐/ ❞❡ ❧❛ ❜♦M+❡

❡♥❣❧♦❜❛♥+❡ +❡❧( 7✉❡ ❧❛ ❍❛✉#❡✉%✱ ❧❛ ▲❛%❣❡✉%✱ ❧✬❆♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭α✮ ❡+ ❞❡ ❧❛ ❙✉%❢❛❝❡✳ ▲❡(

/.(✉❧+❛+( ♠♦♥+/❡♥+ 7✉❡ ❧❛ ❍❛✉#❡✉% /❡♣/.(❡♥+❡ ❧❡ ❞❡(❝/✐♣+❡✉/ ❧❡ ♣❧✉( ❞✐(❝/✐♠✐♥❛♥+ ❝♦♠♣❛/.

L +♦✉( ❧❡( ❛✉+/❡(✳ ❊♥✜♥✱ ♣❧✉(✐❡✉/( ❛♣♣/♦❝❤❡( ❬✽✵❪ ❬✽✸❪ ❬✾✵❪ (❡ (♦♥+ ❜❛(.❡( (✉/ ❧❡( ✈❛/✐❛+✐♦♥(

(♣❛+✐♦✲+❡♠♣♦/❡❧❧❡( ❞❡( ❛♥❣❧❡( ❞❡ ❧❛ ❍❛♥❝❤❡ ❡+ ❞✉ ●❡♥♦✉ ✭θH ✱ θG✮✳ ➚ ❧❛ ❧✉♠✐R/❡ ❞❡ +♦✉( ❝❡(

+/❛✈❛✉①✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( (.❧❡❝+✐♦♥♥. ❧❡( ❞❡(❝/✐♣+❡✉/( ❧❡( ♣❧✉( /♦❜✉(+❡( ❞❡ ❧❛ ❧✐++./❛+✉/❡ ♣♦✉/ ♥♦+/❡

.+✉❞❡ ❡①♣./✐♠❡♥+❛❧❡ 7✉✐ (♦♥+ ❧❡( ❞❡✉① ❛♥❣❧❡( ✭θH ✱ θG✮ ❡+ ❧❡( ❞❡✉① ❞✐(+❛♥❝❡( ✭❍❛✉#❡✉%✱ ❏❛♠❜❡✮

✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❉❡(❝*✐♣-❡✉*( ❡①✐(-❛♥-(✳

✹✳✷✳✷✳✷ ❉❡%❝'✐♣*❡✉'  ❡♥❞✉❧❡ ♣'♦♣♦%-

●3♥3*❛❧❡♠❡♥-✱ ❧❛ ❞3♠❛*❝❤❡ ❡(- ❜❛(3❡ (✉* ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣-( ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛✉① ❡- ✐♥-❡*❞3♣❡♥❞❛♥-(

<✉❡ (♦♥- ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥- ❡- ❧✬3<✉✐❧✐❜*❡✳ ❚❛♥❞✐( <✉❡ ❧❡( ❝❤❡✈✐❧❧❡( ❝❛*❛❝-3*✐(❡♥- ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡✲

♠❡♥- ✈❡*( ❧✬❛✈❛♥- ✭❧❛*❣❡✉* ❞❡ ❧❛ ❢♦✉❧3❡✮✱ ❧❡( ✈❛*✐❛-✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ ♠❛✐♥-✐❡♥♥❡♥- ❧✬3<✉✐❧✐❜*❡✳

❙✉* ❧❛ ❜❛(❡ ❞❡ ❝❡( *❡♠❛*<✉❡(✱ ♥♦✉( ♣*♦♣♦(♦♥( ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡(❝*✐♣-❡✉* *❡♣*3(❡♥-❛♥- ❧❛ ❞3✲

♠❛*❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❡♥❞✉❧❡ ♦(❝✐❧❧❛♥- ❜❛(3 (✉* ❧❡( ♣♦(✐-✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ ❡- ❞❡( ❝❤❡✈✐❧❧❡(✳ ▲❡

❞❡(❝*✐♣-❡✉* ♣*♦♣♦(3 ♥♦♠♠3  ❡♥❞✉❧❡ ❡①♣❧♦✐-❡ ❧❡( ✈❛*✐❛-✐♦♥( (♣❛-✐♦✲-❡♠♣♦*❡❧❧❡( ❞❡ ❧❛ ❞✐(-❛♥❝❡

❡♥-*❡ ❧❡( ♣♦✐♥-(  ❍ ❡- ▼ ✭✜❣✉*❡ ✹✳✻✮✱ ♦H

✕  ❍ ❡(- ❧❛ ♣*♦❥❡❝-✐♦♥ ♦*-❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ (✉* ❧❡ (❡❣♠❡♥- *❡❧✐❛♥- ❧❡( ❞❡✉① ❝❤❡✈✐❧❧❡(

❬C1✱ C2❪✳



C1 C2

Pendule (t) =

√

[PHx (t)−Mx (t)]
2 + [PHy (t)−My (t)]

2
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♣❛❧✐❡' ( )❛✱ ♣❧✉,✐❡✉', -'❛✈❛✉① ♦♥- ❛♣♣❧✐2✉3 ✉♥❡ -'❛♥,❢♦'♠❛-✐♦♥ ❢'32✉❡♥-✐❡❧❧❡ ,✉' ❧❡, ,✐❣♥❛✉①

,♣❛-✐♦✲-❡♠♣♦'❡❧, ❝❛'❛❝-3'✐,❛♥- ❧❛ ❞3♠❛'❝❤❡✳ ▲❛ -'❛♥,❢♦'♠3❡ ❞❡ ❋♦✉'✐❡' ✭❋❚✮ ❡,- ❧❛ ♣❧✉, ✉-✐✲

❧✐,3❡ ❞❛♥, ❝❡ ❝♦♥-❡①-❡❬✽✵❪ ❬✶✷✶❪ ❬✶✷✷❪✳ ❈❡--❡ -'❛♥,❢♦'♠❛-✐♦♥ ❣3♥F'❡ ✉♥ ,♣❡❝-'❡ ❞❡ ❢'32✉❡♥❝❡,

,❛♥, ❝♦♥,❡'✈❡' ❧✬✐♥❢♦'♠❛-✐♦♥ -❡♠♣♦'❡❧❧❡✳ ▲❛ -'❛♥,❢♦'♠3❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡--❡, ❞✐,❝'F-❡ ✭❉❲❚✮ ♣❡'✲

♠❡- ❞❡ ❢♦✉'♥✐' ✉♥❡ '❡♣'3,❡♥-❛-✐♦♥ -❡♠♣,✲❢'32✉❡♥❝❡ 2✉✐ ♣❡✉- ,✬❛✈3'❡' ♣❧✉, ❞❡,❝'✐♣-✐✈❡ ♣♦✉'

❧❡, ,✐❣♥❛✉① ♥♦♥ ,-❛-✐♦♥♥❛✐'❡, ♦✉ ♥♦♥ ♣3'✐♦❞✐2✉❡,✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❧✬✐♥❝♦♥✈3♥✐❡♥- ♠❛❥❡✉' ❞❡ ❧❛

❉❲❚ '3,✐❞❡ ❞❛♥, ,❛ ,❡♥,✐❜✐❧✐-3 ( ❧❛ -'❛♥,❧❛-✐♦♥ -❡♠♣♦'❡❧❧❡ ❞❡, ,✐❣♥❛✉① 2✉✐ '❡,-❡ ♣'3,❡♥-❡

❞❛♥, ❧❡, ,32✉❡♥❝❡, ❞❡ ❞3♠❛'❝❤❡✱ ♠L♠❡ ❛♣'F, ❛✈♦✐' ❡✛❡❝-✉3 ✉♥❡ ,②♥❝❤'♦♥✐,❛-✐♦♥✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥,

❞♦♥❝ ❝❤♦✐,✐ ❞✬❛♣♣❧✐2✉❡' ❧❛ -'❛♥,❢♦'♠3❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡'- ✭❍❚✮ 2✉✐ ❞3❝'✐- ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉

,✐❣♥❛❧ ❉❲❚ ♣♦✉' ❧✐♠✐-❡' ❧✬✐♠♣❛❝- ❞❡ ❧❛ -'❛♥,❧❛-✐♦♥ ❬✶✷✸❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥-'❡' ❧✬✐♥-❡'L- ❞❡ ❝❡--❡

-'❛♥,❢♦'♠❛-✐♦♥✱ -♦✉, ❧❡, ❞❡,❝'✐♣-❡✉', ,3❧❡❝-✐♦♥♥3, ,♦♥- ❝♦♠♣❛'3, ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝-✐♦♥ ,✉✐✈❛♥-❡ ❡♥

✉-✐❧✐,❛♥- ❧❡, ❞❡✉① -'❛♥,❢♦'♠❛-✐♦♥, ✿ -'❛♥,❢♦'♠3❡ ❞❡ ❋♦✉'✐❡' ✭❚✶✮ ❡- -'❛♥,❢♦'♠3❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡'-

❛♣♣❧✐2✉3❡ ,✉' ❧❡ ,✐❣♥❛❧ ❉❲❚ ✭❚✷✮✳

✹✳✷✳✸ ❊%✉❞❡ ❝♦♠♣❛.❛%✐✈❡ ❡♥%.❡ ❞❡2❝.✐♣%❡✉.2
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/).❡ ❢❛✐) ♣♦✉. ❧❛ .❡♣.+&❡♥)❛)✐♦♥ ❢.+,✉❡♥)✐❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉& ❛❞❛♣)+❡ > ❝❤❛,✉❡ ❞❡&❝.✐♣)❡✉.✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❛

).❛♥&❢♦.♠+❡ ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❡&) ❝❧❛✐.❡♠❡♥) ♣❧✉& ❛❞❛♣)+❡ ❛✉① ❞❡&❝.✐♣)❡✉.& ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❍❛♥❝❤❡

❡) ❞✉ (❡♥❞✉❧❡✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣❛.❛✐) .❡&♣❡❝)✐✈❡♥) &❡♣) ❢♦✐& ❡) ❝✐♥, ❢♦✐& ❛✈❡❝ ❞❡& )❛✉① ❞❡ .❡❝♦♥♥❛✐&✲

&❛♥❝❡ &✉♣+.✐❡✉.& ❞❛♥& ❧❡& ✽ )❡&)&✳ ❚❛♥❞✐& ,✉❡ ❧❡ ❞❡&❝.✐♣)❡✉. ❏❛♠❜❡ ❡) ❧❛ ❍❛✉0❡✉1 ♦❜)✐❡♥♥❡♥)

❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉.& .+&✉❧)❛)& ❡♥ ✉)✐❧✐&❛♥) ❧❛ ).❛♥&❢♦.♠+❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡.) ❛♣♣❧✐,✉+❡ &✉. ❧❡& &✐❣♥❛✉① ❉❲❚

✭.❡&♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ✻ ❡) ✽ ❢♦✐& &✉♣+.✐❡✉.& &✉. ❧❡& ✽ )❡&)&✮✳

❊♥ ♦❜&❡.✈❛♥) ❧❛ ♥❛)✉.❡ ❞❡& &✐❣♥❛✉① ♣.+&❡♥)+& ❞❛♥& ❧❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✼✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❍❛♥❝❤❡ ❡) ❧❡

❞❡&❝.✐♣)❡✉. (❡♥❞✉❧❡ &♦♥) ♣❧R)♦) ♣+.✐♦❞✐,✉❡& ❡) ❛&&❡③ .+❣✉❧✐❡.&✳ T❛. ❝♦♥&+,✉❡♥)✱ ❧❛ ).❛♥&❢♦.♠+❡

❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❡&) ✉♥❡ ).❛♥&❢♦.♠❛)✐♦♥ ❢.+,✉❡♥)✐❡❧❧❡ ♣❡.)✐♥❡♥)❡ ♣♦✉. ❝❡& &✐❣♥❛✉①✳ T❛. ❝♦♥).❡✱ ❧❡&

✈❛.✐❛)✐♦♥& ❞❡& ❞❡&❝.✐♣)❡✉.& ❏❛♠❜❡ ❡) ❍❛✉0❡✉1 &♦♥) ♣❧✉)U) ✐..+❣✉❧✐A.❡& ✭✜❣✉.❡ ✹✳✼✳❜✮ ❡) ♥+❝❡&✲

&✐)❡♥) ❞♦♥❝ ✉♥❡ .❡♣.+&❡♥)❛)✐♦♥ ♣❧✉& ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ )❡♠♣&✲❢.+,✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ).❛♥&❢♦.♠+❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡.)

❛♣♣❧✐,✉+❡ &✉. ❧❡ &✐❣♥❛❧ ❉❲❚ ❡&) ❞♦♥❝ ♣❧✉& ❛❞+,✉❛)❡✳

❊♥ ❝❡ ,✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✉ ●❡♥♦✉✱ ❧❡& .+&✉❧)❛)& &♦♥) ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥& ♠❛.,✉+&✱ ♠❛✐& ❧❛

).❛♥&❢♦.♠+❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡.) ❛♣♣❧✐,✉+❡ &✉. ❧❡ &✐❣♥❛❧ ❉❲❚ ❡&) )♦✉) ❞❡ ♠/♠❡ &✉♣+.✐❡✉.❡& ❞❛♥& ✺





❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❊❘❙❖◆◆❊❙ #❆❘ ▲❆ ❉➱▼❆❘❈❍❊ ✽✼

♣❧✉% ❛♣♣'♦♣'✐*❡ ♣♦✉' ❝❤❛.✉❡ ❞❡%❝'✐♣0❡✉'✱ ✐❧ ❛♣♣❛'❛✐0 ♠3♠❡ ❡♥ ♣'❡♠✐5'❡ ♣♦%✐0✐♦♥ %✉' ❧❡% 0❡%0

♠✉❧0✐✲♣♦✐♥0% ❞❡ ✈✉❡✳

✹✳✷✳✸✳✺ ■♠♣❛❝* ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐0❛*✐♦♥ ❞❡0 ♣♦✐♥*0 0✉3 ❧❡0 ❞❡0❝3✐♣*❡✉30

▲✬♦❜❥❡❝0✐❢ ❞❡ ❝❡ 0❡%0 ❡%0 ❞❡ ❝♦♠♣❛'❡' ❧❛ ❞*0❡❝0✐♦♥ ❛✉0♦♠❛0✐.✉❡ ❡0 ❧❛ ❞*0❡❝0✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ %✉'

❧❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡% ❞❡%❝'✐♣0❡✉'% ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡' ❞*✜♥✐0✐✈❡♠❡♥0 ❧❡ ♣'♦❝❡%%✉% ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛0✐♦♥

❛✉0♦♠❛0✐.✉❡✳ ?♦✉' ❝❡ 0❡%0✱ ❧❡ ❞❡%❝'✐♣0❡✉' ❍❛✉#❡✉% ♥✬❡%0 ♣❛% ❝♦♥%✐❞*'* ❝❛' ✐❧ '❡♣'*%❡♥0❡ ❧❛

❞✐%0❛♥❝❡ ❡♥0'❡ ❧❡ ♣♦✐♥0 ❧❡ ♣❧✉% ❤❛✉0 ❡0 ❧❡ ♣♦✐♥0 ❧❡ ♣❧✉% ❜❛% ❞❡ ❧❛ %✐❧❤♦✉❡00❡ ✐♥❞*♣❡♥❞❛♠♠❡♥0

❞❡% ♣♦✐♥0% ❞✬✐♥0*'30 ❞*0❡❝0*%✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%✐❞*'* ❧❡% ♠3♠❡% ❞♦♥♥*❡% .✉❡ ❝❡❧❧❡% ❞❡ ❧❛ %❡❝0✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳✸ ✭✺ ♣❡'%♦♥♥❡%

❝❤❛❝✉♥❡ '❡♣'*%❡♥0*❡ ♣❛' ✹ %*.✉❡♥❝❡% ❞❡ ♠❛'❝❤❡% ❞✐✛*'❡♥0❡%✮✳ ❊0❛♥0 ❞♦♥♥* .✉✬✐❧ ❡%0 ❞✐✣❝✐❧❡

❞✬❛♥♥♦0❡' ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥0 ✉♥ ❣'❛♥❞ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ %*.✉❡♥❝❡%✱ ❧❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡% ❞❡%❝'✐♣0❡✉'%

%♦♥0 ❝❛❧❝✉❧*❡% ❡♥ ❛♣♣❧✐.✉❛♥0 ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛0✐♦♥ ❝'♦✐%*❡ ✭▲❡❛✈❡ ❖♥❡ ❖✉0 ❈'♦%% ❱❛❧✐❞❛0✐♦♥✮ .✉✐ ❡%0

✉♥❡ ♠*0❤♦❞❡ ❞✬*✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❛❞❛♣0*❡ ❛✉① ❜❛%❡% ❞❡ ❞♦♥♥*❡% ❞❡ 0❛✐❧❧❡ '*❞✉✐0❡✳

?♦✉' ❝❤❛.✉❡ ❞❡%❝'✐♣0❡✉'✱ ❞❡✉① ♠❛0'✐❝❡% ❞❡ %✐♠✐❧❛'✐0* %♦♥0 ❝♦♥%0'✉✐0❡% ✿ ✉♥❡ ❡♥ ✉0✐❧✐%❛♥0

❧❡% ♣♦✐♥0% ❞✬✐♥0*'30 ❞*0❡❝0*% ❛✉0♦♠❛0✐.✉❡♠❡♥0 ❡0 ❧✬❛✉0'❡ ❡♥ ✉0✐❧✐%❛♥0 ❧❡% ♣♦✐♥0% ❞❡ ❧❛ ✈*'✐0* ❞❡

0❡''❛✐♥ ♣♦✐♥0*% ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥0✳ ❈❤❛.✉❡ ♠❛0'✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛'✐0* ❝♦♥0✐❡♥0 ❧❡% ♠❡%✉'❡% ❞❡ %✐♠✐❧❛'✐0*

✭✶✲ ❞✐%0❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❡♥0'❡ ❧❡% ✷✵ %*.✉❡♥❝❡% ♣❧❛❝*❡% '❡%♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ❡♥ ❧✐❣♥❡% ✭'❡.✉30❡%✮

❡0 ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡% ✭'*❢*'❡♥❝❡%✮✳ ▲❡% ❞✐❛❣♦♥❛❧❡% ♥❡ %♦♥0 ♣❛% ❝♦♥%✐❞*'*❡% ❞❛♥% ❧✬*✈❛❧✉❛0✐♦♥ ✭♠3♠❡

%*.✉❡♥❝❡ ❡0 ♠3♠❡ ♣❡'%♦♥♥❡✮✳ ❈❤❛.✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♠❛0'✐❝❡ ❝♦♥0✐❡♥0 ✸ ❛♣♣❛'✐❡♠❡♥0% ❞❡ ❧❛ ♠3♠❡

♣❡'%♦♥♥❡ %✉' ❞❡% %*.✉❡♥❝❡% ❞✐✛*'❡♥0❡% ✭✸ 0②♣❡% ❞❡ ♠❛'❝❤❡% ❞✐✛*'❡♥0❡% ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ '❡.✉30❡✮

❡0 ✶✻ ❛♣♣❛'✐❡♠❡♥0% ❞❡ ❞✐✛*'❡♥0❡% ♣❡'%♦♥♥❡%✳ ❙♦✐0✱ ❛✉ 0♦0❛❧✱ 3 × 20 = 60 ❛♣♣❛'✐❡♠❡♥0% ❞❡ ❧❛

♠3♠❡ ♣❡'%♦♥♥❡ ❡0 16×20 = 320 ❛♣♣❛'✐❡♠❡♥0% ❞❡ ❞✐✛*'❡♥0❡% ♣❡'%♦♥♥❡% ❞❛♥% ❝❤❛.✉❡ ♠❛0'✐❝❡✳

?♦✉' ♠❡%✉'❡' ❧✬✐♠♣❛❝0 ❞❡% ❡''❡✉'% ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛0✐♦♥ ❞❡% ♣♦✐♥0% %✉' ❧❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡% ❞❡%✲

❝'✐♣0❡✉'%✱ 0'♦✐% ❝'✐05'❡% %♦♥0 ❛♥❛❧②%*% ✿

✕ ◆♦♠❜'❡ ❞❡ ❇♦♥♥❡% ❈❧❛%%✐✜❝❛0✐♦♥% ✭❇❈ ✮ ✿ ✉♥❡ %*.✉❡♥❝❡% '❡.✉50❡ ❡%0 ❝♦''❡❝0❡♠❡♥0 ❝❧❛%✲

%*❡ %✐ ❧❛ %✐♠✐❧❛'✐0* ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛' ❧✐❣♥❡ ❝♦''❡%♣♦♥❞ T ✉♥❡ %*.✉❡♥❝❡ '*❢*'❡♥❝❡ ❛♣♣❛'0❡♥❛♥0

T ❧❛ ♠3♠❡ ♣❡'%♦♥♥❡✳

✕ ◆♦♠❜'❡ ❞❡ ❱'❛✐% ?♦%✐0✐❢% ✭❱0✮ ✿ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❢♦✐% ♦U ❧❡% %✐♠✐❧❛'✐0*% ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥0 T ❧❛



❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❊❘❙❖◆◆❊❙ #❆❘ ▲❆ ❉➱▼❆❘❈❍❊ ✽✽

♠"♠❡ ♣❡%&♦♥♥❡ &♦♥) &✉♣+%✐❡✉%❡& - ❝❡❧❧❡& ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥) - ❞❡& ♣❡%&♦♥♥❡& ❞✐✛+%❡♥)❡&✳ ❈❡

❝%✐)5%❡ ❡&) ♠❛①✐♠✐&+ ♣❛% ✻✵ ♣✉✐&7✉❡ ❧❡ )♦)❛❧ ❞❡& ❛♣♣❛%✐❡♠❡♥)& ❞❡ ❧❛ ♠"♠❡ ♣❡%&♦♥♥❡ ❡&)

+❣❛❧ - ✻✵ ❞❛♥& ♥♦)%❡ ❝❛&✳

✕ ◆♦♠❜%❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛%✐)+& ❆♠❜✐❣=❡& ✭❙❆✮ ✿ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❢♦✐& ♦B ❧❡& &✐♠✐❧❛%✐)+& ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥)

- ❞❡& ♣❡%&♦♥♥❡& ❞✐✛+%❡♥)❡& &♦♥) &✉♣+%✐❡✉%❡& - ❝❡❧❧❡& ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥) - ❧❛ ♠"♠❡ ♣❡%&♦♥♥❡✳

❈❡ ❝%✐)5%❡ ❡&) ♠❛①✐♠✐&+ ♣❛% ✸✷✵ ♣✉✐&7✉❡ ❧❡ )♦)❛❧ ❞❡& ❛♣♣❛%✐❡♠❡♥)& ❞❡ ❞✐✛+%❡♥)❡& ♣❡%✲

&♦♥♥❡& ❡&) +❣❛❧ - ✸✷✵ ❞❛♥& ♥♦)%❡ ❝❛&✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✾ ✕ ■♠♣❛❝) ❞❡ ❧❛ ❞+)❡❝)✐♦♥ ❛✉)♦♠❛)✐7✉❡ ❞❡& ♣♦✐♥)& &✉% ❧❡& ❞❡&❝%✐♣)❡✉%&✳

❉✬❛♣%5& ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ✹✳✾✱ ♥♦✉& ♣♦✉✈♦♥& ❝♦♥&)❛)❡% 7✉❡ ❧❛ ❞+)❡❝)✐♦♥ ❛✉)♦♠❛)✐7✉❡ ❞❡& ♣♦✐♥)&
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❞✐&)❛♥❝❡ ❡♥)%❡ ❧❛ ❤❛♥❝❤❡ ❡) ❧❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉& +❧♦✐❣♥+❡ ❡&) ❞✐%❡❝)❡♠❡♥) ✐♠♣❛❝)+ ♣❛% ❧❡& ❡%%❡✉%&

❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❞❡✉① ♣♦✐♥)& ❞✬❛%)✐❝✉❧❛)✐♦♥ &♣❛)✐❛❧❡♠♥) +❧♦✐❣♥+&✳

▲❡& ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡& ❞✉ ❞❡&❝%✐♣)❡✉% ❏❛♠❜❡ ❛✈❡❝ ❧❡& ♣♦✐♥)& ❛✉)♦♠❛)✐7✉❡& &♦♥) ❧+❣5%❡♠❡♥) ♣❧✉&

+❧❡✈+❡& 7✉❡ ❝❡❧❧❡& ❞❡ ❧❛ ✈+%✐)+ ❞❡ )❡%%❛✐♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉) &✬❡①♣❧✐7✉❡% ✈✐&✉❡❧❧❡♠❡♥) ♣❛% ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡&

✈❛%✐❛)✐♦♥& &♣❛)✐♦✲)❡♠♣♦%❡❧❧❡& ❞❡ ❝❡ ❞❡&❝%✐♣)❡✉%✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❡& ❡%%❡✉%& ❣+♥+%+❡& ♣❛% ❧❡ ♣%♦❝❡&&✉&

❞❡ ❞+)❡❝)✐♦♥ ❛✉)♦♠❛)✐7✉❡ ❛❥♦✉)❡♥) 7✉❡❧7✉❡& ✐%%+❣✉❧❛%✐)+& ❞❛♥& ❧❡ &✐❣♥❛❧ ♣❡%♠❡))❛♥) ❛✐♥&✐ ❞❡

♠✐❡✉① &+♣❛%❡% ❞❡& ♣❡%&♦♥♥❡& ❞✐✛+%❡♥)❡&✳







❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❊❘❙❖◆◆❊❙ #❆❘ ▲❆ ❉➱▼❆❘❈❍❊ ✾✶
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❜❛39❡ 3✉. ❧❛ ♣❛.6✐❡ ✐♥❢9.✐❡✉.❡ ❞✉ ●❊■ ❬✶✵✺❪ H✉❡ ♥♦✉3 ❛♣♣❡❧♦♥3 ■♥❢✲●❊■✱ ❡6 ✉♥❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❜❛39❡✲
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U❛/ ❝♦♥7/❡✱ ❞❛♥4 ❧❛ 4❡❝♦♥❞❡ ❡①♣9/✐♠❡♥7❛7✐♦♥ B✉✐ ♣/94❡♥7❡ ✉♥ ❝♦♥7❡①7❡ ♠✉❧7✐✲✈✉❡4 ✭❞❡/♥✐@/❡

❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ 7❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✸✮✱ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡4 ❛♣♣/♦❝❤❡4 ❡47 ✐♥✈❡/49✳ ❊♥ ❡✛❡7✱ ❧❡4 ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡4 ❞❡4

❛♣♣/♦❝❤❡4 ●❊■ ❡7 ■♥❢✲●❊■ ♦♥7 ❧❛/❣❡♠❡♥7 ❝❤✉79 ❥✉4B✉✬❛ ❛77❡✐♥❞/❡ ✉♥ 7❛✉① ❞❡ /❡❝♦♥♥❛✐44❛♥❝❡



❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❊❘❙❖◆◆❊❙ #❆❘ ▲❆ ❉➱▼❆❘❈❍❊ ✾✹

❞❡ ✶✺✪✳ ❈❡❧❛ ♣)♦✉✈❡ -✉❡ ❧❡. ❛♣♣)♦❝❤❡. .❛♥.✲♠♦❞4❧❡ .♦♥5 5)4. .❡♥.✐❜❧❡. ❛✉① ✈❛)✐❛5✐♦♥. ✐♠♣♦)✲

5❛♥5❡. ❞❡ ♣♦✐♥5 ❞❡ ✈✉❡✳ ❉❛♥. ❧❡ ♠:♠❡ .❡♥.✱ ❧❡. ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡. ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ♣)♦❥❡❝5✐♦♥ .♦♥5

❢♦)5❡♠❡♥5 ❞?❣)❛❞?❡. ❡5 ❡❧❧❡ ♣❡)♠❡5 ❞❡ ❝❧❛..❡) ✉♥✐-✉❡♠❡♥5 ✽✪ ❞❡. ❡①❡♠♣❧❡. )❡-✉:5❡.✱ ❛❧♦).

-✉❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ❢✉.✐♦♥ ♣)♦♣♦.?❡ ♣❡)♠❡5 ❞✬❛..✉)❡) ✉♥ 5❛✉① ❞❡ )❡❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡ ❡♥❝♦✉)❛❣❡❛♥5 ❞❡

✺✹✪✱ ❡5 ♠♦♥5)❡ ❞❡. ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡. ❛..❡③ .5❛❜❧❡. ❡♥5)❡ ♠♦♥♦ ❡5 ♠✉❧5✐✲✈✉❡.✳

❊5❛♥5 ❞♦♥♥? -✉❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ♣)♦♣♦.?❡ ❡.5 ❜❛.?❡ .✉) ❧❛ ♣❛)5✐❡ ✐♥❢?)✐❡✉)❡ ❞✉ ❝♦)♣. ❤✉♠❛✐♥

✭✹✴✺ ❞❡.❝)✐♣5❡✉). .♦♥5 ❡①5)❛✐5. ❞❡ ❝❡55❡ )?❣✐♦♥✮✱ ❧❡. ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡. ♦❜5❡♥✉❡. ❞❡ ✻✵✪ ❞❛♥. ❧❡.

5❡.5. ♠♦♥♦✲✈✉❡ ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♥❞❡ ❡①♣?)✐♠❡♥5❛5✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥5 :5)❡ ❝♦♥.✐❞?)?❡. ❝♦♠♠❡ ❛..❡③ ❜♦♥♥❡.

❝♦♠♣❛)?❡. E ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ■♥❢✲●❊■ -✉✐ ✉5✐❧✐.❡ ❛✉..✐ ❧❛ ♣❛)5✐❡ ✐♥❢?)✐❡✉)❡✳

❉✬❛♣)4. ❧❡. )?.✉❧5❛5. ♦❜5❡♥✉.✱ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❝♦♥❝❧✉)❡ -✉❡ ✿

✕ ▲❡. ❛♣♣)♦❝❤❡. .❛♥.✲♠♦❞4❧❡ )❡.5❡♥5 ❧❡. ♣❧✉. ❛♣♣)♦♣)✐?❡. ♣♦✉) ✐❞❡♥5✐✜❡) ❧❡. ♣❡).♦♥♥❡. ♣❛)

❧❛ ❞?♠❛)❝❤❡ ❡♥ ♠♦♥♦✲✈✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡. ✈❛)✐❛5✐♦♥. ❞❡ ♠♦❞❡. ❞❡ ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥5✱

✕ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ♣)♦♣♦.?❡✱ ✉5✐❧✐.❛♥5 ❧❡ .-✉❡❧❡55❡✱ ❛..✉)❡ -✉❛♥5 E ❡❧❧❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣)♦♠✐. ❡♥

5❡)♠❡. ❞❡ 5❛✉① ❞❡ )❡❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡ ♠♦♥♦✴♠✉❧5✐✲✈✉❡.✱ ❝❡ -✉✐ ♣)♦✉✈❡ ❧✬✐♥5?):5 ❞❡ .♦♥ ❛♣✲

♣❧✐❝❛5✐♦♥ ❞❛♥. ✉♥ ❝♦♥5❡①5❡ ♥♦♥✲❝♦♥5)M❧?✳

✹✳✸ ■❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡- ♣❡/-♦♥♥❡- ❡♥ ✈✉❡ ❢/♦♥'❛❧❡

▲❛ ♠❛❥♦)✐5? ❞❡. ❛♣♣)♦❝❤❡. ❞❡ ❧❛ ❧✐55?)❛5✉)❡ .❡ .♦♥5 ❢♦❝❛❧✐.?❡. .✉) ❧✬✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ❞❡. ♣❡)✲

.♦♥♥❡. ♣❛) ❧❛ ❞?♠❛)❝❤❡ ❡♥ ✈✉❡ ❧❛5?)❛❧❡ ✭❢)♦♥5♦✲♣❛)❛❧❧4❧❡ ♦✉ ♦❜❧✐-✉❡✮✳ ❚)4. ♣❡✉ .❡ .♦♥5 ✐♥✲

5?)❡..?❡. E ❧❛ )❡❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡ ❞❡. ♣❡).♦♥♥❡. ❡♥ ✈✉❡ ❢)♦♥5❛❧❡ ❝❛) ❞❛♥. ❝❡ ❝♦♥5❡①5❡✱ ❧❡ ❢❛✐❜❧❡

♠♦✉✈❡♠❡♥5 ❞❡. .✐❧❤♦✉❡55❡. ♦❜.❡)✈?❡. )❡♥❞ ❧❛ ♣❤❛.❡ ❞❡ ❝❛)❛❝5?)✐.❛5✐♦♥ ♣❧✉. ❞?❧✐❝❛5❡✳

❉❛♥. ❝❡55❡ ♣❛)5✐❡✱ ♥♦✉. ✐♥5)♦❞✉✐.♦♥. ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❞✬✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ❡♥ ✈✉❡ ❢)♦♥5❛❧❡

❜❛.?❡ .✉) ❧❛ ❞✐.5)✐❜✉5✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥5 ❞❛♥. ❧❡. .✐❧❤♦✉❡55❡.✳ ▲❡. ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡. ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡

♣)♦♣♦.?❡ .♦♥5 ❡♥.✉✐5❡ ❝♦♠♣❛)?❡. E ♣❧✉.✐❡✉). 5)❛✈❛✉① ❡①✐.5❛♥5. ❞❡ ❧❛ ❧✐55?)❛5✉)❡✳

✹✳✸✳✶ ❆♥❛❧②)❡ ❞❡) ♠♦✉✈❡♠❡♥0) ❡♥ ✈✉❡ ❢2♦♥0❛❧❡

❊♥ ✈✉❡ ❢)♦♥5❛❧❡✱ ❧❡. ♠♦✉✈❡♠❡♥5. ❞❡. .✐❧❤♦✉❡55❡. .♦♥5 ❛..❡③ )?❞✉✐5. ?5❛♥5 ❞♦♥♥? -✉❡ ❧❡.

♣❡).♦♥♥❡. .❡ ❞?♣❧❛❝❡♥5 ❡♥ ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♠♣❛❝5✳ ▲❛ ♣❤❛.❡ ❞❡ ❝❛)❛❝5?)✐.❛5✐♦♥ ❡.5 ❛❧♦). ❛..❡③ ❞✐✣✲
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❝✐❧❡✳ '♦✉*+❛♥+ ❧❡ ❝❡*✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❡1+ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ *❡❝♦♥♥❛5+*❡ ✉♥❡ ♣❡*1♦♥♥❡ ❡♥ ✈✉❡ ❢*♦♥+❛❧❡ ❞❡

❧♦✐♥✳ ❈♦♠♠❡♥+ ❢❛✐+ ✐❧ ❄

❊♥ ❛♥❛❧②1❛♥+ ❧❡1 ♠♦✉✈❡♠❡♥+1✱ ♥♦✉1 1♦♠♠❡1 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞<+❡❝+❡* =✉❡❧=✉❡1 ♣❛*+✐❝✉❧❛*✐+<1

=✉✐ ❞✐✛?*❡♥+ ❞✬✉♥❡ ♣❡*1♦♥♥❡ A ❧✬❛✉+*❡✳ '❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♣❡*1♦♥♥❡ ❜♦✉❣❡ ✉♥ ♣❡✉✱ +*♦♣ ♦✉ ❥❛✲

♠❛✐1 1❡1 ❜*❛1 ♦✉ ♣❧✉1 ♦✉ ♠♦✐♥1 1❛ +F+❡ ♣❡♥❞❛♥+ ❧❡ ❞<♣❧❛❝❡♠❡♥+✱ ✉♥❡ ❛✉+*❡ ❛✉*❛ ❧❛ ♣❧✉1 ❣*❛♥❞❡

❢♦✉❧<❡✳ ❊♥ 1✬❛♣♣✉②❛♥+ 1✉* ❝❡++❡ ❝♦♥1+❛+❛+✐♦♥✱ ♥♦✉1 ♣*♦♣♦1♦♥1 ❞❡ ❢♦♥❞❡* ♥♦+*❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ 1✉*

❧✬❤②♣♦+❤?1❡ 1✉✐✈❛♥+❡ ✿ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❝♦**❡❝+❡♠❡♥+ ❝❛*❛❝+<*✐1❡* ✉♥❡ ♣❡*1♦♥♥❡ ♣❛* ❧❛ ❞<♠❛*❝❤❡

❡♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❢*♦♥+❛❧❡ 1✐ ♥♦✉1 ♣❛*✈❡♥♦♥1 A ❜✐❡♥ ♠♦❞<❧✐1❡* ❧❛ ❞✐1+*✐❜✉+✐♦♥ ❞❡1 ♠♦✉✈❡♠❡♥+1

❞❡ ❧❛ ♣❡*1♦♥♥❡ ❞❛♥1 +♦✉+❡ 1❛ 1✐❧❤♦✉❡++❡✳ '♦✉* ❛11✉*❡* ❝❡+ ♦❜❥❡❝+✐❢✱ ♥♦✉1 ✐♥+*♦❞✉✐1♦♥1 ❞❛♥1 ❧❛

1❡❝+✐♦♥ 1✉✐✈❛♥+❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡1 *❡♣*<1❡♥+❛+✐♦♥1 ❛♣♣❡❧<❡1 ❘❡♣*<1❡♥+❛+✐♦♥ ❋*<=✉❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❉<♠❛*❝❤❡ ✭❘❋❉✮ ❡+ ❘❡♣*<1❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❧❛ ❉<♠❛*❝❤❡ ✭❘❊❉✮✳ ❈❡1 ❞❡✉① *❡♣*<✲

1❡♥+❛+✐♦♥1 1♦♥+ ❝❛❧❝✉❧<❡1 A ♣❛*+✐* ❞❡1 ✐♠❛❣❡1 ❜✐♥❛✐*❡1 ❞❡1 1✐❧❤♦✉❡++❡1 ❛❧✐❣♥<❡1 ❡+ ♥♦*♠❛❧✐1<❡1✳

❚♦✉+❡1 ❧❡1 ❜♦✐+❡1 ❡♥❣❧♦❜❛♥+❡1 1♦♥+ *❡❞✐♠❡♥1✐♦♥♥<❡1 ❡♥ 128× 48 ♣✐①❡❧1 ♣❛* ✐♥+❡*♣♦❧❛+✐♦♥ ❜✐❝✉✲

❜✐=✉❡✳ ❈❡1 1✐❧❤♦✉❡++❡1 1♦♥+ ❡♥1✉✐+❡ +*❛♥1❧❛+<❡1 ♣♦✉* ❛❧✐❣♥❡* ❧❡✉* ❛①❡ ❞❡ 1②♠<+*✐❡ ✈❡*+✐❝❛❧ ❛✉

♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐+❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥+❡✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉1+*❡ =✉❡❧=✉❡1 1✐❧❤♦✉❡++❡1 ♣*<+*❛✐+<❡1 ♣♦✉* ❧❛

♠F♠❡ ♣❡*1♦♥♥❡✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❙✐❧❤♦✉❡++❡1 ❛❧✐❣♥<❡1 ❡+ ♥♦*♠❛❧✐1<❡1 ♣♦✉* ❧❛ ♠F♠❡ ♣❡*1♦♥♥❡✳

✹✳✸✳✶✳✶ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❋'(0✉❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉(♠❛'❝❤❡ ✭❘❋❉✮

▲❛ ❘❡♣*<1❡♥+❛+✐♦♥ ❋*<=✉❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉<♠❛*❝❤❡ ❡1+ ✉♥ ♠♦❞?❧❡ ✷❉ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣*✐1

✐❧❧✉1+*❛♥+ ❧❛ ❞✐1+*✐❜✉+✐♦♥ ❞❡1 ♠♦✉✈❡♠❡♥+1 ❞❡1 1✐❧❤♦✉❡++❡1✳ ❈❡++❡ *❡♣*<1❡♥+❛+✐♦♥ ❡1+ ❜❛1<❡ 1✉*

❧❡1 ✐♠❛❣❡1 ❞❡ ❞✐✛<*❡♥❝❡1 ❡♥+*❡ ✐♠❛❣❡1 1✉❝❡11✐✈❡1 ❞❡ ❧❛ 1<=✉❡♥❝❡✳ '♦✉* ❝❤❛=✉❡ ♣✐①❡❧✱ ♥♦✉1

❝✉♠✉❧♦♥1 ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❢♦✐1 ♦U ✐❧ ❛ ❝❤❛♥❣< ❞✬<+❛+ ❞❡ ✵ A ✶ ♦✉ ✈✐❝❡ ✈❡*1❛ ❡♥+*❡ ✷ ✐♠❛❣❡1

1✉❝❡11✐✈❡1 ✭✵ ♣✐①❡❧ ✐♥❛❝+✐❢ ✱ ✶ ♣✐①❡❧ ❛❝+✐❢✮✳ ❯♥❡ <+❛♣❡ ❞❡ ♥♦*♠❛❧✐1❛+✐♦♥ ❡1+ ❡♥1✉✐+❡ ❛♣♣❧✐=✉<❡

❡♥ ❞✐✈✐1❛♥+ ♣❛* ❧❛ ✈❛❧❡✉* ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲❡ ♣*♦❝❡11✉1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❘❋❉ ❡1+ ♣*<1❡♥+< ❞❛♥1

❧✬❛❧❣♦*✐+❤♠❡ ✹✳✶✳



RFD (i, j) = 0; ∀ i = 1..L et ∀ j = 1..W

t = 1..T

I (i, j) GFR (i, j)+ = 1

RFD (i, j) = RFD(i,j)
M

M GFR (i, j)
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❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡♣+,-❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❧❛ ❉,♠❛+❝❤❡ ✭❘❊❉✮✳

■♥✐&✐❛❧✐0❛&✐♦♥

❚ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬✐♠❛❣❡- ❞❛♥- ❧❛ -,>✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛+❝❤❡

❍ ❡/ ▲ ✿ ❤❛✉/❡✉+ ❡/ ❧❛+❣❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐/❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥/ ❧❡- -✐❧❤♦✉❡//❡- ✭❡♥ ♣✐①❡❧-✮

S (i, j) = 0; et RED (i, j) = 0; ∀ i = 1..L et ∀ j = 1..W

4$♦❝❡00✉0

@♦✉+ t = 1..T − 1

S (i, j)+ = |I (i, j, t+ 1)− I (i, j, t) | ❛✈❡❝ ■ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ -✐❧❤♦✉❡//❡✳

❋✐♥

RED (i, j) =

{

1 Si S (i, j) 6= 0

0 sinon

▲❛ ✜❣✉+❡ ✹✳✶✸ ✐❧❧✉-/+❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❊❉ ❡/ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✹✳✶✹ ♣+,-❡♥/❡ ❧❡- ❘❊❉ ♣♦✉+ ❧❡-

♠G♠❡- ♣❡+-♦♥♥❡- ❡/ -,>✉❡♥❝❡- >✉❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✹✳✶✸✳
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❝❛$❛❝%&$✐(&❡✱ +%$❡ ✉♥ ♠❛$/✉❡✉$ ❞✬✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡( ♣❡$(♦♥♥❡(✳

✹✳✸✳✶✳✸ ❈❛&❛❝()&✐+❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐+(&✐❜✉(✐♦♥ ❞❡+ ♠♦✉✈❡♠❡♥(+

❊%❛♥% ❞♦♥♥& /✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ✉♥❡ $❡♣$&(❡♥%❛%✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣$✐( ✭❘❋❉✮ ❡% ✉♥❡ $❡♣$&✲

(❡♥%❛%✐♦♥ ❜✐♥❛✐$❡ ✭❘❊❉✮ ❞❡✉① ❝❛$❛❝%&$✐(❛%✐♦♥( ❞✐✛&$❡♥%❡( (♦♥% ❛♣♣❧✐/✉&❡(✳

@♦✉$ ❞&❝$✐$❡ ✉♥❡ (✐❣♥❛%✉$❡ ❞❡ ❞&♠❛$❝❤❡ ♣❛$ ❧❛ ❞✐(♣❡$%✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥%✱ ❞❡✉① ❛❧%❡$♥❛✲

%✐✈❡( ♦♥% &%& ❛❞♦♣%&❡( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐%%&$❛%✉$❡✳ ▲❛ ♣$❡♠✐C$❡ ❝♦♥(✐(%❡ D ❝♦♥(✐❞&$❡$ ❧❡( ♣$♦❥❡❝%✐♦♥(

❤♦$✐③♦♥%❛❧❡( ❡% ✈❡$%✐❝❛❧❡( ✭$❡(♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% (✉$ ❧❡( ❧✐❣♥❡( ❡% ❝♦❧♦♥♥❡(✮ ❞❡( (✐❧❤♦✉❡%%❡( ❝♦♠♠❡

❞❛♥( ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ ❢$✐(❡ ❬✶✵✷❪ ❬✶✵✸❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐C♠❡ %✐❡♥% ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡$(✐♦♥ ❞❡( ❝♦♥%♦✉$(

❡♥ (❡ $&❢&$❛♥% ❛✉ ❝❡♥%$♦L❞❡ ❞❡( (✐❧❤♦✉❡%%❡( ❬✾✻❪ ❬✾✼❪ ❬✾✽❪✳

@♦✉$ ❝❛$❛❝%&$✐(❡$ ❧❛ ❘❋❉✱ ♥♦✉( ♣$♦♣♦(♦♥( ❞❡✉① ❞❡(❝$✐♣%❡✉$( ❡①♣❧♦✐%❛♥% ❧❡( ♠+♠❡( ❛❧✲

%❡$♥❛%✐✈❡(✳ ▲❡ ♣$❡♠✐❡$ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥%$♦♣✐❡ ❞❡( ✐♥%❡♥(✐%&( ♣♦✉$ ❝❤❛/✉❡ ❧✐❣♥❡ ✭$❡(♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%

❝♦❧♦♥♥❡✮ ❞❡ ❧❛ ❘❋❉ (❛♥( ❝♦♥(✐❞&$❡$ ❧❡( ♣✐①❡❧( ♥♦✐$( ✭❛❜(❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥%✮✳ ❚♦✉%❡( ❧❡( ✈❛✲

❧❡✉$( ❞✬❡♥%$♦♣✐❡( (♦♥% (%♦❝❦&❡( ❞❛♥( ✉♥ (❡✉❧ ✈❡❝%❡✉$ ❝❛$❛❝%&$✐(%✐/✉❡ ❞❡ %❛✐❧❧❡ 128 + 48 = 176

&❧&♠❡♥%( ✭❛♣♣❡❧& ✷❉✲❊♥'(♦♣✐❡✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐C♠❡ ❞❡(❝$✐♣%❡✉$ ♠♦❞&❧✐(❡ ❧❛ ❞✐(%$✐❜✉%✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡✲

♠❡♥% ♣❛$ $❛♣♣♦$% ❛✉ ❝❡♥%$♦L❞❡ ❞❡ ❧❛ (✐❧❤♦✉❡%%❡✳ ▲❡( ♣✐①❡❧( (♦♥% ❞✬❛❜♦$❞ ♦$❣❛♥✐(&( ❡♥ ♥ ❝❧❛((❡(

❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉$ ✐♥%❡♥(✐%&✳ ❈❤❛/✉❡ ❝❧❛((❡ ❡(% ❡♥(✉✐%❡ $❡♣$&(❡♥%&❡ ♣❛$ ✉♥ ❤✐(%♦❣$❛♠♠❡ ❞❡

❞✐(%$✐❜✉%✐♦♥ ❞❡( ❞✐(%❛♥❝❡( ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡( ❡♥%$❡ ❧❡( ♣✐①❡❧( ❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❡% ❧❡ ❝❡♥%$♦L❞❡ ❞❡ ❧❛ (✐❧✲

❤♦✉❡%%❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ✉♥ ✈❡❝%❡✉$ ❝❛$❛❝%&$✐(%✐/✉❡ ✭♥♦♠♠& ❍✐.'✲❞✐.'❛♥❝❡.✮ ❞❡ %❛✐❧❧❡ n × b ❡(%

♦❜%❡♥✉✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ✜①& n = b = 5 ♣♦✉$ ❛((✉$❡$ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉$ ❝♦♠♣$♦♠✐( ❡♥%$❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉

✈❡❝%❡✉$ ❝❛$❛❝%&$✐(%✐/✉❡ ❡% ❧❡ %❛✉① ❞❡ $❡❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❘❊❉ ❡(% ✉♥ ♠♦❞C❧❡ ❜✐♥❛✐$❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②(❡ ❜❛(&❡ (✉$ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❡(% ❜✐❡♥ ❛❞❛♣%&❡

♣♦✉$ ❧❛ ❝❛$❛❝%&$✐(❛%✐♦♥✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ❛❧♦$( ❡①♣❧♦✐%& ❧❡( ❞❡(❝$✐♣%❡✉$( ❞❡ ❢♦$♠❡ ❧❡( ♣❧✉( ✉%✐❧✐(&(

❞❛♥( ❧❛ ❧✐%%&$❛%✉$❡ /✉✐ (♦♥% ❧✬❤✐(%♦❣$❛♠♠❡ ❞❡ ❣$❛❞✐❡♥%( ♦$✐❡♥%&( ❬✸✺❪✱ ❧❡( ♠♦♠❡♥%( ❞❡ ❩❡$♥✐❦❡

❬✻✵❪ ❡% ❞❡ ❍✉ ❬✻✶❪✳ ❈❡( ❞❡(❝$✐♣%❡✉$( ♦♥% &%& ❞&❥D ✐♥%$♦❞✉✐%( ❞❛♥( ❧❡ ❝❤❛♣✐%$❡ ✷✳ ■❧( (♦♥% ❝♦♥(✐❞&$&(

♣❛$♠✐ ❧❡( ♣❧✉( $♦❜✉(%❡( ♣♦✉$ ❝❛$❛❝%&$✐(❡$ ❧❡( ❢♦$♠❡( ❝♦♠♣❧❡①❡(✳

✹✳✸✳✷ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡/ ❞❡/❝1✐♣)❡✉1/ ❢1♦♥)❛✉①

❉❛♥( ❝❡%%❡ (❡❝%✐♦♥✱ ♥♦✉( ❝♦♠♠❡♥\♦♥( ♣❛$ $&❛❧✐(❡$ ✉♥❡ &%✉❞❡ ❝♦♠♣❛$❛%✐✈❡ ❡♥%$❡ %♦✉( ❧❡(

❞❡(❝$✐♣%❡✉$( ✐♥%$♦❞✉✐%( ❞❛♥( ❧❛ (❡❝%✐♦♥ ♣$&❝&❞❡♥%❡✳ ❊♥(✉✐%❡✱ ♥♦✉( &✈❛❧✉♦♥( ❧✬❛♣♣♦$% ❞❡ ❧❛ ❢✉✲

(✐♦♥ ❞❡( ♣❧✉( $♦❜✉(%❡( ❞✬❡♥%$❡ ❡✉① (✉$ ❧❡( %❛✉① ❞❡ $❡❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡✳
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✹✳✸✳✷✳✶ %&♦(♦❝♦❧❡ ❞❡ (❡-( ❡( &.-✉❧(❛(-

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%✐❞,-, ❧❡% %,0✉❡♥❝❡% ❞❡ ❧❛ ❜❛%❡ ❈❆❙■❆ ✭❆✮ ❡♥ ✈✉❡ ❢-♦♥9❛❧❡✳ ❆✉ 9♦9❛❧ ✽✵

%,0✉❡♥❝❡% %♦♥9 ✉9✐❧✐%,❡% ♣♦✉- ❧❡% 9❡%9% ✭✷✵ ♣❡-%♦♥♥❡% ❞✐✛,-❡♥9❡%✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❡%9 -❡♣-,%❡♥9,❡ ♣❛-

✹ %,0✉❡♥❝❡% ❞❡ ♠❛-❝❤❡✮✳

@♦✉- ❝♦♠♣❛-❡- ❧❡% ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡% ❞❡% ❞❡%❝-✐♣9❡✉-% ❢-♦♥9❛✉①✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❛♣♣❧✐0✉, ❧❡ ♠B♠❡

♣-♦9♦❝♦❧❡ ❞❡ 9❡%9 0✉❡ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝9✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ▲❡% ✽✵ %,0✉❡♥❝❡% ❢-♦♥9❛❧❡% ♦♥9 ,9, ❞✐✈✐%,❡% ❡♥

❞❡✉① ❣-♦✉♣❡% ❞✐%9✐♥❝9% ✿ -❡0✉B9❡% ❡9 -,❢,-❡♥❝❡%✳ ▲❡ 9❡%9 ❝♦♥%✐%9❡ I ❛99-✐❜✉❡- ✉♥❡ ✐❞❡♥9✐9, I

❝❤❛0✉❡ %,0✉❡♥❝❡ -❡0✉B9❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛-❛♥9 I 9♦✉9❡% ❧❡% %,0✉❡♥❝❡% -,❢,-❡♥❝❡% ❡♥ ♠❛①✐♠✐%❛♥9

❧❛ %✐♠✐❧❛-✐9,✳ ▲❡ 9❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✹ -❡♣-,%❡♥9❡ ❧❡% 9❛✉① ❞❡ -❡❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡ ♦❜9❡♥✉% ♣♦✉- 9♦✉% ❧❡%
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❇❛/♥✐❝❤ ❡( ❉/♦♦❣❡♥❜/♦❡❝❦ ❬✶✷✼❪ ♦♥( ♣/♦♣♦,< ❞❡ ❝♦✉✈/✐/ ❧❛ ,✉/❢❛❝❡ ✐♥(</✐❡✉/❡ ❞❡, ,✐❧❤♦✉❡((❡,

♣❛/ ❞❡, /❡❝(❛♥❣❧❡, ❛❞❛♣(❛(✐❢,✳ ❯♥❡ <(❛♣❡ ❞❡ ✜❧(/❛❣❡ ❡,( /<❛❧✐,<❡ ❛✜♥ ❞✬❛,,✉/❡/ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠✲

♣/♦♠✐, ❡♥(/❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❝♦✉✈❡/( ❡( ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ /❡❝(❛♥❣❧❡, ✉(✐❧✐,<✳ G♦✉/ ❝❤❛F✉❡ ✐♠❛❣❡✱ ❞❡✉①

❤✐,(♦❣/❛♠♠❡,✱ F✉✐ /❡♣/<,❡♥(❡♥( ❧❡, ❞✐,(/✐❜✉(✐♦♥, /❡,♣❡❝(✐✈❡, ❞❡, ❧❛/❣❡✉/, ❡( ❞❡, ❤❛✉(❡✉/, ❞❡,

/❡❝(❛♥❣❧❡,✱ ,♦♥( ❝♦♥❝❛(<♥<,✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥(✱ ✉♥ ✈♦(❡ ♠❛❥♦/✐(❛✐/❡ ,✉/ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,✐❣♥❛(✉/❡,

❡,( ❛♣♣❧✐F✉< ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥(✐✜❡/ ✉♥❡ ,<F✉❡♥❝❡ /❡F✉[(❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/( ❛✉① ,<F✉❡♥❝❡, /<❢</❡♥❝❡,✳

G♦✉/ ❧❛ ❝♦♠♣❛/❛✐,♦♥ F✉✐ ,✉✐(✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, /❡(❡♥✉ ❧❡, ❛♣♣/♦❝❤❡, ❬✾✼❪ ❬✶✷✺❪ ❬✶✷✻❪ F✉✐ ♦♥( <(<

<✈❛❧✉<❡, ,✉/ ❧❛ ❜❛,❡ ❈❆❙■❆✭❆✮✳





 



❈❤❛♣✐%&❡ ✺

■❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡/ ♣❡&/♦♥♥❡/ ♣❛&

❧✬❛//♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛&❡♥❝❡ ❡% ❞❡ ❧❛

❞2♠❛&❝❤❡

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❧❡# ❝❤❛♣✐*+❡# ♣+,❝,❞❡♥*#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣+,#❡♥*, *+♦✐# ❛♣♣+♦❝❤❡# ❞❡#*✐♥,❡# 2 ✐❞❡♥*✐✜❡+

❧❡# ♣❡+#♦♥♥❡# ♣❛+ ❧✬❛♣♣❛+❡♥❝❡ ♦✉ ♣❛+ ❧❛ ❞,♠❛+❝❤❡✳ ▲❡# ❞✐✛,+❡♥*❡# ❛♣♣+♦❝❤❡# ♦♥* ,*, *❡#*,❡# ❡*

❝♦♠♣❛+,❡# ❞❛♥# ♣❧✉#✐❡✉+# ❝♦♥*❡①*❡# ❡①♣,+✐♠❡♥*❛✉① ✈❛+✐❛♥* ❧❡# ♠♦❞❡# ❞❡ ❞,♣❧❛❝❡♠❡♥* ❡*✴♦✉

❧❡# ♣♦✐♥*# ❞❡ ✈✉❡ ✭❢+♦♥*♦✲♣❛+❛❧❧>❧❡✱ ♦❜❧✐@✉❡✱ ❢+♦♥*❛❧✮✳ ▲❡ ❜✉* ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ❡#* ❞❡ ♣+♦♣♦#❡+ ✉♥

#②#*>♠❡ ❝♦♠♣❧❡* ❛##♦❝✐❛♥* ❧✬❛♣♣❛+❡♥❝❡ ❡* ❧❛ ❞,♠❛+❝❤❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♠,❧✐♦+❡+ ❧❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# ❞❡

+❡❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ❞❡# ♣❡+#♦♥♥❡# ❡♥ ♠✉❧*✐✲❝❛♠,+❛#✳ ❈❡ #②#*>♠❡ #❡+❛ *❡#*, ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥*❡①*❡ +,❡❧ ❞❡

✈✐❞,♦#✉+✈❡✐❧❧❛♥❝❡ #✉+ ✉♥❡ ❜❛#❡ ❞✬✐♠❛❣❡# ✐♥*,❣+❛♥* ❧❡# ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡# ❞✐✣❝✉❧*,# ❧✐,❡# 2 ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❛ #❡❝*✐♦♥ #✉✐✈❛♥*❡ ✐♥*+♦❞✉✐* ❧❡ ♣+♦❝❡##✉# ❞✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡# ♣❡+#♦♥♥❡# ♣+♦♣♦#, ❝♦✉♣❧❛♥*

❧✬❛♣♣❛+❡♥❝❡ ❡* ❧❛ ❞,♠❛+❝❤❡✳ ▲❛ *+♦✐#✐>♠❡ #❡❝*✐♦♥ ❡#* +,#❡+✈,❡ 2 ❧❛ ❞❡#❝+✐♣*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛#❡

❞✬✐♠❛❣❡#✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ *♦✉# ❧❡# +,#✉❧*❛*# #♦♥* ♣+,#❡♥*,# ❡* ❞✐#❝✉*,# ❞❛♥# ❧❛ #❡❝*✐♦♥ ✺✳✹✳

✺✳✷ ❆♣♣&♦❝❤❡ ♣&♦♣♦12❡

▲✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ♣❛+ ❧✬❛♣♣❛+❡♥❝❡ ❡#* ❜❛#,❡ #✉+ ❧❛ ❢✉#✐♦♥ ❞❡# ❞❡#❝+✐♣*❡✉+# ❞❡ ❝♦✉❧❡✉+# ❛②❛♥*

❞♦♥♥, ❧❡# ♠❡✐❧❧❡✉+# +,#✉❧*❛*# ✭#❡❝*✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮✳ J♦✉+ ❧❛ ❞,♠❛+❝❤❡✱ ❧✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❡♥ ✈✉❡ ❧❛*,+❛❧❡

❡#* +,❛❧✐#,❡ ❡♥ ❢✉#✐♦♥♥❛♥* ❞❡# ❞❡#❝+✐♣*❡✉+# #♣❛*✐♦✲*❡♠♣♦+❡❧# ❧❡# ♣❧✉# +♦❜✉#*❡# ✭#❡❝*✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳✷✮✱

✶✵✺





A = {APP1 , APP2 , ... , APPn}

A
′

=

{

APP
′

1
, APP

′

2
, ... , APP

′

n

}
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❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✺✳✶ #$♦❝❡((✉( ❞✬✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡( ♣❡$(♦♥♥❡( ♣❛$ ❧✬❛♣♣❛$❡♥❝❡✳

❚❛♥. 5✉❡ A 6= ∅ ♦✉ A
′

6= ∅

{

APP , APP
′
}

= max
(

APP1..n , APP
′

1..m

)

✿ #$❧❡❝(✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ #✐❣♥❛(✉/❡

{

APP , APP
′
}

♠❛①✐♠✐#❛♥( ❧❛ #✐♠✐❧❛/✐($

A = A − {APP} ❡( A
′

= A
′

−
{

APP
′
}

✿ /❡(✐/❡/ ❧❡# #✐❣♥❛(✉/❡# #$❧❡❝(✐♦♥♥$❡# 2 ♣❛/(✐/ ❞❡#

❡♥#❡♠❜❧❡# A ❡( A
′

❋✐♥

❋✐♥❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❡ /$#✉❧(❛( ❡#( ✉♥ ❣/❛♣❤❡ ✭✜❣✉/❡ ✺✳✷✮ ♦= ❝❤❛>✉❡ ♥?✉❞ /❡♣/$#❡♥(❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡

❞✬✐♠❛❣❡# ❛((/✐❜✉$ 2 ❧❛ ♠A♠❡ ✐❞❡♥(✐($ ❡♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠$/❛ ❡( ❧❡# ❛/❝# /❡♣/$#❡♥(❡♥( ❧❛ ❝♦♥#❡/✈❛(✐♦♥

❞❡ ❧✬✐❞❡♥(✐($ ❡♥ ♠✉❧(✐✲❝❛♠$/❛ ✭❝❛# ❞❡# /$✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥#✮✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❘❡♣/$#❡♥(❛(✐♦♥ ❞✉ /$#✉❧(❛( #♦✉# ❢♦/♠❡ ❞❡ ❣/❛♣❤❡✳

✺✳✷✳✷ ❚❡%& ❞✬❛♠❜✐❣.✐&/

●$♥$/❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❡# ♠♦❞H❧❡# ❞✬❛♣♣❛/❡♥❝❡ #♦♥( ♣❧✉# /♦❜✉#(❡# ❡( ❡✣❝❛❝❡# ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥(❡①(❡

❞✬✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ♠♦♥♦✲❝❛♠$/❛ >✉❡ ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥(❡①(❡ ❞❡ /$✲✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ♠✉❧(✐✲❝❛♠$/❛#✳ ❈❡❝✐

❡#( ❞K ❛✉① ✈❛/✐❛(✐♦♥# ❞❡ ♣♦#❡✱ ❞❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥# ❞✬$❝❧❛✐/❛❣❡ ❡( ❞✬$❝❤❡❧❧❡ ❛✐♥#✐ >✉❡ ❧❛ ✈❛/✐❛❜✐❧✐($

❞❡# /$♣♦♥#❡# ❝♦❧♦/✐♠$(/✐>✉❡# ❡♥(/❡ ❧❡# ❝❛♠$/❛# ❞✉ /$#❡❛✉✳ ❆✜♥ ❞❡ /❡♥❢♦/❝❡/ $✈❡♥(✉❡❧❧❡♠❡♥(

❧✬✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ♣❛/ ❧❛ ❞$♠❛/❝❤❡✱ ♥♦✉# ♣/♦♣♦#♦♥# ✉♥ (❡#( ♣♦✉/ ❞$(❡❝(❡/ ❧❡# ♣❛##❛❣❡# ❛♠❜✐❣✉#
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♣❛% &❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ &✐♠✐❧❛%✐./✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ✉♥ ♣❛&&❛❣❡ ❡&. ❥✉❣/ ✓ ❛♠❜✐❣✉ ✔ &✐ ❧❛ &✐♠✐❧❛%✐./ ❞✬✉♥

❛%❝ ❞❡ %/✲✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❡&. ✐♥❢/%✐❡✉%❡ ? ✉♥ &❡✉✐❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❝❡ &❡✉✐❧ &❡%❛ ❞✐&❝✉./❡ ❧♦%& ❞❡

❧✬/.✉❞❡ ❡①♣/%✐♠❡♥.❛❧❡ ❞❛♥& ❧❡ ♣❛%❛❣%❛♣❤❡ ✺✳✹✳✶✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♥'♦❧✐❞❛,✐♦♥ ♣❛. ❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧❛ ❞1♠❛.❝❤❡

❈❡..❡ /.❛♣❡ ❝♦♥&✐&.❡ ? ❝♦%%✐❣❡% ❧❡& ♣❛&&❛❣❡& ❥✉❣/& ✓ ❛♠❜✐❣✉& ✔ ❡♥ ♠❡..❛♥. ? ❥♦✉% ❧❡& ❛%❝&

❞❡ %/✲✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛% ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❧❛ ❞/♠❛%❝❤❡✳ ▲❡ ♣%♦❝❡&&✉& ❞✬✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡& ♣❡%&♦♥♥❡&

❡&. ❜❛&/ &✉% ✉♥❡ ♠❛①✐♠✐&❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &✐♠✐❧❛%✐./ ❡♥.%❡ ❞❡✉① ❡♥&❡♠❜❧❡& ❞❡ &✐❣♥❛.✉%❡& .❡♠♣♦%❡❧❧❡&

❞❡ ❞/♠❛%❝❤❡ A = {D1 , D2 , ... , Dn} ❡. A
′

=

{

D
′

1
, D

′

2
, ... , D

′

m

}

✭❛❧❣♦%✐.❤♠❡ ✺✳✶✮ ✳

❊.❛♥. ❞♦♥♥/ J✉❡ ♥♦✉& .%❛✐.♦♥& ❞✐✛/%❡♠♠❡♥. ❧❡& ✈✉❡& ❧❛./%❛❧❡ ❡. ❢%♦♥.❛❧❡ ♣♦✉% ❝❛%❛❝./%✐&❡%

❧❛ ❞/♠❛%❝❤❡✱ ❧❡& &✐❣♥❛.✉%❡& ❞❛♥& ❧❡& ❞❡✉① ❡♥&❡♠❜❧❡& A ❡. A
′

❞♦✐✈❡♥. ❝♦%%❡&♣♦♥❞%❡ ? ✉♥

♠K♠❡ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡✳ ❉♦♥❝✱ ❛✈❛♥. ❞❡ ❢❛✐%❡ ❧✬❛♣♣❛%✐❡♠❡♥.✱ ♥♦✉& ❞❡✈♦♥& ❝♦♥&.%✉✐%❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡

❞❡& &✐❣♥❛.✉%❡& ❞/❥? ❧❛❜/❧✐&/❡& A ❛②❛♥. ❧❡ ♠K♠❡ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ J✉❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &✐❣♥❛.✉%❡&

❛♥♦♥②♠❡& A
′

✳ M♦✉% ❝❡❧❛✱ ♥♦✉& ✉.✐❧✐&♦♥& ❞❡& ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ❛ ♣"✐♦"✐ &✉% ❧❡ %/&❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠/%❛&✱

♣♦✉% ❡&.✐♠❡% ? ❝❤❛J✉❡ ✐♥.❡%✈❛❧❧❡ ❧✬♦%✐❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡%&♦♥♥❡ ✭❧❛./%❛❧❡ ♦✉ ❢%♦♥.❛❧❡✮✳

✺✳✸ ❈♦♥&'✐'✉'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛&❡ ❞❡ &/0✉❡♥❝❡& ✈✐❞/♦&

▲❛ ♣❧✉&♣❛%. ❞❡& ❜❛&❡& ❞✬✐♠❛❣❡& ❞❡ ❧❛ ❧✐../%❛.✉%❡ &♦♥. ❞❡&.✐♥/❡& ? /✈❛❧✉❡% ❧✬✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡

♣❡%&♦♥♥❡& ♣❛% ❧✬❛♣♣❛%❡♥❝❡ ♦✉ ♣❛% ❧❛ ❞/♠❛%❝❤❡ ❡. ♥♦♥ ❧❡& ❞❡✉① ? ❧❛ ❢♦✐&✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❞❛♥& ❧❡& ❜❛&❡&

❞✬✐♠❛❣❡& ❝♦✉❧❡✉%&✱ ❧❡& ♣❡%&♦♥♥❡& ♥❡ &♦♥. ♣❛& ✜❧♠/❡& &❡❧♦♥ ❧❡& ❞✐✛/%❡♥.& ♣♦✐♥.& ❞❡ ✈✉❡✱ ❡. ❞❛♥&

❧❡& ❜❛&❡& ❝♦♥N✉❡& ♣♦✉% ❛♥❛❧②&❡% ❧❛ ❞/♠❛%❝❤❡✱ ❧❡& ✐♠❛❣❡& ❞❡& &✐❧❤♦✉❡..❡& &♦♥. ❣/♥/%❛❧❡♠❡♥.

❜✐♥❛✐%❡& ❡. ♥❡ ❞♦♥♥❡♥. ♣❛& ❛❝❝O& ? ❧❛ ❝♦✉❧❡✉%✳ M♦✉% ❝❡& %❛✐&♦♥&✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❝❤♦✐&✐ ❞❡ ❝♦♥&.%✉✐%❡

✉♥❡ ❜❛&❡ ❞❡ &/J✉❡♥❝❡& ✈✐❞/♦ ♦P ❧❡& ♣❡%&♦♥♥❡& &♦♥. ✜❧♠/❡& ❡♥ ❝♦✉❧❡✉% &❡❧♦♥ ❞✐✛/%❡♥.& ♣♦✐♥.&

❞❡ ✈✉❡✳

▲❛ ❝♦♥&.%✉❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛&❡ ❛ /./ %/❛❧✐&/❡ ❛✈❡❝ ✸ ♣❡%&♦♥♥❡& ❞✐✛/%❡♥.❡& ❞❛♥& ✉♥ ❡♥✈✐%♦♥✲

♥❡♠❡♥. ✐♥./%✐❡✉%✳ ❈❤❛J✉❡ ♣❡%&♦♥♥❡ ❡&. ❝❛♣.✉%/❡ &✉✐✈❛♥. ✸ ♣♦✐♥.& ❞❡ ✈✉❡& ❞✐✛/%❡♥.& ✭❢%♦♥.❛❧✱

♦❜❧✐J✉❡ ❡. ❢%♦♥.♦✲♣❛%❛❧❧O❧❡✮✳ ❈❤❛J✉❡ &❝O♥❡ ❡&. %/❛❧✐&/❡ ✹ ❢♦✐& ❞❛♥& ❧❛ ♠K♠❡ &❛❧❧❡ ♠❛✐& ❛✈❡❝

❞❡✉① ❝♦♥❞✐.✐♦♥& ❞✬/❝❧❛✐%❛❣❡ ❞✐✛/%❡♥.❡&✳ ▲❛ ♣%❡♠✐O%❡ ♣%✐&❡ ❡&. ❢❛✐.❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ &♦✉%❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐O%❡

❜❧❛♥❝❤❡ ❡. ❧❛ ❞❡✉①✐O♠❡ ♣%✐&❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ &♦✉%❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐O%❡ ❥❛✉♥❡✳ ▲❛ ❜❛&❡ ❞❡ &/J✉❡♥❝❡& %❡♣%/✲

&❡♥.❡ ❛✐♥&✐ ♣❧✉& ❞❡ ♠✐❧❧❡ ✐♠❛❣❡& ❞❡ .❡&.✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✸ ✐❧❧✉&.%❡ J✉❡❧J✉❡& ✐♠❛❣❡& ❞❡ ❧❛ ❜❛&❡

%❡♣%/&❡♥.❛♥. ❧❡& ❞✐✛/%❡♥.❡& ♣%♦❜❧/♠❛.✐J✉❡& ❝✐./❡&✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ &'()❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛)❡ ❛✈❡❝ ✈❛'✐❛,✐♦♥) ❞❡) ❝♦♥❞✐,✐♦♥) ❞✬(❝❧❛✐'❛❣❡ ❡, ❞❡ ♣♦✐♥,

❞❡ ✈✉❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥,'❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✺✳✸✱ ❝❤❛>✉❡ ♣❡')♦♥♥❡ ❡), ✜❧♠(❡ )(♣❛'(♠❡♥, ❛✜♥ ❞✬(✈✐,❡' ❧❡)

♦❝❝✉❧,❛,✐♦♥) ♣❛',✐❡❧❧❡) >✉✐ ♣❡✉✈❡♥, ❛♣♣❛'❛✐,'❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦? ♣❧✉)✐❡✉') ♣✐(,♦♥) )♦♥, ♣'()❡♥,)

❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠@♠❡ ❝❛♠('❛✳ ■❧ ❢❛✉, ♣'(❝✐)❡' ❛✉))✐ >✉❡ ❧❡) )(>✉❡♥❝❡) )♦♥,

♣'(❛❧❛❜❧❡♠❡♥, )②♥❝❤'♦♥✐)(❡) ❡♥ ✜①❛♥, ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐,✐❛❧❡ ❞❡) ♣✐(,♦♥) )✉' ✉♥❡ ❛,,✐,✉❞❡ ❞♦✉❜❧❡

)✉♣♣♦',✳ ▲❡) ♣❡')♦♥♥❡) )❡ ❞(♣❧❛❝❡♥, ❡♥ ♠❛'❝❤❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐,❡))❡ ❝♦♥),❛♥,❡✳ ❈❤❛>✉❡

)(>✉❡♥❝❡ '❡♣'()❡♥,❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞(♠❛'❝❤❡ ❝♦♠♣♦)( ❞❡ ✷✽ ✐♠❛❣❡)✳

▲❡) )(>✉❡♥❝❡) )♦♥, ♦'❣❛♥✐)(❡) ,❡♠♣♦'❡❧❧❡♠❡♥, ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉),'( ❞❛♥) ❧❛ ✜❣✉'❡ ✺✳✹✳ ❊♥

❧✐❣♥❡)✱ P1 à 3 '❡♣'()❡♥,❡♥, ❧❡) ✸ ♣❡')♦♥♥❡)✳ ❊♥ ❝♦❧♦♥♥❡)✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ V − E '❡♣'()❡♥,❡ '❡)✲

♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❧❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ✈✉❡ ❡, ❧❡) ❝♦♥❞✐,✐♦♥) ❞✬(❝❧❛✐'❛❣❡ ♣♦✉' ❝❤❛>✉❡ )(>✉❡♥❝❡ ✿ V =

{f : frontal , ob : oblique , fp : fronto− parallèle} ❡, E = {b : lumière blanche , j :

lumière jaune}✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❖&❣❛♥✐+❛,✐♦♥ ,❡♠♣♦&❡❧❧❡ ❞❡+ +34✉❡♥❝❡+ ❞❡ ❧❛ ❜❛+❡✳

✺✳✹ ❘$%✉❧(❛(%

❉❛♥+ ❝❡,,❡ +❡❝,✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+✱ ❞❛♥+ ✉♥ ♣&❡♠✐❡& ,❡♠♣+✱ ❞3,❛✐❧❧❡& ❧❛ ♠❛♥✐:&❡ ❞♦♥, ♥♦✉+

❛✈♦♥+ ❞3,❡&♠✐♥3 ❧❡ +❡✉✐❧ ❞❡ +✐♠✐❧❛&✐,3 ♣♦✉& ❞3,❡❝,❡& ❧❡+ ♣❛++❛❣❡+ ❛♠❜✐❣✉+✳ <❛& ❧❛ +✉✐,❡✱ ♥♦✉+

3✈❛❧✉❡&♦♥+ ❧❡+ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡+ ❞✉ +②+,:♠❡ ❝♦♠♣❧❡, ❞✬✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡ ♣❡&+♦♥♥❡+ ♣&♦♣♦+3✳

✺✳✹✳✶ ❉%&❡(♠✐♥❛&✐♦♥ ❞✉ 0❡✉✐❧ ❞❡ 0✐♠✐❧❛(✐&%

❈❡ +❡✉✐❧ ❞❡ +✐♠✐❧❛&✐,3 ❞♦✐, B,&❡ ❛❥✉+,3 ❝♦&&❡❝,❡♠❡♥, ❛✜♥ ❞✬❛++✉&❡& ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞3,❡❝,✐♦♥ ❞❡+

❝❛+ ❛♠❜✐❣✉+ 4✉✐ ❞♦✐✈❡♥, B,&❡ ❛♥❛❧②+3+ ♣❛& ❧❛ ❞3♠❛&❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ +✐ ❝❡ +❡✉✐❧ ❡+, ,&♦♣ &3❞✉✐,✱

♣❧✉+✐❡✉&+ ♣❛++❛❣❡+ ❝♦&&❡❝,❡♠❡♥, ❣3&3+ ♣❛& ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞✬❛♣♣❛&❡♥❝❡ ✈♦♥, B,&❡ &❡✈✉+ ♣❛& ❧❡ ♠♦✲

❞:❧❡ ❞❡ ❞3♠❛&❝❤❡ 4✉✐ &✐+4✉❡ ❛❧♦&+ ❞❡ ❞♦♠✐♥❡& ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞✬✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❝♦♥,&❛✐&❡✱

❝✬❡+, ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞✬❛♣♣❛&❡♥❝❡ 4✉✐ ✈❛ ❞♦♠✐♥❡& ❧❛ ♣❤❛+❡ ❧✬✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ &3❛❧✐+3 ✉♥❡ 3,✉❞❡ ❡①♣3&✐♠❡♥,❛❧❡ +✉& ♥♦,&❡ ❜❛+❡ ❞✬✐♠❛❣❡+ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥,❛♥, ♣&♦✲

❣&❡++✐✈❡♠❡♥, ❧❡ +❡✉✐❧ ❞❡ ✶✪ J ♣❛&,✐& ❞❡ ✾✵✪ ✭✶✵✵✪ ❝♦&&❡+♣♦♥❞ J ❧❛ +✐♠✐❧❛&✐,3 ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳

▲❡+ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡+ ❧✐3❡+ J ❝❤❛4✉❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ +❡✉✐❧ +♦♥, 3✈❛❧✉3❡+ ❡♥ ,❡&♠❡+ ❞❡ &❛♣♣❡❧✱ ♣&3❝✐+✐♦♥

❡, ❋✲♠❡+✉&❡ ❡♥ +❡ &3❢3&❛♥, J ❧❛ &3❛❧✐,3 ❞❡ ,❡&&❛✐♥ ✭❢♦&♠✉❧❡+ ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❡, ✺✳✸✮✳

Rappel =
nombre de fausses réidentifications correctement classées

nombre de fausses réidentifications
✭✺✳✶✮

Précision =
nombre de fausses réidentifications correctement classées

nb de réidentification classées fausses
✭✺✳✷✮
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F −mesure =
2×Rappel × Précision

Rappel + Précision
✭✺✳✸✮

▲❡) *+)✉❧.❛.) ♦❜.❡♥✉) ♣♦✉* ❧❡) ❞✐✛+*❡♥.) )❡✉✐❧) ♦♥. ❞♦♥♥+ ❧❛ ❝♦✉*❜❡ ❋✲♠❡)✉*❡ ♣*+)❡♥.+❡

❞❛♥) ❧❛ ✜❣✉*❡ ✺✳✺✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ ❋✲♠❡)✉*❡ ♣♦✉* ❧❡) ❞✐✛+*❡♥.) )❡✉✐❧) ❞❡ *+✲✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛* ❧✬❛♣♣❛*❡♥❝❡✳

❉✬❛♣*@) ❧❛ ✜❣✉*❡ ✺✳✺✱ ♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❝♦♥❝❧✉*❡ C✉❡ ❧❡ )❡✉✐❧ ❞❡ ✾✺✪ ❡). ❧❡ ♣❧✉) ❛♣♣*♦♣*✐+ ♣♦✉*

❞+.❡❝.❡* ❧❡) ♠❛✉✈❛✐)❡) *+✲✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥) ♣✉✐)C✉✬✐❧ ♠❛①✐♠✐)❡ ❧❛ ❋✲♠❡)✉*❡✳ E❛* ❝♦♥)+C✉❡♥. ✐❧

)❡*❛ ❛♣♣❧✐C✉+ ❞❛♥) ❧❡ ♣*♦❝❡))✉) ✜♥❛❧ ❞✬+✈❛❧✉❛.✐♦♥✳ ❯♥ ♣❛))❛❣❡ )❡*❛ ❛❧♦*) *❡❝♦♥♥✉ ❛♠❜✐❣✉ )✬✐❧

❝♦♥.✐❡♥. ❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐)❡ *+✲✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞♦♥. ❧❛ )✐♠✐❧❛*✐.+ ❡). ✐♥❢+*✐❡✉*❡ ❛✉ )❡✉✐❧ ❞❡

✾✺✪✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱ ❝❡ ♣❛))❛❣❡ )❡*❛ *+❛♥❛❧②)+ ♣❛* ❧❛ ❞+♠❛*❝❤❡✳

✺✳✹✳✷ ❚❛✉① ❞❡ *❡❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❡0 0❡♠♣/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❆✜♥ ❞✬+✈❛❧✉❡* ❧✬❛♣♣♦*. ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ )❡❝♦♥❞❛✐*❡ ❞✬✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛* ❧❛ ❞+♠❛*❝❤❡ ❞❛♥) ❧❡

)②).@♠❡ ❝♦♠♣❧❡.✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) *+❛❧✐)+ ❞❡✉① .❡).)✳ ▲❡ ♣*❡♠✐❡* ❡). ❜❛)+ ✉♥✐C✉❡♠❡♥. )✉* ❧❡ ♠♦✲

❞@❧❡ ❞✬❛♣♣❛*❡♥❝❡✱ .❛♥❞✐) C✉❡ ❧❡ )❡❝♦♥❞ ❝♦✉♣❧❡ ❧✬❛♣♣❛*❡♥❝❡ ❡. ❧❛ ❞+♠❛*❝❤❡✳ ▲❡) ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡)

❞❡ ❝❤❛C✉❡ .❡). )♦♥. +✈❛❧✉+❡) ❡♥ .❡*♠❡) ❞❡ .❛✉① ❞❡ *❡❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ❞❡) ♣❡*)♦♥♥❡) TR ✭+C✉❛✲

.✐♦♥ ✺✳✹✮ ❡. .❡♠♣) ❞❡ .*❛✐.❡♠❡♥. .♦.❛❧ ✭❡♥ ✐♠❛❣❡)✴)❡❝♦♥❞❡✮✳ ❈❡ .❡♠♣) ❝♦♠♣*❡♥❞ .♦✉.❡ ❧❛

❝❤❛✐♥❡ ✐♥❝❧✉❛♥. ❧❛ ♣❤❛)❡ ❞❡ ♣*+.*❛✐.❡♠❡♥.✱ ❧✬❡①.*❛❝.✐♦♥ ❞❡) ❞❡)❝*✐♣.❡✉*) ❡. ❧✬❛♣♣❛*✐❡♠❡♥. ❞❡)

)✐❣♥❛.✉*❡)✳ ▲❡) *+)✉❧.❛.) )♦♥. ♣*+)❡♥.+) ❞❛♥) ❧❡ .❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳



■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ )❆❘ ▲✬❆))❆❘❊◆❈❊ ❊❚ ▲❆ ❉➱▼❆❘❈❍❊ ✶✶✸

TR =
Nombre d′images correctement identifiées

Nombre total d′images dans la base
✭✺✳✹✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ✕ ❚❛✉① ❞❡ 1❡❝♦♥♥❛✐66❛♥❝❡ ❡7 7❡♠♣6 ❞✬❡①;❝✉7✐♦♥✳

❉✬❛♣1=6 ❧❡ 7❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✱ ❧✬❛66♦❝✐❛7✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛1❡♥❝❡ ❡7 ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡ ♣❡1♠❡7 ❞✬❛♠;❧✐♦1❡1

♥❡77❡♠❡♥7 ❧❡6 7❛✉① ❞❡ 1❡❝♦♥♥❛✐66❛♥❝❡ ♣❛1 1❛♣♣♦17 @ ❧✬✉7✐❧✐6❛7✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞✬❛♣♣❛1❡♥❝❡

6❡✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡7✱ ❧❡6 ✶✷✪ 6✉♣♣❧;♠❡♥7❛✐1❡6 1❡♣1;6❡♥7❡♥7 (12× 1008) /100 = 121 ✐♠❛❣❡6 ❞❡ ♣❡1✲

6♦♥♥❡6✱ 6♦✐7 @ ♣❡✉ ♣1E6 ✹ 6;F✉❡♥❝❡6 ❝♦11❡❝7❡♠❡♥7 ❝❧❛66;❡6 6✉✐7❡ @ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡

❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡✳ ❈❡ F✉✐ ♣1♦✉✈❡ F✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡1 ❧✬❛♣♣❛1❡♥❝❡ ❡7 ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡ 1❡♣1;6❡♥7❡ ✉♥❡ 671❛7;❣✐❡

♣❡17✐♥❡♥7❡ ♣♦✉1 ✐❞❡♥7✐✜❡1 ❧❡6 ♣❡16♦♥♥❡6 ❞❛♥6 ✉♥ ❝♦♥7❡①7❡ ❞❡ ✈✐❞;♦6✉1✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♠✉❧7✐✲❝❛♠;1❛6✳

▲✬✐♥7;❣1❛7✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②6❡ ❞❡ ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡ 6✉1 ❧❡6 ♣❛66❛❣❡6 ❛♠❜✐❣✉6 ❡♥❣❡♥❞1❡ ✉♥ 7❡♠♣6

❞✬❡①;❝✉7✐♦♥ ♣❧✉6 ✐♠♣♦17❛♥7✳ ▲✬❛♣♣1♦❝❤❡ ♣1♦♣♦6;❡ ♣❡1♠❡7 7♦✉7 ❞❡ ♠E♠❡ ❞✬♦✛1✐1 ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠✲

♣1♦♠✐6 ❡♥71❡ ❡✣❝❛❝✐7; ❡7 7❡♠♣6 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥ 7❛✉① ❞❡ 1❡❝♦♥♥❛✐66❛♥❝❡ ❞❡ ✼✽✪ ❡7 ✈✐7❡66❡

❞✬❡①;❝✉7✐♦♥ ❞❡ ✼ ✐♠❛❣❡6✴6❡❝♦♥❞❡✳ ❈❡6 ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡6 1❡♥❞❡♥7 7♦✉7 @ ❢❛✐7 1;❛❧✐67❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥

❞❡ ❝❡77❡ 671❛7;❣✐❡ ❞❛♥6 ✉♥ ❝♦♥7❡①7❡ 1;❡❧ ❞✬✐❞❡♥7✐✜❝❛7✐♦♥ ❞❡6 ♣❡16♦♥♥❡6 ❞❛♥6 ✉♥ 1;6❡❛✉ ❞❡

❝❛♠;1❛6✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❉❛♥6 ❝❡ ❝❤❛♣✐71❡✱ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 ✐♥71♦❞✉✐7 ✉♥❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥;❡ F✉✐ ❝♦♥6✐67❡ @ ❛66♦❝✐❡1

❧✬❛♣♣❛1❡♥❝❡ ❡7 ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡ ♣♦✉1 ✐❞❡♥7✐✜❡1 ❧❡6 ♣❡16♦♥♥❡6 ❡♥ ♠✉❧7✐✲❝❛♠;1❛6✳ ❈❡77❡ 671❛7;❣✐❡ ❛

;7; ;✈❛❧✉;❡ ❞❛♥6 ✉♥ ❝♦♥7❡①7❡ 1;❡❧ ❞❡ ✈✐❞;♦6✉1✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✐♥7;❣1❛♥7 ❞❡6 ✈❛1✐❛7✐♦♥6 ❞❡ ♣♦✐♥7 ❞❡

✈✉❡ ❡7 ❞❡ ❝♦♥❞✐7✐♦♥6 ❞✬;❝❧❛✐1❛❣❡ F✉✐ 6♦♥7 ♣❛1♠✐ ❧❡6 ♣❧✉6 ❞✐✣❝✐❧❡6 ❞❛♥6 ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆✜♥ ❞❡

❝♦♥6♦❧✐❞❡1 ❧✬✐❞❡♥7✐✜❝❛7✐♦♥ ❜❛6;❡ 6✉1 ❧✬❛♣♣❛1❡♥❝❡✱ ✉♥ 7❡67 ❞✬❛♠❜✐❣P✐7; ❡67 ♠✐6 ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉1

❞;❝❧❛♥❝❤❡1 ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ 6❡❝♦♥❞❛✐1❡ ❞✬❛♥❛❧②6❡ ❞❡ ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡✳ ▲✬❛♣♣♦17 ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②6❡

❞❡ ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡ ❡67 ❝❧❛✐1❡♠❡♥7 ♠✐6❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉1 ❞❛♥6 ❧❡6 7❡676 1;❛❧✐6;6✳ ▲❡6 1;6✉❧7❛76 ♣1♦✉✈❡♥7

F✉❡ ❧✬✐♥7;❣1❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞;♠❛1❝❤❡ @ ❧✬❛♣♣❛1❡♥❝❡ ♣❡1♠❡7 ❞✬❛♠;❧✐♦1❡1 ❧❡6 ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡6 ❣❧♦❜❛❧❡6
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❞✉ $②$&'♠❡ ❞✬✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡$ ♣❡2$♦♥♥❡$ ❡♥ ♠✉❧&✐✲❝❛♠52❛$ ❡♥ ♦✛2❛♥& ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣2♦♠✐$

❡✣❝❛❝✐&5✴&❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡ ❡- ♣❡*&♣❡❝-✐✈❡&

 ❧❛❝$❡ ❞❛♥( ✉♥ ❝♦♥+❡①+❡ ❞❡ ✈✐❞$♦ (✉/✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❝❡++❡ +❤2(❡ (✬❡(+ ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ❝❡♥+/$❡ (✉/

❧❛ /❡❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡ ❞❡ ♣✐$+♦♥(✳

▲✬♦❜❥❡❝+✐❢ ; +❡/♠❡ ❡(+ ❞✬✐❞❡♥+✐✜❡/ ❡+ ❧♦❝❛❧✐(❡/ ❞❡( ♣❡/(♦♥♥❡( (❡ ❞$♣❧❛=❛♥+ ❧✐❜/❡♠❡♥+ ❞❛♥(

✉♥ ❡(♣❛❝❡ ✉/❜❛✐♥ ♦✉ ✉♥ ❜>+✐♠❡♥+✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐+❛♥+ ✉♥ /$(❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠$/❛( ❞♦♥+ ❧❡( ❝❤❛♠♣( ❞❡ ✈✉❡(

♥❡ (❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥+ ♣❛(✳ ❯♥ +❡❧ /$(❡❛✉ ❞❡ ❝❛♠$/❛( ❡(+ ❧❡ (❡✉❧ ♣❡/♠❡++❛♥+ ❞❡ ❝♦♥+/@❧❡/ ❞❡ ❧❛/❣❡(

❡(♣❛❝❡( ❛✉ ♠♦✐♥❞/❡ ❝♦B+ ♠❛✐( ✐❧ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❧❛ +>❝❤❡ ❞❡ /❡❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡ C✉✐ ❞♦✐+ (✬❛✛/❛♥❝❤✐/

❞❡( ❞✐(❝♦♥+✐♥✉✐+$( ❞❛♥( ❧✬♦❜(❡/✈❛+✐♦♥ ❞❡( ♣❡/(♦♥♥❡( ❡+ ❞❡( ❧❛/❣❡( ✈❛/✐❛+✐♦♥( ❞❡ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❡+

❞✬$❝❧❛✐/❛❣❡✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ❞♦♥❝ ❛①$ ♥♦( +/❛✈❛✉① (✉/ ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞❡ ❞❡(❝/✐♣+❡✉/( /♦❜✉(+❡( ❞❛♥(

❝❡ ❝♦♥+❡①+❡ ❞❡ /$✲✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥+ (✉/ ✉♥ $+❛+ ❞❡ ❧✬❛/+ ❞$❥; ❞❡♥(❡✱ ♥♦( +/❛✈❛✉① (❡

❞$♠❛/C✉❡♥+ ❞❡ ❧✬❡①✐(+❛♥+ ❡♥ ♣/♦♣♦(❛♥+ ✉♥❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ❛((♦❝✐❛♥+ ❧✬❛♣♣❛/❡♥❝❡ ❡+ ❧❛ ❞$♠❛/❝❤❡

❞✬✉♥❡ ♣❡/(♦♥♥❡ ♣♦✉/ /❡♥❢♦/❝❡/ (♦♥ ✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥ (❡❧♦♥ ♣❧✉(✐❡✉/( ♣♦✐♥+( ❞❡ ✈✉❡✳

 !✐♥❝✐♣❛❧❡) ❝♦♥+!✐❜✉+✐♦♥)

❙✬✐♥+$/❡((❛♥+ ❞✬❛❜♦/❞ ; ❧✬❛♣♣❛/❡♥❝❡✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ♣/♦♣♦($ ✉♥❡ ♠❡(✉/❡ ❞❡ (✐♠✐❧❛/✐+$ ❡①♣❧♦✐✲
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❬✺✾❪ ❈✳ b❈♦♥❛✐5❡✱ ◆✳ ❊✳ ❖❈♦♥♥♦5 ❡2 ❆✳❋✳ ❙♠❡❛2♦♥✱ ✧❆♥ ✐♠♣0♦✈❡❞ +♣❛.✐♦❣0❛♠ +✐♠✐❧❛0✐.②

♠❡❛+✉0❡ ❢♦0 0♦❜✉+. ♦❜❥❡❝. ❧♦❝❛❧✐+❛.✐♦♥✧✳ ■♥2❡5♥❛2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡5❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉/2✐❝/✱ ❙♣❡❡❝❤✱

❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Y5♦❝❡//✐♥❣✱ ♣♣✳ ✶✵✻✾✕✶✵✼✷✳ ✷✵✵✼✳

❬✻✵❪ ❋✳ ❩❡5♥✐❦❡✱ ✧❉✐✛5❛❝2✐♦♥ 2❤❡♦5② ♦❢ 2❤❡ ❝✉2 ♣5♦❝❡❞✉5❡ ❛♥❞ ✐2/ ✐♠♣5♦✈❡❞ ❢♦5♠✱ 2❤❡ ♣❤❛/❡

❝♦♥25❛/2 ♠❡2❤♦❞✧✳ Y❤②/✐❝❛✱ ❱♦❧✳ ✶✱ ♣♣✳ ✻✽✾✕✼✵✹✱ ✶✾✸✹✳

❬✻✶❪ ▼✳ ❑✳ ❍✉✱ ✧❱✐/✉❛❧ ♣❛22❡5♥ 5❡❝♦❣♥✐2✐♦♥ ❜② ♠♦♠❡♥2 ✐♥✈❛5✐❛♥2/✧✳ ■❊❊❊ ❚5❛♥/❛❝2✐♦♥/ ♦♥

■♥❢♦5♠❛2✐♦♥ ❚❤❡♦5②✱ ❱♦❧✳ ✽✱ ♣♣✳ ✶✼✾✕✶✽✼✱ ✶✾✻✷✳
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❬✻✷❪ ❘✳❆✳ ❍❛❞❞❛❞ ❡, ❆✳◆✳ ❆❦❛♥0✉✱ ✧❆ ❈❧❛00 ♦❢ ❋❛0, ●❛✉00✐❛♥ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ❋✐❧,❡=0 ❢♦= ❙♣❡❡❝❤

❛♥❞ ■♠❛❣❡ D=♦❝❡00✐♥❣✧✳ ■❊❊❊ ❚=❛♥0❛❝,✐♦♥0 ♦♥ ❆❝♦✉0,✐❝0✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ D=♦❝❡00✐♥❣✱

❱♦❧✳ ✸✾✱ ◆♦✳ ✸✱ ♣♣ ✼✷✸✕✼✷✼✱ ✶✾✾✶✳

❬✻✸❪ ▼✳ ❆❧✲❘❛✇✐ ❡, ❨✳ ❏✐❡✱ ✧D=❛❝,✐❝❛❧ ❢❛0, ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ♦❢ ❩❡=♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥,0✧✳ ❏♦✉=♥❛❧ ♦❢

❈♦♠♣✉,❡= ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❱♦❧✳ ✶✼✱ ◆♦✳ ✷✱ ♣♣✳✶✽✶✕✶✽✽✱ ✷✵✵✷✳

❬✻✹❪ ●✳ ❆♠❛②❡❤✱ ❙✳ ❑❛0❛❡✐✱ ●✳ ❇❡❜✐0✱ ❆✳ ❚❛✈❛❦❦♦❧✐ ❡, ❑✳ ❱❡=♦♣♦✉❧♦0✱ ✧■♠♣$♦✈❡♠❡♥) ♦❢

❩❡$♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥) ❞❡/❝$✐♣)♦$/ ♦♥ ❛✣♥❡ )$❛♥/❢♦$♠❡❞ /❤❛♣❡/✧ ✳ ■♥,❡=♥❛,✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦0✐✉♠

♦♥ ❙✐❣♥❛❧ D=♦❝❡00✐♥❣ ❛♥❞ ■,0 ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥0✱ ♣♣✳✶✕✹✱ ✷✵✵✼✳

❬✻✺❪ ❆✳ ❇❤❛,,❛❝❤❛=②②❛✱ ✧❖♥ ❛ ♠❡❛0✉=❡ ♦❢ ❞✐✈❡=❣❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,✇♦ 0,❛,✐0,✐❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥0

❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣=♦❜❛❜✐❧✐,② ❞✐0,=✐❜✉,✐♦♥0✧✳ ❇✉❧❧❡,✐♥ ♦❢ ,❤❡ ❈❛❧❝✉,,❛ ▼❛,❤❡♠❛,✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡,②✱

❱♦❧✳ ✸✺✱ ♣♣✳ ✾✾✕✶✵✾✱ ✶✾✹✸✳

❬✻✻❪ ❉✳ ●=❛②✱ ❙✳ ❇=❡♥♥❛♥ ❡, ❍✳ ❚❛♦✱ ✧❊✈❛❧✉❛)✐♥❣ ❛♣♣❡❛$❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧/ ❢♦$ $❡❝♦❣♥✐)✐♦♥✱ $❡❛❝9✉✐✲

/✐)✐♦♥✱ ❛♥❞ )$❛❝❦✐♥❣✧✳ ■♥,❡=♥❛,✐♦♥❛❧ ❲♦=❦0❤♦♣ ♦♥ D❡=❢♦=♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦❢ ❚=❛❝❦✐♥❣

❛♥❞ ❙✉=✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ✷✵✵✼✳

❬✻✼❪ ❙✳ ❖❜❞=③_❧❡❦✱ ❏✳▼❛,❛0 ❡, ❖✳❈❤✉♠✱ ✧❖♥ )❤❡ ■♥)❡$❛❝)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ❖❜❥❡❝) ❘❡❝♦❣♥✐)✐♦♥

❛♥❞ ❈♦❧♦✉$ ❈♦♥/)❛♥❝②✧✳ ■♥,❡=♥❛,✐♦♥❛❧ ❲♦=❦0❤♦♣ ♦♥ ❈♦❧♦=❛♥❞ D❤♦,♦♠❡,=✐❝ ▼❡,❤♦❞0 ✐♥

❈♦♠♣✉,❡=❱✐0✐♦♥✱ ✷✵✵✸✳

❬✻✽❪ ●✳ ❉✳ ❋✐♥❧❛②0♦♥✱ ❙✳ ❍♦=❞❧❡②✱ ●✳ ❙❝❤❛❡❢❡= ❡, ●✳ ❨✳ ❚✐❛♥✳ ✧■❧❧✉♠✐♥❛♥, ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥✈❛=✐❛♥,

❝♦❧♦✉= ✉0✐♥❣ ❤✐0,♦❣=❛♠ ❡`✉❛❧✐0❛,✐♦♥✧✳ D❛,,❡=♥ ❘❡❝♦❣♥✐,✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✸✽✱ ◆♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✶✼✾✕✶✾✵✱

✷✵✵✺✳

❬✻✾❪ ◆✳ ❱❛♥❞❡♥❜=♦✉❝❦❡ ❡, ▲✳ ▼❛❝❛✐=❡✱ ✧❘❡♣=b0❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉= ❡♥ ❛♥❛❧②0❡ ❞✬✐♠❛❣❡0✧✳

❚❡❝❤♥✐`✉❡0 ❞❡ ❧✬■♥❣b♥✐❡✉=✱ ♥✉♠b=♦ ❙✼✻✵✷✱ ♣❛❣❡0 ✶✕✷✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✼✵❪ ●✳ ❉✳ ❋✐♥❧❛②0♦♥✱ ❇✳ ❙❝❤✐❡❧❡ ❡, ❏✳ ❈=♦✇❧❡②✳ ✧❈♦♠♣$❡❤❡♥/✐✈❡ ❝♦❧♦$ ✐♠❛❣❡ ♥♦$♠❛❧✐③❛)✐♦♥✧✳

❊✉=♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡=❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉,❡= ❱✐0✐♦♥✱ ♣♣✳ ✹✼✺✕✹✾✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✼✶❪ D✳ ❑✳ ❙❤❛=♠❛✱ ❈✳ ❍✉❛♥❣ ❡, ❘✳ ◆❡✈❛,✐❛✱ ✧❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ )$❛❝❦✐♥❣✱ ❝♦✉♥)✐♥❣ ❛♥❞

❞❡♥/✐)② ❡/)✐♠❛)✐♦♥ ✐♥ ❝$♦✇❞❡❞ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥)/✧✳ ■♥,❡=♥❛,✐♦♥❛❧ ❲♦=❦0❤♦♣ ♦♥ D❡=❢♦=♠❛♥❝❡

❊✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦❢ ❚=❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❙✉=✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡0 ✸✾✕✹✻✱ ✷✵✵✾✳

❬✼✷❪ ❋✳ ❋❧❡✉=❡,✱ ❏✳ ❇❡=❝❧❛③✱ ❘✳ ▲❡♥❣❛❣♥❡ ❡, D✳ ❋✉❛✱ ✧▼✉❧,✐✲❝❛♠❡=❛ ♣❡♦♣❧❡ ,=❛❝❦✐♥❣ ✇✐,❤ ❛

♣=♦❜❛❜✐❧✐0,✐❝ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♠❛♣✧✳ ■❊❊❊ ❚=❛♥0❛❝,✐♦♥0 ♦♥ D❛,,❡=♥ ❆♥❛❧②0✐0 ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡

■♥,❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✸✵✱ ◆♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✻✼✕✷✽✷✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✸❪ D✳ ❑❡❧❧②✱ ❈✳ d❈♦♥❛✐=❡✱ ❉✳ ▼♦♥❛❣❤❛♥✱ ❏✳ ❑✉❦❧②,❡✱ ❉✳ ❈♦♥♥❛❣❤❛♥✱ ❆✳ D✳ ▼♦♥❡♦✱ ❉✳ ❏✉❛♥

❡, D✳ ❉❛=❛0✱ ✧C❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②/✐/ ❛♥❞ ✈✐/✉❛❧✐/❛)✐♦♥ ✐♥ )❡♥♥✐/ ✉/✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲❝♦/) ❝❛♠❡$❛

♥❡)✇♦$❦✧✳ ▼✉❧,✐♠❡❞✐❛ ●=❛♥❞ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❚=❛❝❦✱ ♣♣✳ ✷✺✕✷✾✱ ✷✵✶✵✳
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❬✼✹❪ ❨✳ ❋)❡✉♥❞✱ ❘✳ ■②❡)✱ ❘✳ ❊✳ ❙❝❤❛♣✐)❡ ❡9 ❨✳ ❙✐♥❣❡)✱ ✧❆♥ ❡✣❝✐❡♥9 ❜♦♦@9✐♥❣ ❛❧❣♦)✐9❤♠ ❢♦)

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣)❡❢❡)❡♥❝❡@✧✳ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛)♥✐♥❣ ❘❡@❡❛)❝❤✱ ❱♦❧✳ ✹✱ ♣♣✳ ✾✸✸✕✾✻✾✱

✷✵✵✸✳

❬✼✺❪ ❉✳ ❘✳ ❑✐@❦✉✱ Q✳ ●✉♣9❛ ❡9 ❏✳ ❑✳ ❙✐♥❣✱ ✧❖✤✐♥❡ ❙✐❣♥❛9✉)❡ ■❞❡♥9✐✜❝❛9✐♦♥ ❜② ❋✉@✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧9✐

♣❧❡ ❈❧❛@@✐✜❡)@ ✉@✐♥❣ ❙9❛9✐@9✐❝❛❧ ▲❡❛)♥✐♥❣ ❚❤❡♦)②✧✱ ■♥9❡)♥❛9✐♦♥❛❧ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ❙❡❝✉)✐9② ❛♥❞

■9@ ❆♣♣❧✐❝❛9✐♦♥@✱ ❱♦❧✳ ✹✱ ◆♦✳ ✸✱ ✷✵✶✵✳

❬✼✻❪ ❑✳ Q♦♣♣❧❡✇❡❧✱ ❆✳ ❆❧❢♦)❞✱ ●✳ ❉♦③✐❡)✱ ❑✳ ❇)❛②❛♥9✱ ❏✳ ❑❡❧❧②✱ ❏✳ ❆❞❛♠@✱ ❚✳ ❆❜❡❣❛③✱

❑✳ Q✉))✐♥❣9♦♥ ❡9 ❏✳ ❙❤❡❧9♦♥✱ ✧❆ ❝♦♠♣❛'✐)♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡.✐❝ ❢❡❛.✉'❡ )❡❧❡❝.✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤✲

.✐♥❣ .❡❝❤♥✐5✉❡) ❢♦' ♠✉❧.✐♦✲❜✐♦♠❡.'✐❝ '❡❝♦❣♥✐.✐♦♥✧✳ ❆❈▼ @♦✉9❤❡❛@9 ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱

♣♣✳✷✵✺✕✷✵✽✱ ✷✵✶✶✳

❬✼✼❪ ●✳ ❏♦❤❛♥@@♦♥✱ ✧❱✐@✉❛❧ ♣❡)❝❡♣9✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦9✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ✐9@ ❛♥❛❧②@✐@✧✳

Q❡)❝❡♣9✐♦♥ ❛♥❞ Q@②❝❤♦♣❤②@✐❝@✱ ❱♦❧✳ ✶✹✱ ♣♣✳✷✵✶✕✷✶✶✱ ✶✾✼✸✳
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Identification de personnes dans un flux vidéo         

par l’apparence et la démarche 

 

 

Avec l’installation généralisée de caméras de surveillance dans les zones urbaines, l’enjeu de cette thèse est la 

reconnaissance automatique de piétons par l’apparence et la démarche. Cette reconnaissance nécessite des 

descripteurs robustes pour caractériser et identifier une personne au-delà des modifications d’apparence induites par 

un changement de point de vue, d’éclairage ou des variations de déplacement. La première partie propose une 

nouvelle mesure de similarité exploitant l’information intra et inter-personnes dans les histogrammes régionaux 

couleur. Une étude comparative montre l’intérêt de cette modélisation pour s’affranchir des variations de luminosité 

et de pose. Une fusion pondérée des descripteurs d’apparence les plus performants permet ensuite d’améliorer le taux 

d’identification. La seconde partie étudie la reconnaissance par la démarche selon un point de vue latéral puis frontal. 

Pour une observation latérale du piéton, la dynamique de la marche est modélisée par les variations spatio-

temporelles des points d’articulation des deux jambes. Tandis qu’en vue frontale, on analyse la distribution des 

mouvements dans les silhouettes soit par une carte binaire de l’enveloppe (RED), soit par une carte en niveaux de gris 

des fréquences (RFD). L’étude expérimentale démontre que les descripteurs proposés font preuve de bonnes 

performances face à l’état de l’art, et qu’une fusion de plusieurs descripteurs permet toujours d’améliorer 

notablement les taux de reconnaissance. Enfin, la dernière partie de la thèse introduit un système d’identification 

complet associant l’apparence et la démarche. Cette approche mixte est évaluée sur une base de séquences vidéo 

intégrant de fortes variations de point de vue et d’éclairage. Elle offre un bon compromis entre efficacité et temps de 

calcul pour une application en vidéo surveillance. 

Mots-clés : vision par ordinateur, identification de personnes, apparence, démarche 

 

 People identification in video sequences                    

by appearance and gait  

 

 

With the wide-spread installation of cameras in urban areas, this thesis deals with an automatic people identification 

by appearance and gait. This recognition requires robust descriptors to represent and discriminate each person despite 

the appearance variations caused by changing view point, lighting or way of moving (speed, carrying a bag…). The 

first part, dedicated to appearance identification, proposes a new similarity measure using intra and inter-person 

information with regional color histograms. A comparative study shows the efficiency of this representation to 

overcome the lighting and pose variations. The recognition rate is then improved by merging the most robust 

appearance descriptors. The second part is focused on gait recognition by distinguishing lateral and frontal points of 

view. For lateral observation, a pedestrian is characterized by several spatio-temporal variations of some articulated 

points of the legs. While, the motion of global silhouette is analyzed using a binary envelope map (RED) and a gray 

levels frequency map (RFD) in frontal point of view. Experimental test prove that those descriptors provide good 

performances compared to other state-of-art approaches, and that merging descriptors always improves the 

recognition rate. The last part introduces an identification system coupling appearance and gait. This merging 

approach is evaluated on a video sequences database including large points of view and lighting variations. It 

provides a good compromise between efficiency and processing time for application in video surveillance. 

Key-words : computer vision, people identification, appearance, gait  
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