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Introduction générale

La maçonnerie est l’art de bâtir une construction par assemblage de matériaux élémentaires
(pierres, briques, agglomérés de béton, . . . ) liés par divers matériaux (mortier, chaux, ci-
ment, plâtre, . . . ). Les structures maçonnées sont les plus anciennes structures du génie
civil connues mais elles ont encore un avenir certain (qualités d’isolation thermique et
phonique, en particulier). La connaissance, la modélisation et la simulation de leur com-
portement sont indispensables, à la fois pour le renforcement des structures existantes et
pour l’amélioration des techniques actuelles.
Comme la maçonnerie est un matériau biphasé composé de briques et de joints avec ou
sans mortier, arrangés le plus fréquemment de façon régulière et périodique, ses propriétés
mécaniques dépendent des propriétés mécaniques de ses composants et de leur distribution.
Nous aborderons successivement les deux types de maçonnerie suivants :
- La maçonnerie classique qui est un matériau biphasé composé de briques et de mortier
de 5− 20mm de largeur et qui constitue une partie des bâtiments ( [1–3] par exemple).
- Le garnissage réfractaire qui consiste à assembler des briques à l’aide d’un mortier à joints
fins (< 5mm) ou sans mortier pour protéger une structure métallique des produits chauds
qu’elle contient dans des réacteurs ( [4–6] par exemple).
Dans les industries de la sidérurgie ou de l’énergie, de nombreux réacteurs (comme les
poches à acier ou les hauts-fourneaux) ont des garnissages réfractaires maçonnés (Figure
1). Ces structures sont généralement multicouches et multizones. Chacune a une fonction
particulière, par exemple, l’isolation ou la protection contre la corrosion, etc. Ces structures
peuvent atteindre des températures supérieures à 1650◦C, pour lesquelles les matériaux
constitutifs des maçonneries (briques et mortier) ont un comportement non linéaire (prin-
cipalement viscoélastique, avec possibilité de fissuration). De plus, elles sont exposées en
surface à des liquides. Aussi, les micro-fissures avec ou sans pores peuvent être saturées ou
sèches. Ces fissures peuvent nuire à la durabilité des structures quand elles se propagent.
Afin de réaliser une simulation numérique de telles structures, il est nécessaire de modéliser
le comportement de ces garnissages maçonnés. Malheureusement, il n’existe pas aujourd’hui
d’outils numériques suffisamment puissants pour prédire le comportement des garnissages
réfractaires maçonnés avec l’apparition et la propagation de fissures. Par ailleurs, comme
ces structures ne sont pas constituées d’un matériau homogène, leur comportement reste
très complexe et mal connu. La complexité vient de l’interaction entre ses composants et
de l’anisotrope due à la direction des joints.
Le but de cette thèse est de simuler le comportement de la maçonnerie élastique ou vis-
coélastique, à l’état sain ou endommagé, avec ou sans mortier, en utilisant les données
expérimentales disponibles dans la littérature et les travaux sur la maçonnerie périodique,
afin de proposer des améliorations de modèles existants. Pour ce faire, une approche en
trois étapes est proposée.
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Figure 1 – Structure type d’une poche à acier maçonnée, production de l’entreprise Calderys.

Le premier chapitre présente l’état de l’art de la modélisation d’une maçonnerie et la
méthode de modélisation d’une maçonnerie régulière dont l’approche périodique est indis-
pensable et irremplaçable par rapport à l’approche non-périodique. Trois approches d’ho-
mogénéisation périodique (macroscopique, microscopique et micro-macro) sont présentées
et l’approche micro-macro est choisie. Dans la modélisation de la maçonnerie, il est égale-
ment possible d’introduire un troisième élément - l’interface entre les briques et le mortier,
dont l’épaisseur est considérée ou non.
Le deuxième chapitre a pour objectif d’étudier le comportement d’une maçonnerie élastique
dans différents états : saine ou micro-fissurée, sèche ou saturée, avec ou sans pores, à partir
de l’analyse bibliographique des modèles existants appliqués aux roches ou aux matériaux
poreux. Le comportement effectif des cellules de base avec ou sans interface est calculé pour
chaque état.
Le troisième chapitre est consacré à l’étude du comportement visco-élastique d’une ma-
çonnerie endommagée. Il commence par l’homogénéisation d’un matériau hétérogène vis-
coélastique linéaire non-vieillissant qui est réalisée grâce à la transformation de Laplace-
Carson. Puis, deux modèles de viscosité (Burgers et Maxwell modifié) sont choisis parmi
les modèles rhéologiques pour le comportement du mortier. Une démarche est proposée
pour l’homogénéisation d’un mortier viscoélastique micro-fissuré, dont un couplage entre
le schéma dilué et la théorie de Griffith est appliqué. Enfin, les résolutions analytique et
numérique de problèmes posés directement sur des structures maçonnées 1D et 2D sont
développées et comparées à l’échelle microscopique et macroscopique. Deux différentes so-
lutions (numérique ("INC+EF") et une extension analytique de Cecchi et Tralli ("E.C-T"))
seront discutées dans ce chapitre. De plus, un couplage entre une inversion directe de la
TLC et le schéma de MT ("MT+ITLC") sera également proposée pour homogénéiser le
comportement des maçonneries classiques.
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Notations

Les notations ci-dessous sont utilisées dans ce mémoire.

i tenseur identité d’ordre deux SE tenseur d’Eshelby
I tenseur identité d’ordre quatre D tenseur de concentration des contraintes
J projection sphérique de I A tenseur de localisation des déformations
K projection déviatorique de I B tenseur de Biot
C tenseur de rigidité C̃ tenseur de rigidité effective
S tenseur de souplesse S̃ tenseur de souplesse effective
Σ tenseur des contraintes macroscopiques P0 tenseur de Hill
E tenseur des déformations macroscopiques
σ contrainte locale u(x) champ de déplacement
ε déformation locale k module de compressibilité
σ contrainte macroscopique µ module de cisaillement
ε déformation macroscopique E module d’Young
CN rigidité normale L0 largeur du joint de mortier
CT rigidité tangentielle ν coefficient de Poisson
Kα (α = h ou v) rigidité de l’interphase ho-

rizontale ou verticale
ηβα coefficient de viscosité déviatorique

ZαN (α = s ou d) souplesse normale des fis-
sures

ηβα coefficient de viscosité sphérique

ZαT (α = s ou d) souplesse tangentielle des
fissures

ϕr fraction volumique de la phase r

Nc nombre de fissures ϕ fraction volumique des pores ou des fissures
Np nombre de pores φp fraction volumique des pores
N nombre de fissures par unité de volume φc fraction volumique des fissures
a3 = c rayon des fissures selon l’axe −→y 3 e épaisseur du matériau ou du joint de mor-

tier
a1 = a2 = a rayons des fissures dans le plan

(y1, y2)
eα épaisseur horizontale (α = h) et verticale

(α = v) du mortier
τβα temps de relaxation V volume du matériau
dc densité de fissures S section du matériau
b rayon des pores ab hauteur de la brique
t temps bb largeur de la brique
l demi-longueur de fissures δb épaisseur de la brique
.R indice pour la partie ressort .d indice pour le milieu sec
.M indice pour la partie Maxwell .φ indice pour les pores
.K indice pour la partie Kelvin-Voigt .dc indice pour les grandeurs dans l’état mi-

crofissuré
.f indice pour le fluide .s indice pour le milieu saturé (cas élastique

- chapitre 1,2)
.c indice pour les fissures .s indice pour le milieu sain (cas viscoélas-

tique - chapitre 3)
.e exposant pour la partie élastique .s exposant pour la partie sphérique
.v exposant pour la partie visqueuse .d exposant pour la partie déviatorique
.∗ symbole de grandeurs dans l’espace de

Laplace-Carson
.̃ expression d’une grandeur effective

VER Volume Élémentaire Représentatif MMR Motif Morphologique Représentatif
MEF Méthode des Éléments Finis ȧ dérivée de a
v.l.n.v. viscoélastique linéaire non vieillissant TLC transformée de Laplace-Carson
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Chapitre 1

Modélisations multi-échelles de
maçonneries avec joints secs ou
saturés
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1.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.1 État de l’art de la modélisation d’une maçonnerie

Le principe de base de l’homogénéisation consiste à remplacer un matériau hétérogène
par un matériau homogène de comportement équivalent. La différence entre la maçonne-
rie et les autres matériaux comme le béton est son comportement orthotrope alors que
ses composants sont des matériaux isotropes. Cette section rappelle brièvement les bases
de la théorie de l’homogénéisation appliquée aux structures maçonnées dans le cas des
arrangements périodiques.
On distingue ici deux approches différentes d’homogénéisation adoptées dans la littérature :
l’homogénéisation non-périodique analytique et l’homogénéisation périodique.
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1.1. ÉTAT DE L’ART DE LA MODÉLISATION D’UNE MAÇONNERIE

1.1.1 Homogénéisation analytique

L’homogénéisation analytique [7–9], proposée pour des milieux hétérogènes à distribution
aléatoire, considère la maçonnerie comme un matériau biphasé dont le mortier est la ma-
trice et les briques sont des inclusions de forme ellipsoïdale noyées dans un milieu infini
(mortier). Cette approche est bien adaptée aux maçonneries irrégulières et en cas d’élasti-
cité. Pietruszczak et Niu [7] ont utilisé l’homogénéisation en deux étapes pour l’étude des

Figure 1.1 – Approche "matrice-inclusion" d’après [8].

maçonneries périodiques où la matrice est considérée comme étant la brique et les joints de
mortier sont traités comme des interfaces ou des inclusions ellipsoïdales. Dans la première
étape, ils ont supposé que les unités de briques forment une matrice homogène uniformé-
ment entrecoupée de joints verticaux alignés comme inclusions. La raideur équivalente du
milieu peut être trouvée en combinant la solution d’Eshelby pour un cylindre de section
elliptique avec la théorie en champs moyens de Mori-Tanaka [10,11]. Ils ont homogénéisé ce
milieu à partir de la première étape et les joints horizontaux continus forment une structure
stratifiée dont la raideur effective est trouvée avec la mécanique d’un matériau stratifié. Par
ailleurs, Bati et al. [8] ont proposé d’assimiler les briques à des cylindres elliptiques alignés
comme représenté sur la Fig.1.1. Il a aussi été vérifié que leur méthode suit fidèlement
le comportement des maçonneries réelles en réalisant des essais de compression uniaxiale
sur des panneaux en maçonnerie bâtis avec des briques élastiques et du mortier de ciment
ou de chaux, lorsque l’épaisseur de mortier est petite (3-5 mm). Dans ce modèle, Zhao et
Weng [9] ont appliqué la formulation de Mori-Tanaka, ce qui est très similaire à la première
étape de Pietruszczak et Niu [7] présentée ci-dessus, alors que les unités de brique, à la
place des joints verticaux, sont traitées comme des inclusions noyées dans la matrice de
mortier. Cette approche n’a pas pris en compte le motif spécifique de brique et de mortier,
ni exploité la périodicité de la géométrie, des contraintes et des déformations, ainsi que
d’autres caractéristiques du milieu comme les épaisseurs du mortier selon les différentes
directions et elle repose sur l’hypothèse d’un mortier infini, ce qui n’est pas adapté à l’état
réel. Toutefois, il est également noté que lorsque la concentration en inclusions de briques
est très élevée, la vraisemblance du modèle de cylindre elliptique est validée expérimentale-
ment par rapport aux résultats expérimentaux dans [8]. Les approches ci-dessus n’ont été
jusqu’à présent discutées que dans le cas élastique.
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1.1. ÉTAT DE L’ART DE LA MODÉLISATION D’UNE MAÇONNERIE

1.1.2 Homogénéisation périodique

L’homogénéisation périodique repose classiquement sur trois approches : macroscopique,
microscopique et micro-macro.
- La première considère la maçonnerie comme une entité unique à laquelle est associé un
comportement homogène identifié à l’aide d’essais réalisés sur des maçonneries de grandes
tailles ( [12,13] par exemple). Ces essais ne permettent d’identifier des surfaces seuils qu’une
fois atteintes en un point de la structure. De plus, il faut prendre en compte l’adoucissement
de la contrainte. À ce propos, il est possible de citer les travaux de Lourenço [13], qui
considère la maçonnerie comme un matériau orthotrope auquel est associée une surface
seuil définie par un critère de Rankine en traction et de Hill en compression, contrairement
aux autres recherches qui considèrent la maçonnerie comme un matériau isotrope [14,15].
- L’approche microscopique modélise la maçonnerie comme un milieu hétérogène continu
[16, 17] ou discret [18, 19]. Les briques (rigides ou déformables) sont liées entre elles par
des lois d’interaction comme la loi de Signorini pour le contact et une loi de type Coulomb
pour le frottement. Les modèles de la méthode continue s’appuient sur la Méthode des
Éléments Finis (MEF) et définissent deux à trois phases : brique, mortier et/ou interface.
Ces modèles nécessitent la connaissance des forces à rupture en traction, en compression
et en cisaillement des différents constituants de la maçonnerie. Ce type d’approche inclut
aussi des modèles d’endommagement de type Kachanov [20,21] ou autre [22].
- L’approche micro-macro (ou "upscaling", multi-échelle) définit pour la maçonnerie un Vo-
lume Élémentaire Représentatif (VER) modélisé selon l’approche microscopique. Le com-
portement macro de la maçonnerie est identifié à travers diverses sollicitations appliquées
au VER. Cette identification repose sur des techniques d’homogénéisation linéaire et non
linéaire. Dans cette approche, il est d’usage de considérer un endommagement qui se pro-
page de façon progressive et contrôlée ou différents états d’endommagement avec des tran-
sitions brutales entre eux. Alors, l’homogénéisation périodique s’appuyant sur l’approche
micro-macro permet de déterminer la modélisation homogène d’un milieu hétérogène dont
le détail d’hétérogénéités ne prend pas en compte les calculs analytiques ou numériques.
Ce milieu hétérogène est remplacé par un Milieu Homogène Équivalent (MHE) qui aura
les mêmes caractéristiques mécaniques (aux approximations près adoptées par le schéma
micromécanique) que le milieu hétérogène de départ.
La modélisation des structures maçonnées à l’échelle macroscopique fait face à un problème
majeur dans l’identification des paramètres matériaux inclus dans les lois de comportement.
Ces paramètres sont donnés par différents essais et ceux-ci à leur tour dépendent des condi-
tions aux limites mais aussi du facteur d’échelle. La modélisation à l’échelle microscopique
permet d’incorporer les comportements des divers constituants et d’accéder à une bonne
compréhension du comportement à l’échelle locale, mais elle demande un effort numérique
plus important pour des structures de grande taille (selon [23]). De plus, l’identification
des paramètres introduits par la loi de Signorini et de Coulomb reste un problème délicat.
L’approche micromécanique utilise des calculs numériques sur un VER qui ont de nombreux
avantages avec l’adoption d’une technique d’Éléments Finis (EF) par exemple (comme mon-
tré dans [23] par exemple) :

13
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- La solution EF se rapproche de la solution réelle pour un maillage raffiné adapté,
- L’épaisseur des joints de mortier est prise en compte pour l’évaluation des modules ho-
mogénéisés,
- Elle permet de simuler le comportement non-linéaire en particulier en présence de joints
de mortier avec des propriétés mécaniques ou des comportements non-linéaires.
Cette approche a ainsi une grande capacité à reproduire le comportement des maçonneries
sans utiliser un maillage trop fin même dans le cas non-linéaire.

Pour les composites réguliers, c’est-à-dire, pour les composites avec des inclusions répar-
ties régulièrement dans la matrice, un modèle périodique a été proposé par de nombreux
auteurs [24–26]. Dans le cadre de cette dernière approche, on utilise l’homogénéisation pé-
riodique linéaire en champs moyens qui repose sur trois étapes générales [25–29] et qui est
à privilégier pour les maçonneries régulières.

Étapes de changement d’échelles :
- la représentation qui précise la description géométrique et mécanique avec des éléments
contenus dans un VER,
- la localisation qui consiste à analyser les conséquences locales d’un chargement global en
termes de champs de contraintes et de déformations au sein du VER,
- l’homogénéisation qui vise à l’expression du comportement du milieu homogène équi-
valent.

Tout d’abord, pour l’étape de représentation, il faut choisir la taille d’un VER qui soit
suffisamment grande pour satisfaire en même temps la condition pour traiter la structure
comme un milieu continu et la condition pour décrire le comportement du VER par une
loi homogène. La représentation de chaque brique et de chaque joint est réalisée dans les
travaux de Page [18, 30] mais elle est essentiellement inapplicable pour la modélisation
d’une grande structure réelle de maçonnerie, de sorte que cette approche ne convient que
pour simuler un petit échantillon ou une unité représentative.
Dans l’étape de localisation, le VER est soumis à des conditions de contraintes homogènes
(CH) ou de déformations homogènes (DH) sur le contour ∂Ω du VER.
La dernière étape permet de déduire le tenseur de souplesse effective du milieu hétérogène
S̃ = 〈S : D〉 et le tenseur de rigidité effective C̃ = 〈C : A〉 respectivement. Le problème
d’homogénéisation du milieu élastique linéaire donne la loi de comportement du matériau
hétérogène sous la forme : σ = C : ε

ε = S : σ
(1.1)

où C et S sont respectivement les tenseurs de rigidité et de souplesse (C : S = I où I est le
tenseur identité d’ordre quatre).
Sous la condition de déformations homogènes (DH), on obtient la loi de comportement
homogénéisé élastique linéaire comme suit :

σ = C̃ : ε (1.2)
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et celle de la condition de contraintes homogènes (CH) :

ε = S̃ : σ (1.3)

avec

C̃ = 〈C : A〉 , S̃ = 〈S : D〉 (1.4)

où A et D sont des tenseurs d’ordre quatre, appelés respectivement tenseurs de localisation
des déformations et de concentration des contraintes. L’indice 〈.〉 montre la moyenne du
tenseur.
On rappelle ici la notion de cellule de base qui n’est pas définie de manière unique, comme
illustré sur la figure (1.2) [24,31].

Figure 1.2 – Exemples de cellule de base pour maçonnerie de type "running bond".

Extraits de littérature : homogénéisation périodique
Luciano et Sacco (dans [28]) ont appliqué la série de Fourier et les multiplicateurs de La-
grange pour le problème d’homogénéisation des milieux périodiques, caractérisés par une
géométrie quelconque d’inclusions, avec ou sans axes orthogonaux de symétrie. Malheureu-
sement, le tenseur de modules effectifs est obtenu à partir du champ de contraintes mais il
n’est pas donné sous la forme générale.
Étant donné la complexité géométrique du VER, la maçonnerie a été traitée en tant que
continuité élastique. On rappelle ici que l’approche périodique, à privilégier pour les ma-
çonneries régulières, est largement utilisée dans le cas élastique. Cette approche peut être
réalisée en deux étapes [25] ou en une seule étape [29]. Pande et al. [25] ont été les premiers
à développer la méthode d’homogénéisation périodique en utilisant deux étapes d’homo-
généisation (voir aussi [23]) pour déterminer les propriétés élastiques d’une maçonnerie
où les phases sont supposées isotropes. La première étape correspond à l’homogénéisation
d’une seule ligne de briques avec des joints verticaux. La deuxième permet de définir une
raideur effective avec la prise en compte des joints horizontaux dans le premier matériau
homogénéisé. Lorsque les raideurs sont obtenues par l’égalité des énergies de déformation
dans le matériau équivalent et le système étudié, le type d’empilement des briques et du
mortier ne peut pas être distingué dans leurs modèles. Gang Wang [29] à son tour a utilisé
le concept de cellule de base dans [24] et la méthode d’homogénéisation périodique pour
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évaluer la raideur effective de la structure de maçonnerie périodique. En utilisant l’évalua-
tion d’Eshelby combinée à une approche en énergie de déformation, la rigidité effective de
la maçonnerie est obtenue de façon analytique par une série infinie et l’exactitude dépend
de la valeur N du terme fini.

Une approche analytique qui déduit le comportement effectif d’une cellule périodique 1D,
2D ou 3D, dans le cas élastique ou viscoélastique à l’état sain, est proposée dans les travaux
de Cecchi et al. [26,31–36]. En utilisant la technique d’homogénéisation analytique sur un
stratifié (cas 1D) ou la technique asymptotique pour la définition du joint de mortier (cas
2D et 3D), cette approche montre son exactitude et son utilité par comparaison avec des
essais réels (cas 1D) ou des calculs numériques en 2D ou 3D dans le cas où le mortier est
supposé très fin ou de rigidité beaucoup plus faible que les briques.

1.2 Méthodes de modélisation d’un milieu sec

1.2.1 Schémas d’homogénéisation classiques

Problème d’Eshelby

Figure 1.3 – Milieu avec réseau de fissures en forme d’ellipse.

On rappelle ici brièvement le problème d’Eshelby qui sert de base à la méthode d’homogé-
néisation des milieux hétérogènes en poro-élasticité linéaire. Le VER de ce matériau occupe
le domaine Ω de frontière ∂Ω. La phase solide occupe le domaine Ωs de frontière ∂Ωs tan-
dis que les pores (ou les fissures en forme d’ellipse) occupent le domaine Ωp de frontière
∂Ωp, complémentaire de Ωs dans Ω. Une pression p est considérée dans les pores supposés
contenir un fluide. Pour simplifier, on suppose de plus que les pores n’intersectent pas la
frontière du VER (voir la figure (1.3)). La fraction volumique des pores sphériques ou des
fissures de type elliptique aplati du milieu est définie par la relation :

ϕ = Vp
V

(1.5)

où V et Vp sont respectivement le volume de domaine Ω et Ωp. On impose une condition
de sollicitation en déformation (par exemple) sur le bord ∂Ω du VER pour déterminer le
comportement macroscopique : u(x) = E.x, où u(x) est le champ de déplacement, E est
le tenseur des déformations macroscopiques. La relation entre la moyenne volumique du
champ de déformations et la déformation macroscopique imposée constante E est donnée
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par :

ε = 〈ε〉 = 1
V

∫
∂V

(n⊗s u)dS = E (1.6)

où ⊗s est le produit tensoriel symétrique. Cette relation montre que le champ de déforma-
tion locale à l’intérieur du VER peut être considéré comme la superposition d’un champ
constant fixé par les conditions aux limites et d’une fluctuation dépendant des propriétés
élastiques locales et de l’interaction entre les phrases constitutives du matériau. Le champ
de contrainte microscopique s’écrit :

σ(x) = Cs : A : E− Cs : A∗p (1.7)

où Cs est le tenseur de rigidité du domaine solide, A = Aijkl est le tenseur de localisa-
tion en déformation d’ordre quatre. A∗ = A∗pq = δpqAijpq est le tenseur de localisation en
déformation du deuxième ordre. La moyenne du champ de contrainte dans Ω est :

Σ = 〈σ〉 = 1
V

∫
V
σdV = 1

V

(∫
Vs
σdV +

∫
Vp
−pIdV

)
= (1− ϕ) 〈σ〉s − ϕpI (1.8)

où 〈σ〉s = 1
Vs

∫
Vs
σdV est la moyenne du champ de contrainte dans le domaine solide. En

introduisant (1.7) dans (1.8), Σ peut s’écrire sous la forme [37,38] :

Σ = 〈Cijkl : Apqkh : εkh〉 = C̃ : E− pB (1.9)

où B est le tenseur de Biot [39].
Dans le cas de pores secs (p = 0), la relation (1.9) s’écrit pour un milieu poreux sec :

Σ = C̃ : E (1.10)

avec C̃ la raideur macroscopique qui est donnée par :

C̃ = (1− ϕ)Cs : 〈A〉s = Cs(I− ϕ 〈A〉p) (1.11)

où 〈A〉p est la moyenne du tenseur de localisation de déformation A dans les pores secs. Le
problème d’Eshelby définit le tenseur de Hill P0 dans le cas de pores ellipsoïdaux parallèles
(voir par exemple [37]) :

P0 = SE : C−1
0 = SE : S0 (1.12)

où S0 et C0 sont respectivement les tenseurs de souplesse et de rigidité du milieu infini. SE
est un tenseur d’ordre quatre, appelé tenseur d’Eshelby qui dépend de la forme ellipsoïdale
et de l’orientation des pores et de C0.
On note que :

〈A〉p = [I− SE]−1 (1.13)

Si la matrice est un matériau isotrope élastique, C0 peut être écrit sous la forme :

C0 = 3k0J + 2µ0K (1.14)

où k0, µ0 sont les modules de compressibilité et de cisaillement du milieu ; J = 1
3δij ⊗ δij

et K = I − J sont les projections sur les espaces des tenseurs d’ordre quatre isotropes et
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déviatoriques respectivement (voir aussi l’annexe (A.1)).
Dans le cas de pores ellipsoïdaux, SE est isotrope transverse. Les composantes du tenseur
d’Eshelby SE pour un ellipsoïde cylindrique (a3 → ∞) et aplati, sont données respective-
ment dans les annexes (B.1) et (B.2). Dans ce cas, le tenseur de Hill P0 (voir (1.12)) est
isotrope transverse.
Dans le cas de pores sphériques, P0 est isotrope parce que SE s’écrit dans la base (J,K) [37]
comme suit :

SE = α0J + β0K (1.15)

où les coefficients α0 et β0 sont donnés par :

α0 = 3k0

3k0 + 4µ0
, β0 = 6(k0 + 2µ0)

5(3k0 + 4µ0) (1.16)

Si on considère une pression non nulle dans les pores (p 6= 0), il faudra prendre en compte
l’effet du tenseur de Biot B donné par :

B = (1− ϕ)Cs : 〈A∗〉s + ϕI (1.17)

On s’intéresse maintenant à la technique d’homogénéisation d’un milieu micro-fissuré sec
en se basant sur la théorie d’Eshelby. Le tenseur des rigidités correspondant au cas isotrope
transverse d’axe y1 a cinq constantes indépendantes et est le suivant :

C =



C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C11 − C12

2


(1.18)

On suppose que les pores sont ellipsoïdaux aplatis selon la direction e3 (a1 = a2 = l �
a3 = c) avec la même orientation et la même forme. L’équation de la section transversale
est donnée dans l’annexe (B.3). Le tenseur SE dans la base de Walpole (cf. Annexe (A.2))
s’écrit (cf. (B.5)) :

SE = 3
8(1− νm)πXE1 +

(
1− 1− 2νm

4(1− νm)πX
)
E2 + 7− 8νm

16(1− νm)πXE3

+
(

1 + νm − 2
4(1− νm)πX

)
E4 + νm

1− νm
(

1− 4νm + 1
8νm πX

)
E5 +

(
1− 2νm − 1

8(1− νm)πX
)
E6

(1.19)

Comme le rapport d’aspect de forme de porosité est infiniment petit X � 1, on peut
appliquer le résultat d’Eshelby pour le problème d’un milieu microfissuré en prenant la
limite quand X tend vers 0 [40]. Comme :

lim
X→0
〈A〉p = lim

X→0
[I− SE(X)]−1 =∞, (1.20)
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on utilise alors plutôt la limite de la quantité X[I−SE(X)]−1. Le tenseur de concentration
de déformation de la fissure est déduit de la relation :

lim
X→0

X[I− SE(X)]−1 = T(n) (1.21)

Comme SE est isotrope transverse, le tenseur T(n) est un tenseur isotrope transverse par
rapport à la direction normale à la fissure (i.e. −→e 3) qui s’écrit dans la base de Walpole sous
la forme (voir [37,40,41]) :

T(n) = 4(1− νm)
π

( 1− νm
1− 2νmE2(n) + 1

1− 2νmE4(n) + νm

1− 2νmE5(n)
)

(1.22)

Partant de la solution du problème d’Eshelby (1.11), on rappelle dans la suite les estima-
tions du tenseur de rigidité homogénéisé obtenu par les estimations de la solution diluée
(DL), de la méthode auto-cohérente (AC), de Mori-Tanaka (MT ) ainsi que de l’approche
de Ponte-Castañeda et Willis (PCW ) qui sont bien connues dans la littérature.

Schéma dilué (DL)

Pour cette solution, on considère un milieu constitué de Np pores de formes identiques
et d’orientations parallèles avec des interactions négligeables entre les pores. Ainsi, l’esti-
mation du tenseur de localisation pour chaque pore se fait en considérant que Cm = C0.
Dans le cas de l’approche en déformation, le domaine Ω est soumis à la même condition
au contour ∂Ω : Em = E. L’estimation pour le milieu initial s’obtient en superposant les
estimations obtenues pour toute la famille de pores. Le tenseur de rigidité effective est
donné par :

C̃ =
∑
r=m,i

ϕrCr : 〈A〉r (1.23)

où r est l’indice qui désigne la phase r (m pour matrice et p pour pore). Notons que
〈A〉 = ∑

r=m,i ϕ
r 〈A〉r = I. L’équation (1.11) conduit à l’expression suivante du tenseur de

rigidité effective selon l’estimation DL :

C̃DL = Cm
d (I− ϕ 〈A〉p) (1.24)

où Cm
d = 3kmd J + 2µmd K est le tenseur de rigidité du milieu sec avec kmd et µmd les modules

de compressibilité et de cisaillement du milieu sec.
Dans la suite, plusieurs distributions de porosité (isotrope, isotrope transverse) et de mi-
crofissures avec ou sans porosité peuvent être considérées. Pour chacun de ces cas, les
estimations des modules effectifs selon le modèle DL seront fournies.

Distribution isotrope de pores sphériques :
En introduisant (1.13) et (1.15) dans (1.24), les modules de compressibilité et de cisaille-
ment homogénéisés pour un milieu isotrope avec des pores sphériques s’écrivent [37] :

k̃DLp−iso = kmd

[
1− ϕ

(
1 + 3kmd

4µmd

)]
, µ̃DLp−iso = µmd

[
1− 5ϕ3kmd + 4µmd

9kmd + 8µmd

]
(1.25)
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On note que :

ν̃DLp−iso =
3k̃DLp−iso − 2µ̃DLp−iso

2(3k̃DLp−iso + µ̃DLp−iso)
(1.26)

Dans ce cas, ϕ = φp. Les modules effectifs sont :

E0

ẼDL
p−iso

= 1 + φp
3(1− νmd )[9− 10νmd 2 − νmd (13− 15φp)− 15φp]

[2− 3p+ νmd (−4 + 3φp)][7− 15φp + 5νmd (−1 + 3φp)]
(1.27)

µ0

µ̃DLp−iso
= 1 + φp

15(1− νmd )
[7− 15φp + 5νmd (−1 + 3φp)]

(1.28)

Distribution isotrope transverse de microfissures :
On pose la densité de fissures comme suit :

dc = Nl3 (1.29)

où N est le nombre de fissures par unité de volume. Si ϕ est la fraction volumique des
fissures définie par ϕ = 4π

3 dcX, alors, la relation (1.21) s’écrit :

ϕ 〈A〉p = 4π
3 dcT(n) (1.30)

qui s’écrit aussi dans la base de Walpole sous la forme :

ϕ 〈A〉p = 16(1− νm)dc
3

( 1− νm
1− 2νmE2(n) + 1

2− νmE4(n) + νm

1− 2νmE5(n)
)

(1.31)

pour un tenseur de rigidité du matériau sain de la forme :

Cm
d = 2µmd

1− 2νmd
[E1 + (1− νmd )E2 + (1− 2νmd )(E3 + E4) + νmd (E5 + E6)] (1.32)

Les relations (1.24), (1.31) et (1.32) permettent de déduire le tenseur de rigidité effective
du matériau endommagé :

C̃DL =
6∑
1
cDLi Ei (1.33)

avec [40] :

cDL1 = 2µmd
1− 2νmd

(
1 + 32νmd 2(νmd − 1)dc

3(1− 2νmd )

)
, cDL2 = 2µmd (1− νmd )

1− 2νmd

(
1− 16(νmd − 1)2dc

3(1− 2νmd )

)

cDL3 = 2µmd , cDL4 = 2µmd
(

1− 16(νmd − 1)dc
3(1− 2νmd )

)
, cDL5 = cDL6 = 2µmd νmd

1− 2νmd

(
1− 16(νmd − 1)2dc

3(1− 2νmd )

)

La référence [42] permet d’obtenir les modules d’Young Ẽ3 dans la direction perpendiculaire
au plan de fissures, Ẽ1 et Ẽ2 dans les directions du plan de fissures, le coefficient de Poisson
et les modules de cisaillement correspondants aux équations (A.13), (A.14) et (A.15) de
l’annexe (A.2) :

Ẽ3 = c2 −
2c2

5
c1
, Ẽ1 = Ẽ2 = 2c3(c1c2 − 2c2

5)
(c1 + c3)c2 − 2c2

5
, ν̃31 = c5

c1
, µ̃12 = c3

2 , µ̃23 = Ẽ3

2(1 + ν̃23)
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Alors les paramètres de l’estimation diluée sont :

ẼDL
3 = Em

d

3(2νmd − 1) + 16(1− νmd )2dc
3(2νmd − 1) + 32νmd 2(1− νmd )dc

, ν̃DL31 = νmd
3(2νmd − 1) + 16(1− νmd )2dc

3(2νmd − 1) + 32νmd 2(1− νmd )dc

ẼDL
1 = EDL

2 = Em
d , µ̃DL12 = µmd , µ̃DL23 = µmd

3(2νmd − 1) + 16(1− νmd )2dc
3(2νmd − 1) + 16νmd (1− νmd )dc

(1.34)

Ils respectent bien l’égalité :

ν̃DL31 /Ẽ
DL
3 = νmd /E

m
d (1.35)

Le tenseur de souplesse du milieu avec des microfissures sèches est :

SmDL =



1
Em
d

− ν
m
d

Em
d

− ν
m
d

Em
d

0 0 0

− ν
m
d

Em
d

1
Em
d

− ν
m
d

Em
d

0 0 0

− ν
m
d

Em
d

− ν
m
d

Em
d

1
Em
d

+ Zd
N 0 0 0

0 0 0 1
µmd

+ Zd
T 0 0

0 0 0 0 1
µmd

+ Zd
T 0

0 0 0 0 0 1
µmd



(1.36)

où

Zd
N = 16dc

Em
d

.
(1− νmd )(1 + νmd )(2νmd − 1)
3(2νmd − 1) + 16(1− νmd )2dc

, Zd
T = 16dc

µmd
.

(1− νmd )(2νmd − 1)
3(2νmd − 1) + 16(1− νmd )2dc

(1.37)

L’indice ’d’ est donné pour la situation ’sèche’ et saine. On trouve que Zd
T = 2Zd

N .

Cas de fissures parallèles avec des pores sphériques :
Nous proposons une estimation du comportement homogénéisé du milieu poreux avec fis-
sures parallèles en couplant le schéma DL et le processus itératif d’homogénéisation diluée.
Tout d’abord, on a un matériau poreux homogénéisé dont les modules effectifs sont indi-
qués dans (1.27). Ensuite, on applique l’homogénéisation (schéma dilué) sur ce nouveau
matériau avec fissures. Le tenseur de souplesse est obtenu en remplaçant Em

d , µmd et νmd
dans (1.36) par ẼDL

p−iso, µ̃DLp−iso dans (1.27) et ν̃DLp−iso dans (1.26), respectivement.

Distribution isotrope de microfissures :
Dans ce cas, 〈A〉p est la moyenne du tenseur isotrope transverse sur toutes les directions
de la normale au plan de fissures et est donnée par la relation suivante :

ϕ 〈A〉p = 4π
3 dc 〈T(n)〉 (1.38)

Pour le cas isotrope, [37] a montré que :

C̃ = Cm
d :

(
I− 4π

3 dc 〈T(n)〉
)

= Cm
d : (I− dcQ) (1.39)
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où

Q = 4π
3 〈T〉 = Q1J +Q2K (1.40)

avec [37] :

Q1 = 16(1− νmd 2)
9(1− 2νmd ) , Q2 = 32(1− νmd )(5− νmd )

45(2− νmd ) (1.41)

En introduisant (1.40) dans (1.39), on peut déduire les modules de compressibilité et de
cisaillement effectifs comme suit :

k̃DLf−iso = kmd (1−Q1dc), µ̃DLf−iso = µmd (1−Q2dc) (1.42)

ou bien :

C̃DL
f−iso = Cm

d (1−Qdc) (1.43)

Le tenseur de souplesse du milieu avec des microfissures sèches est isotrope :

Smdf = 1
3k̃DL

J + 1
2µ̃DLK (1.44)

Les expressions des modules effectifs sont :

E0

ẼDL
f−iso

= 1 + 16dc(1− νmd 2)[32dc(5− νmd )(1− νmd )− 9(1− 2νmd )(10− 3νmd )]
[9− 18νmd − 16dc(1− νmd 2)][45(−2 + νmd ) + 32dc(5− νmd )(1− νmd )]

µ0

µ̃DLf−iso
= 1 + 32dc(5− νmd )(1− νmd )

45(2− νmd )− 32dc(5− νmd )(1− νmd ) (1.45)

Cas de fissures aléatoires avec des pores sphériques :
Dans ce cas, on applique aussi le processus itératif d’homogénéisation du schéma dilué avec
la prise en compte de (1.45), (1.27), et en remplaçant νmd dans (1.45) par ν̃DLp−iso dans (1.26).

Schéma de Mori-Tanaka (MT)

Le schéma de MT permet de prendre en compte les interactions entre pores (même si la
densité de pores est faible) [43]. Ici, on considère que chaque pore est entouré de la phase
solide (matrice) de module Cm soumise à l’infini à une déformation moyenne E0 = 〈ε〉m.
La solution du problème d’homogénéisation nous permet d’écrire :

E0 = 〈A〉MT E (1.46)

avec

〈A〉MT = [(1− ϕ)I + ϕ 〈A〉p]−1 (1.47)

À partir de ces équations et de (1.23), le tenseur de rigidité effective s’écrit :

C̃MT = (1− ϕ)Cm
d [(1− ϕ)I + ϕ 〈A〉p]−1 = (1− ϕ)Cm

d : H (1.48)
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où :

H = [(1− ϕ)I + ϕ 〈A〉p]−1 (1.49)

Dans la suite, on envisage différentes distributions de pores et/ou de fissures.

Distribution isotrope des pores sphériques :
Les modules de compressibilité et de cisaillement effectifs estimés par ce schéma s’écrivent :

k̃MT
p−iso = kmd

4(1− ϕ)µmd
3ϕkmd + 4µmd

, µ̃MT
p−iso = µmd

(1− ϕ)(9kmd + 8µmd )
9kmd (1 + 2ϕ/3) + 8µmd (1 + 3ϕ/2) (1.50)

On note que :

ν̃MT
p−iso =

3k̃MT
p−iso − 2µ̃MT

p−iso

2(3k̃MT
p−iso + µ̃MT

p−iso)
(1.51)

Les expressions des modules effectifs sont :

E0

ẼMT
p−iso

= 1 + φp
1− φp

3(1− νmd )(9 + 5νmd )
2(7− 5νmd )

µ0

µ̃MT
p−iso

= 1 + φp
1− φp

15(1− νmd )
(7− 5νmd ) (1.52)

Distribution isotrope transverse de microfissures :
La limite de la rigidité C̃MT quand le rapport d’aspect de forme des ellipses X → 0 conduit
en particulier à ϕ→ 0 et comme ϕ = 4πdcX

3 alors le tenseur de rigidité effective s’écrit :

C̃MT = Cm
d : H (1.53)

Dans la base de Walpole :

C̃MT =
6∑
1
cMT
i Ei (1.54)

En introduisant (1.31) et (1.49) dans (1.48), on obtient [40] :

cMT
1 =

2µmd
[
3 + 16dc(1− νmd 2)

]
16dc(1− νmd )2 + 3(1− 2νmd ) , c

MT
2 = 6µmd (1− νmd )

16dc(1− νmd )2 + 3(1− 2νmd )

cMT
3 = 2µmd , cMT

4 = 6µmd (1− 2νmd )
16dc(1− νmd )− 3(1− 2νmd ) ,

cMT
5 = cMT

6 = 6µmd νmd
16dc(1− νmd )2 + 3(1− 2νmd ) = νmd

(1− νmd )c
MT
2

Les modules et coefficient de Poisson correspondants sont :

ẼMT
3 = Em

d

3
3 + 16(1− νmd 2)dc

, ν̃MT
31 = νmd

3
3 + 16(1− νmd 2)dc

ẼMT
1 = EDL

2 = Em
d , µ̃MT

12 = µmd , µ̃MT
23 = µmd

3
3 + 16(1− νmd )dc

(1.55)
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Ils respectent bien l’égalité :

ν̃MT
31 /ẼMT

3 = νmd /E
m
d (1.56)

La relation (1.36) avec (1.55) permet d’identifier les paramètres Zd
N et Zd

T pour le modèle
de MT :

Zd
N = 16dc

3Em
d

(1− νmd )(1 + νmd ), Zd
T = 16dc(1− νmd )

3µmd
(1.57)

On note que : Zd
T = 2Zd

N .

Cas de fissures parallèles avec des pores sphériques :
Dans ce cas, l’équation (1.52) donne les modules effectifs du matériau poreux homogénéisé.
Appliquons ensuite (1.55) sur ce nouveau matériau, on obtient les modules du matériau
poreux et fissuré où Em

d , µmd et νmd sont remplacés respectivement par ẼMT
p−iso et µ̃MT

p−iso dans
(1.52) et ν̃MT

p−iso dans (1.51).

Distribution isotrope de microfissures :
Dans ce cas, (1.49) devient :

H = [(1− ϕ)I + dcQ]−1 (1.58)

où Q est donné par (1.41). Les modules effectifs sont :

k̃MT
f−iso = kmd

1 + dcQ1
, µ̃MT

f−iso = µmd
1 + dcQ2

(1.59)

ou bien :

C̃MT
f−iso = Cm

d

(1 + Qdc)
(1.60)

où Q est défini par (1.40). Autrement, les expressions des modules dans ce cas sont les
suivantes :

E0

ẼMT
f−iso

= 1 + 16dc(1− νmd 2)(10− 3νmd )
45(−2 + νmd )

µ0

µ̃MT
f−iso

= 1 + 32dc(5− νmd )(1− νmd )
45(2− νmd ) (1.61)

Cas de fissures aléatoires avec des pores sphériques :
Dans ce cas, dans un premier temps, l’équation (1.52) donne les modules effectifs du maté-
riau poreux homogénéisé. Appliquons ensuite (1.61) sur ce nouveau matériau homogénéisé,
on obtient les modules effectifs du matériau poreux et fissuré. Em

d , µmd et νmd dans (1.61)
sont maintenant remplacés par ẼMT

p−iso, µ̃MT
p−iso dans (1.52) et ν̃MT dans (1.51), respective-

ment.
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Schéma auto-cohérent (AC)

L’idée du schéma auto-cohérent, classiquement bien adapté au milieu polycristalin, consiste
à supposer que ni la phase solide, ni l’espace poreux ne peuvent être considérés comme la
matrice mais que chaque phase réagit comme si elle était disposée dans le milieu homogène
équivalent. Ce modèle consiste à placer les grains de la phase considérée dans un milieu
homogène équivalent soumis à une contrainte ou à une déformation macroscopique. On
affecte alors au milieu homogène équivalent, les propriétés mécaniques effectives du maté-
riau recherché. La phase est donc plongée dans le milieu qui constitue la matrice. Cette
méthode prend donc en compte, de manière indirecte, les interactions entre les pores. Tou-
tefois, l’estimation qu’elle donne des caractéristiques mécaniques de la matrice est dans
certains cas forcément ”sur-évaluée” puisque, dans la réalité, la phase au sein du matériau
est entourée d’un certain volume de matrice. La rigidité effective prévue par le schéma AC
est C̃ac = C0.
Considérons un milieu microfissuré avec une distribution isotrope des pores sphériques.
Avec la relation de moyenne (1.23) et puisque 〈Aac〉 = I est aussi valable pour un milieu
poreux avec des pores sphériques, alors :

〈Aac〉 =
〈
[I + Pac : (C− C̃ac)]−1

〉−1
= I (1.62)

Cette expression n’est pas explicite car elle fait intervenir l’inconnu C̃ac. Ce dernier peut
s’écrire sous la forme (cf. (1.62)) :

C̃ac = (1− ϕ)Cm
d : [I + Pac : (C̃m

d − C̃ac)]−1 :{
(1− ϕ)[I + Pac : (Cm

d − C̃ac)]−1 + ϕ[I− SacE )]−1
}−1

(1.63)

ou encore (cf. (1.63)) :

(1− ϕ)(Cm
d − C̃ac) : [I + Pac : (Cm

d − C̃ac)]−1 − ϕC̃ac[I− SacE )]−1 = 0 (1.64)

Pour le cas de pores secs sphériques, le tenseur Pac pour un milieu isotrope s’écrit dans la
base J,K sous la forme :

Pac = αac

3kacJ + βac

2µacK (1.65)

où

αac = 3kac
3kac + 4µac , βac = 6(kac + 2µac)

5(3kac + 4µac) (1.66)

L’équation (1.64) peut être projetée sur la base (J,K) et conduit à un système de deux
équations où k̃ac et µ̃ac sont les solutions de ce système.

k̃ac = kmd
1− ϕ

1 + αac(kmd − k̃ac)/k̃ac
.

1
(1− ϕ)[1 + αac(kmd − k̃ac)/k̃ac]−1 + ϕ[1− αac]−1

µ̃ac = µmd
1− ϕ

1 + βac(µmd − µ̃ac)/µ̃ac
.

1
(1− ϕ)[1 + βac(µmd − µ̃ac)/µ̃ac]−1 + ϕ[1− βac]−1

(1.67)
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Même si les pores sont sphériques, les relations (1.67) ne sont pas indépendantes car k̃ac et
µ̃ac dépendent aussi des modules homogénéisés (cf. (1.66)). Dans le cas d’un milieu poreux
sec, (1.67) peut être résolue :

k̃ac = 4µ̃ackmd (1− ϕ)
3ϕkmd + 4µ̃ac (1.68)

où µ̃ac est la solution de l’équation du second degré suivante :

8µ2 − µ[(8− 20ϕ)µmd − (9− 3ϕ)kmd ]− (9− 18ϕ)kmd = 0 (1.69)

C’est pourquoi on ne considère plus ce schéma lorsque le niveau d’endommagement est
élevé.

Approche de Ponte-Castañeda et Willis (PCW)

L’estimation de PCW conduit facilement à la formule des modules effectifs lorsqu’elle choisit
la matrice comme milieu de référence, puisqu’avec un tel choix on n’a plus à se soucier du
tenseur Pd. Les modules effectifs de PCW s’écrivent [38,42,44] :

C̃PCW = Cm
d − (I + Cm

d : ϕ〈A〉p : Pd)−1 : Cm
d : ϕ 〈A〉p (1.70)

où 〈A〉p est défini par (1.13). On note que Pd = SEdSm est le tenseur lié à un ellipsoïde
plongé dans un milieu élastique Cm

d . SEd est le tenseur d’Eshelby (voir (B.1)) des pores
plongés dans le milieu. Le tenseur Pd de distribution est calculé en fonction de kmd , µmd et les
rapports wd, w (qui sont les rapports d’aspects de forme de la cellule extérieure et du pore
ellipsoïdal intérieur, respectivement). C’est-à-dire, les pores sont supposés être de forme
sphéroïdale, avec un rapport d’aspect w où w ≤ 1 pour la forme aplatie (cf. figure (1.4)-a)
et w ≥ 1 pour la forme allongée (cf. figure (1.4)-b). Afin d’éviter l’interpénétration des
pores, wd doit suivre les conditions suivantes : √ϕ.w ≤ wd < w pour les pores horizontaux
(cf. figure (1.4)-c), w/ϕ ≥ wd > w pour les pores verticaux (cf. figure (1.4)-d) et wd = 1
pour la distribution aléatoire (cf. figure (1.4)-e).

Figure 1.4 – Pore de forme aplatie (a), pore de forme allongée (b), distribution isotrope transverse de pores
ellipsoïdaux selon la direction horizontale (c), verticale (d) et distribution isotrope de pores ellipsoïdaux
(e) d’après [42].

Distribution isotrope des pores sphériques :
Pour les pores sphériques, on a wd = 1 et d’après [42], le tenseur Pd s’écrit :

Pd = αmd
3kmd

J + βmd
2µmd

K (1.71)
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où αmd et βmd sont donnés par :

αmd = 1 + νmd
3(1− νmd ) , βmd = 2(4− 5νmd )

15(1− νmd ) (1.72)

En introduisant (1.71) et (1.13) dans (1.70), on obtient :

k̃PCWp−iso = kmd
2(−1 + 2νmd ) + 2(2− νmd )ϕ
2(−1 + 2νmd ) + (1 + νmd )ϕ , µ̃PCWp−iso = µmd

(7− 5νmd ) + (−23 + 25νmd )ϕ
(7− 5νmd ) + 2(−4 + 5νmd )ϕ

(1.73)

On note aussi que :

ν̃PCWp−iso =
3k̃PCWp−iso − 2µ̃PCWp−iso

2(3k̃PCWp−iso + µ̃PCWp−iso)
(1.74)

Dans ce cas, ϕ = φp. Les modules effectifs sont :

E0

ẼPCW
p−iso

= 1 + φp
3(1− νmd )[9− 10νmd 2(1 + φp)− νmd (13− 17φp)− 21φp]
2[1− 2p+ νmd (−2 + φp)][7− 23φp + 5νmd (−1 + 5φp)]

µ0

µ̃PCWp−iso
= 1 + φp

15(1− νmd )
[7− 23φp + 5νmd (−1 + 5φp)]

(1.75)

Distribution isotrope transverse de microfissures :
Dans la base de Walpole, Pmd s’écrit :

Pmd = 1
30µmd (1− νmd ) [2(3− 5νmd )E1 + (7− 10νmd )E2 + 2(4− 5νmd )(E3 + E4)− (E5 + E6)]

(1.76)

Dans la base de Walpole :

C̃PCW =
6∑
1
cPCWi Ei (1.77)

avec

cPCW1 =
2µmd

[
45 + 16dc(7− 15νmd 2)

]
16dc(7− 14νmd + 15νmd 2) + 45(1− 2νmd )

cPCW2 = 2µmd (1− νmd )(45− 128dc)
16dc(7− 14νmd + 15νmd 2) + 45(1− 2νmd )

cPCW3 = 2µmd , cPCW4 = 2µmd [45(1− 2νmd ) + 16dc(5νmd − 7)
32dc(4− 5νmd ) + 45(1− 2νmd )

cPCW5 = cPCW6 = 2µmd νmd (45− 128dc)
16dc(7− 14νmd + 15νmd 2) + 45(1− 2νmd ) = νmd

(1− νmd )c
PCW
2

En utilisant les équations (1.31), (A.13), (A.14) et (A.15), on obtient finalement les modules
effectifs suivants :

ẼPCW
3 = Em

d

(128dc − 45)
16(15νmd − 7)dc − 45 , ν̃PCW31 = νmd

(128dc − 45)
16(15νmd − 7)dc − 45
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ẼPCW
1 = ẼDL

2 = Em
d , µ̃PCW12 = µmd , µ̃PCW23 = µmd

128dc − 45
16(15νmd − 7)dc − 45 (1.78)

On trouve aussi que :

ν̃PCW31 /ẼPCW
3 = νmd /E

m
d (1.79)

Les relations (1.78) et la notation (1.36) permettent d’identifier les paramètres Zd
N et Zd

T

pour le modèle PCW :

Zd
N = 240dc(1− νmd )2

Em
d (128dc − 45) , Zd

T = 2Zd
N (1.80)

Cas de fissures parallèles avec des pores sphériques :
Dans ce cas, l’équation (1.75) donne les modules effectifs du matériau poreux homogénéisé.
Appliquons ensuite (1.78) sur ce nouveau matériau, on obtient les modules effectifs du ma-
tériau poreux et fissuré. Em

d , µmd et νmd dans (1.78) sont maintenant remplacés par ẼMT
p−iso,

µ̃MT
p−iso dans (1.75) et ν̃PCWp−iso dans (1.74), respectivement.

Distribution isotrope de microfissures :
Pour ce cas, en remplaçant ϕ 〈A〉i par dcQ (voir (1.38)) dans (1.70), on obtient les modules
de compression et de cisaillement suivants :

k̃PCWf−iso = kmd
1 +Q1(αmd − 1)dc

1 +Q1αmd dc
, µ̃PCWf−iso = µmd

1 +Q2(βmd − 1)dc
1 +Q2βmd dc

(1.81)

Autrement, les expressions des modules effectifs sont :
E0

ẼPCW
f−iso

= 1 + dc {3kmd Q2[1 + (−1 + αmd )dcQ1] + µmd Q1[1 + (−1 + βmd )dcQ2]}
(3kmd + µmd )[1 + (−1 + αmd )dcQ1][1 + (−1 + βmd )dcQ2]

µ0

µ̃PCWf−iso
= 1 + dcQ2

1 + (−1 + βmd )dcQ2
(1.82)

avec αmd et βmd définis dans (1.72).

Cas de fissures aléatoires avec des pores sphériques :
Dans ce cas, l’équation (1.75) donne les modules effectifs du matériau poreux homogénéisé.
Appliquons ensuite (1.82) sur ce nouveau matériau homogénéisé, on obtient les modules
du matériau poreux et fissuré. Em

d , µmd et νmd dans (1.82) sont maintenant remplacés par
ẼPCW
p−iso , µ̃PCWp−iso dans (1.75) et ν̃MT dans (1.74), respectivement.

k̃PCWfp−iso = 2Em
0 [1 + νm0 (−2 + ϕ)− 2ϕ][1 + (−1 + αmd )dcQ1]

3(−1 + 2νm0 )[−2 + ϕ+ νm0 (4 + ϕ)](1 + αmd dcQ1)

µ̃PCWfp−iso = Em
0 [7 + 5νm0 (−1 + 5ϕ)− 23ϕ][1 + (−1 + βmd )dcQ2]

2(1 + νm0 )[7− 8ϕ+ 5νm0 (−1 + 2ϕ)](1 + βmd dcQ2) (1.83)

1.2.2 Approche par motif morphologique

Distribution isotrope de microfissures

La notion de Motif Morphologique Représentatif (MMR) est présentée et développée par
A. Zaoui et al. [45–48] (cf. figure (1.5)). L’idée est qu’un milieu microfissuré est remplacé
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par un volume sphérique (cas de fissures aléatoires) ou ellipsoidal (cas de fissures parallèles)
contenant une fissure unique. Ensuite, ce MMR est plongé dans un milieu homogène infini
dont les caractéristiques sont celles du milieu sain (schémas de MT). Sous les conditions
aux limites en contraintes ou en déformations planes, les calculs numériques basés sur la
Méthode des Eléments Finis (MEF) sont réalisés pas à pas en utilisant l’équation incrémen-
tale de la loi de comportement proposée (cas viscoélastique). Le module de compressibilité
effectif du milieu microfissuré est estimé par des approches analytiques classiques telles
que le schéma dilué (1.42), de Mori Tanaka (1.59), de Ponte Castenada Willis (1.81). [40]

Figure 1.5 – Milieu avec des fissures aléatoires (a), MMR (b) et le domaine équivalent de calcul (c) avec
le maillage associé (d) d’après [40].

a examiné le milieu microfissuré respectant le modèle viscoélastique effectif de Burgers.
Il commence par étudier un milieu élastique microfissuré linéaire où un motif de forme
sphérique de rayon R entoure la fissure unique. R satisfait la condition :

R3 = 3l3
4πdc

, R > l (1.84)

où l est une demi-longueur de fissure. (1.84) donne la valeur maximale de la densité de
fissures dc : dmaxc = 0, 238. Soit Ω un milieu fictif avec une taille suffisamment grande par
rapport à la taille du MMR pour éviter les effets de bord. Tout d’abord, on impose un
champ de déplacements de la forme u(x, t) = ε0.z où ε0 = ε0i. On note que ε0 n’est pas
égal à ε qui est la déformation macroscopique imposée au milieu avec un réseau de fissures.
Pour déterminer ε0, on suit les démarches indiquées dans [40,49]. Dans un premier temps,
on impose une déformation unitaire sur le bord de Ω. La déformation moyenne est déduite
de la relation de moyenne classique corrigée par l’addition d’un terme prenant en compte
la déformation des fissures :

ε1 = 1
V

(∫
Ωs
εdV +

∑
i

∫
Ci

[u]i ⊗
s nidS

)
(1.85)

où Ωs est le domaine occupé par la phase solide saine (sans fissures) et a ⊗s b = a⊗b+b⊗a
2

pour les deux vecteurs a et b ; Ci et ni désignent respectivement le contour de la fissure i
et le vecteur normal au plan de celle-ci, V étant le volume occupé par le domaine Ω.
La partie à droite de (1.85) est obtenue par la règle de la déformation moyenne classique
du milieu sain et la prise d’une pression unité fictive imposée à la lèvre de la fissure. Dans
le cas de fissures aléatoires, ε1 est de la forme :

ε1 = ε1
tt(1− n⊗ n) + ε1

nnn⊗ n (1.86)
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où n et t sont respectivement la normale et la tangente à la fissure. La déformation volu-
mique moyenne s’écrit :

3ε1 = (2ε1
tt + ε1

nn) (1.87)

La contrainte volumique moyenne s’écrit :

3Σ1 = (2Σ1
tt + Σ1

nn) (1.88)

ε0 est choisie pour assurer que ε1 soit égale à ε selon le schéma de MT. Il est montré que
ε0 = ε/ε1. Le module de compressibilité se déduit de la relation :

k(dc) = Σ
3ε (1.89)

avec Σ = ε0Σ1.
Le calcul numérique est réalisé sur un quart de cellule périodique avec un MMR grâce à
la symétrie dans deux directions −→R , −→Z . Les conditions aux limites appliquées au bord de
cette cellulle consistent à (voir figure (1.5-d)) :
- bloquer le déplacement vertical UZ sur l1, l2
- bloquer le déplacement radial UR sur l5
- imposer le déplacement sur les contours l3 et l4.

Distribution isotrope transverse de microfissures

Figure 1.6 – Milieu avec des fissures de distribution parallèle (a), MMR (b) et domaine équivalent de
calcul (c) avec le maillage associé (d).

Pour une distribution parallèle de fissures, le tenseur de rigidité effective est isotrope trans-
verse avec un module d’Young longitudinal effectif E3(dc) donné par des estimations analy-
tiques (dilué (1.34), de Mori Tanaka (1.55), de PCW (1.78)). Dans ce cas, Ωp est de forme
ellipsoïdale avec le rayon R dans le plan de la fissure et Rv selon l’axe de révolution. Ces
rayons vérifient la relation :

R = l( 3
4πdc

)1/3 avec Rv = RX (1.90)
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où X est le rapport de MMR, X < 1 pour un ellipsoïde aplati et X > 1 pour celui allongé.
Cela dépend de la direction du chargement imposé.
On considère maintenant une poutre en traction uniaxiale avec une contrainte macrosco-
pique Σez ⊗ ez. Le domaine de calcul est montré dans la figure (1.6)-c, avec des conditions
aux limites identiques à celles décrites dans le cas d’un milieu avec fissures de distribu-
tion aléatoire. Par ailleurs, Σ0 est choisi de sorte à assurer que la moyenne des contraintes
dans le MMR soit égale à Σ. Si Σ1 est la contrainte longitudinale moyenne dans le MMR
obtenue par le calcul classique, alors Σ0 = Σ/Σ1 (voir détail dans [40]). Les déformations
longitudinale εz et latérale εr sont déterminées en prenant en compte l’influence des forces
nodales fictives comme suit :

εz = Σ0

(
εzz + 1

ΩPzUz
)
, εr = Σ0

(
εrr + 1

ΩPrUr
)

(1.91)

où Uα et Pα sont respectivement les déplacements nodaux et les forces nodales associés à
la pression fictive dans la fissure selon les directions α = z ou r. Le coefficient de Poisson
effectif est :

ν̃31(dc) = −εr/εz (1.92)

1.2.3 Comparaison à l’échelle globale des schémas classiques

Pour évaluer les estimations des modèles classiques diluée, de MT et de PCW, on propose
d’effectuer les calculs pour un mortier isotrope avec les données Em=2200 MPa, νm = 0, 25
d’après [24].

Mortier élastique contenant des pores sphériques

Figure 1.7 – Estimations du module d’Young effectif Ẽm et du coefficient de Poisson ν̃m d’un mortier
élastique avec des pores sphériques en fonction de la fraction volumique des pores.

La figure (1.7) montre que les estimations diluées et de MT ont presque la même allure
pour φp � 1. Par exemple, l’erreur maximale sur les composantes du tenseur de souplesse
effective entre les différentes estimations est de l’ordre de 1, 6% pour φp = 0, 05. L’estima-
tion de MT donne toujours des valeurs supérieures à celles du schéma dilué et de PCW.
Quand φp > 0, 2, les estimations de l’approche de PCW sont largement inférieures aux
estimations diluées et de MT.
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Mortier élastique contenant des microfissures à distribution parallèle

Figure 1.8 – Estimations de Ẽ3 et de ν̃31 pour un mortier élastique contenant des microfissures parallèles
en fonction de la densité de fissures dc.

La figure (1.8) montre que les estimations diluées, de MT et de PCW ne sont voisines que
pour dc � 1 (soit pour dc < 0, 04). L’estimation de MT donne toujours des estimations
supérieures à celles des deux autres modèles. On remarque que des valeurs négatives sont
obtenues quand dc > 0, 35 pour l’approche de PCW et lorsque dc > 0, 16 pour l’estimation
diluée. Pour cette raison, ces estimations négatives ne sont pas reportées à la figure (1.8).
Par contre, l’estimation de MT donne toujours des valeurs positives avec différentes valeurs
de dc qui varient de 0 à 1. L’approche numérique s’approche du résultat de l’estimation de
MT quand X tend vers 0. En particulier, on a toujours pour toutes les valeurs de X de
l’approche numérique : ν31(dc)/E3(dc) = νm/Em. Ce résultat est confirmé analytiquement
par les équations (1.35), (1.56), (1.79).

Mortier élastique contenant des microfissures à distribution aléatoire

Figure 1.9 – Estimation de k̃(dc)/km pour un mortier élastique contenant des microfissures aléatoires en
fonction de la densité de fissures dc.

On observe, dans la figure (1.9), que le résultat numérique est en bon accord avec l’esti-
mation de PCW. Dans la figure (1.10), on remarque une fois de plus que les estimations
sont presque égales quand dc est petit (dc → 0). Par exemple, les composantes des ten-
seurs de souplesse effectives avec dc = 0, 1 présentent une erreur maximale de 7% entre
les différentes estimations. De plus, le schéma dilué donne des valeurs infinies pour Ẽ et
négatives pour ν̃ pour une certaine valeur de dc (i.e. dc = 0, 33). Cela ne convient pas au
comportement réel d’un milieu microfissuré.
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Figure 1.10 – Estimations de Ẽ et de ν̃ pour un mortier élastique contenant des microfissures aléatoires.

1.3 Méthodes de modélisation d’un milieu saturé

Dans cette partie, on suppose que les pores sont saturés et qu’une pression p y règne. Des
modèles idéalisés du milieu fracturé ont souvent été utilisés dans la littérature en physique
des roches pour l’étude de l’élasticité de roches fissurées. Un des modèles les plus simples
est celui de Thomsen [50] pour lequel les fractures sont supposées verticales et parallèles
intégrées dans un milieu élastique isotrope. Au contraire, la théorie de Brown et Korringa
(B&K) [51] n’exige pas de modèle de fissures idéalisées. Le modèle micromécanique de
Shafiro et Kachanov (S&K) [52] suppose une distribution aléatoire de fissures et prend en
compte l’interaction entre fissures. De son côté, Levin [53] a utilisé le modèle auto-cohérent
(AC) pour l’homogénéisation de milieux élastiques avec des fissures à distribution aléatoire.

1.3.1 Modèle de Thomsen

Thomsen [50] a étudié le comportement élastique de milieux contenant une distribution non
aléatoire (ici, parallèle) de fissures. Cette théorie développée sous la condition de pressions
de pores équilibrées, de pores de forme circulaire et de non-rupture. Rappelons que la
souplesse globale d’un matériau avec des microfissures sèches est donnée par (1.36). La
souplesse effective d’un matériau avec des microfissures saturées est fournie comme suit :

S̃sTh =



1
Es

− νs
Es

− νs
Es

0 0 0

− νs
Es

1
Es

− νs
Es

0 0 0

− νs
Es

− νs
Es

1
Es

+ Zs
N 0 0 0

0 0 0 1
µs

+ Zs
T 0 0

0 0 0 0 1
µs

+ Zs
T 0

0 0 0 0 0 1
µs



(1.93)

avec

1
Es

= 1
Ed
−

1
9

(
φp
kφp

)2

φtCt
, − νs

Es
= − νd

Ed
−

1
9

(
φp
kφp

)2

φtCt
(1.94)
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Zd
N = 16

3
1
Ed

(
1− υ2

d

)
dc, Zs

N = Zd
N

(
1− kf

k0

)
Dcp (1.95)

Zd
T = 16

3
1
µd

1− υd
2− υd

dc, Zs
T = Zd

T (1.96)

dc = Nca
3/V = Nca

3/(e.S) = Na3, µs = µd, γ = a3

a
(1.97)

Dcp = 1
1− kf

k0
+ kf

φp+φc

(
1
kd
− 1

k0
+ Zd

N

) (1.98)

φc = dcγ
4π
3 , φp = NpVp

V
= Np

4πb3

3e.S ,
1
kφp

= 1
φp

( 1
kd
− 1
k0

)
(1.99)

Les indices ’d’ et ’s’ indiquent respectivement la situation "sèche" et "saturée".
Es, µs, νs sont respectivement le module d’Young, le module de cisaillement et le coefficient
de Poisson du milieu saturé.
Ed, µd, νd sont respectivement le module d’Young, le module de cisaillement et le coefficient
de Poisson du milieu sec supposé isotrope.
Zs
N , Zd

N sont respectivement les souplesses normales des fissures saturées et sèches.
Zs
T , Zd

T sont respectivement les souplesses tangentielles des fissures saturées et sèches.
Dcp est le facteur d’influence du fluide.
De plus, dc est la densité de fissures. Nc et Np sont respectivement les nombres de fissures
et de pores dans le volume V = e.S. On note que e et S sont respectivement l’épaisseur et
la section du matériau ; a et b sont respectivement les rayons des fissures et des pores et
Nc/(e.S) = N est la densité volumique de fissures.
Ici, kd, kf et k0 sont respectivement les modules de compressibilité du milieu sec, du fluide
saturant et du milieu minéral (sans pores, sans fissures) qui s’expriment en fonction des
coefficients de Lamé ou du module d’Young et du coefficient de Poisson comme suit :

kα = λα + 2µα
3 = Eα

3(1− 2να) où α = d, f, 0 (1.100)

avec µα sont les modules de cisaillement du même milieu.
φc et φp sont respectivement les fractions volumiques des fissures et des pores.
a1 = a2 = a = l et a3 = c sont les rayons des fissures respectivement dans le plan (y1, y2)
et selon l’axe −→y 3 (cf. figure (B.2)). Dans le cas de milieux avec fractions volumiques de
pores isotropes φp et de fissures φc à distributions isotropes transverses (voir (1.99)), on a
la relation :

φtCt = φpCp + φcCc (1.101)

où

φpCp =
( 1
kd
− 1
k0

)
+
(

1
kf
− 1
k0

)
φp, φcCc = Zd

N +
(

1
kf
− 1
k0

)
φc (1.102)

avec Cp et Cc les compressibilités des pores isotropes, des fissures en forme de disques et
Ct la compressibilité totale.
Si la roche a seulement des fissures (sans pores), le facteur d’influence du fluide est obtenu
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pour φp = 0 et Kd = K0 :

Dc = 1

1− kf
k0

+ kf
φc
Zd
N

(1.103)

où l’indice "c" indique que seules les fissures sont incluses.
On trouve qu’en cas de milieu sec (kf = 0) et sans pores (φp = 0), l’estimation de ETh

3 tel
que 1

ETh3
= 1

Es
+Zs

N devient exactement celle de Mori Tanaka, voir (1.57). Dans le cas d’un
milieu fissuré saturé sans pores, ETh

3 dépend de dc et de γ.

1.3.2 Modèle de Brown et Korringa

Brown et Korringa (B&K) [51] ont complété la formulation de Gassman [54] pour la sub-
stitution de fluide dans les roches isotropes et monominérales, qui ne satisfont pas néces-
sairement les conditions de micro-homogénéité ou micro-isotropie. C’est-à-dire que contrai-
rement aux travaux de Thomsen (1995), B&K ne font aucune hypothèse sur la force de
l’anisotropie ou la symétrie de la roche et n’exigent aucune information sur la forme de la
fissure. Les équations de Brown & Korringa supposent que la roche est 100% saturée.
La souplesse effective du milieu microfissuré et poreux saturé s’écrit comme suit :

S̃sB&K =



1
Es

− νs
Es

S23 0 0 0

− νs
Es

1
Es

S23 0 0 0

S23 S23 S33 0 0 0
0 0 0 1

µs
+ Zs

T 0 0

0 0 0 0 1
µs

+ Zs
T 0

0 0 0 0 0 1
µs



(1.104)

avec

S33 = 1
Es

+ Zs
N , S23 = − νs

Es
−

φp
3kφp

Zd
N

φtCt
(1.105)

où 

Zs
N = Zd

N

(
1− kf

k0
+ kf

3kφp
φp
φt

)
Dt, Zs

T = Zd
T , µs = µd

1
φtCt

=

kf
φt

1− kf
k0

+ kf
φp + φc

(
1
kd
− 1
k0

+ kd
k0
Zd
N

)
Dt = 1

1− kf
k0

+ kf
φp + φc

(
1
kd
− 1
k0

+ kd
k0
Zd
N

)
(1.106)
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avec Es et µs définis respectivement par (1.94) et (1.97). Pour le cas du milieu microfissuré
non-poreux saturé, Dt dans l’équation (1.106) de B&K remplacera le paramètre Dc du
modèle de Thomsen (voir (1.103)) et on obtient les tenseurs de souplesse identiques pour
les deux modèles. Zd

N et Zd
T sont définis par (1.95) et (1.96).

Avec la relation (1.106), l’inverse de la capacité totale de stockage est :

1
φtCt

= Dt
kf
φt
≈ Dcp

kf
φt

(1.107)

Si on prend en compte cette approximation, on peut déduire la matrice de souplesse de
B&K pour le milieu microfissuré poreux saturé, à partir de celle de Thomsen comme suit :

S̃sB&K = S̃sTh +



0 0 −∆ 0 0 0
0 0 −∆ 0 0 0
−∆ −∆ ∆ 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(1.108)

avec

∆ = Zd
NDcp

kf
3kφp

φp
φt

(1.109)

On trouve qu’en cas de milieu fissuré saturé sans pores (φp = 0), l’expression S̃sB&K de
B&K devient exactement celle de Thomsen S̃sTh.

1.3.3 Modèle de Shafiro et M. Kachanov

Shafiro et M. Kachanov (S&K) [52] ont défini les propriétés élastiques effectives d’un solide
avec des pores de forme ellipsoïdale remplis de liquide par le tenseur de souplesse effective
comme suit :

S̃sS&K =



1
E1

−ν12

E1
−ν13

E1
0 0 0

−ν21

E2

1
E2

−ν23

E2
0 0 0

−ν31

E3
−ν32

E3

1
E3

0 0 0

0 0 0 1
µ23

0 0

0 0 0 0 1
µ31

0

0 0 0 0 0 1
µ12



(1.110)

Dans la suite, plusieurs formes de cavités et/ou microfissures sont envisagées. On note : V
- volume de la matrice, V (k)

c - volume de la kième cavité,
κ - compressibilité du fluide, ν0 - coefficient de Poisson de la matrice,
E0 - module d’Young de la matrice,
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δφ, δc, δa - paramètres physiques respectivement des pores, des fissures et des aiguilles (ou
pores de forme elliptique avec γ � 1), déterminés par :

δφ = 2
9
κE0 − 3(1− ν0)

1− ν0
, δc = γ

π

4(1− ν2
0) [κE0 − 3(1− 2ν0)] , δa = κE0 − 3(1− 2ν0)

5− 4ν0
(1.111)

γ - paramètre de géométrie des pores (voir (1.97)). La fraction volumique des pores et les
densités des fissures sèches/saturées sont respectivement :

φp = 1
V

∑
V (k)
c , ρ = 1

V

∑
(a3)(k), ρ1 = 1

V

∑
( a3

1 + δc
)(k) (1.112)

Si les fissures ont le même rayon l, ρ = Nl3 = dc. On va utiliser cette hypothèse pour
l’homogénéisation du comportement du milieu pour plusieurs formes de cavités.

Cas de pores de forme sphérique (γ = 1)
Le cas le plus simple est celui d’un milieu isotrope contenant seulement des pores. On a
E1 = E2 = E3 = Ẽ, µ31 = µ23 = µ12 = µ̃, ν12 = ν23 = ν31 = ν̃. Les modules effectifs sont :

E0

Ẽ
= 1 + φp

[
3(1− ν0)(9 + 5ν0)

2(7− 5ν0) − 1
1 + δφ

1− ν0

2

]
(1.113)

µ0

µ̃
= 1 + φp

15(1− ν0)
2(7− 5ν0) (1.114)

Cas de fissures parallèles (γ � 1)

Ici, E1 = E2 = E0, µ31 = µ23, ν12 = ν21 = ν0, ν13 = ν23 = E1

E3
ν31, avec :

E0

E3
= 1 + 16

3 (1− ν2
0)(ρ− ρ1) (1.115)

µ0

µ31
= 1 + ρ

16
3

(1− ν0)
(2− ν0) , µ12 = E1

2(1 + ν0) (1.116)

ν31 = 3ν0

3 + 16(1− ν2
0)(ρ− ρ1) (1.117)

On trouve que ces relations donnent la même expression de E3 que celle estimée par B&K
et de Thomsen dans le cas d’un milieu fissuré saturé sans pores.

Cas de fissures à orientation aléatoire (γ � 1)
E1 = E2 = E3 = Ẽ, µ31 = µ23 = µ12 = µ̃, ν12 = ν23 = ν31 = ν̃, avec :

E0

Ẽ
= 1 + 16

45
(1− ν2

0)
(2− ν0) [(10− 3ν0)ρ− 3(2− ν0)ρ1] (1.118)

µ0

µ̃
= 1 + 16

45
(1− ν0)
(2− ν0) [(5− ν0)ρ− (2− ν0)ρ1] (1.119)

Cas d’aiguilles parallèles (γ � 1)
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E1 = E2, µ31 = µ23, ν12 = ν21, ν13 = ν23 = E1

E3
ν31, avec :

E0

E1
= E0

E2
= 1 + φp

[
3− 2ν2

0 −
1

1 + δa

(2− ν0)2

5− 4ν0

]
(1.120)

E0

E3
= 1 + φp

[
1− 1

1 + δa

9
5− 4ν0

]
(1.121)

µ0

µ31
= µ0

µ23
= 1 + 2φp (1.122)

ν12 = ν21 = E1

E0

[
ν0 + φp

(
1− 2ν2

0 + 1
1 + δa

(2− ν0)2

5− 4ν0

)]
(1.123)

ν31 = E3

E0

[
ν0 + φp

(
ν0 + 1

1 + δa

(2− ν0)(4 + ν0)
5− 4ν0

)]
(1.124)

Cas d’aiguilles à orientation aléatoire (γ � 1)
E1 = E2 = E3 = Ẽ, µ31 = µ23 = µ12 = µ̃, ν12 = ν23 = ν31 = ν̃, avec :

E0

Ẽ
= 1 + φp

1
15

[
35 + 4ν0 − 16ν2

0 − (∆1 + ∆2) 1
1 + δa

]
(1.125)

µ0

µ̃
= 1 + φp

1
15

[
4(5− 3ν0)− 1 + ν0

5− 4ν0

1
1 + δa

]
(1.126)

où ∆1 = [5(2− ν0)(4− 5ν0) + (1 + ν0)2]
5− 4ν0

, ∆2 = 2(1 + ν0)2

5− 4ν0
.

Cas de fissures parallèles avec des pores

E1 = E2, µ31 = µ23, ν12 = ν21, ν13 = ν23 = E1

E3
ν31, on a :

E0

E3
= 1 + 16

3 (1− ν2
0)(ρ− ρ1) + φp

[
3(1− ν0)(9 + 5ν0)

2(7− 5ν0) − 1
1 + δφ

(1− ν0)
2

]
(1.127)

E0

E1
= E0

E2
= 1 + φp

[
3(1− ν0)(9 + 5ν0)

2(7− 5ν0) − 1
1 + δφ

(1− ν0)
2

]
(1.128)

µ0

µ31
= 1 + φp

15(1− ν0)
2(7− 5ν0) + ρ

16
3

(1− ν0)
(2− ν0) , µ12 = E1

2(1 + ν12) (1.129)

ν12 = ν21 = E2

E0

[
ν0 + φp

1− ν0

2

(
3(1 + 5ν0)

7− 5ν0
+ 1

1 + δφ

)]
(1.130)

ν31 = E1

E0

[
ν0 + φp

1− ν0

2

(
3(1 + 5ν0)

7− 5ν0
+ 1

1 + δφ

)]
(1.131)

avec δφ défini dans (1.111).

Cas de fissures à orientation aléatoire avec des pores
E1 = E2 = E3 = Ẽ, µ31 = µ23 = µ12 = µ̃, ν12 = ν23 = ν31 = ν̃, avec :
E0

Ẽ
= 1 + 16

45
1− ν2

0
2− ν0

[(10− 3ν0)ρ− 3(2− ν0)ρ1] + φp

[
3(1− ν0)(9 + 5ν0)

2(7− 5ν0) − 1
1 + δφ

(1− ν0)
2

]
(1.132)
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µ0

µ̃
= 1 + 16

45
(1− ν0)
(2− ν0) [(5− ν0)ρ− (2− ν0)ρ1] + φp

15(1− ν0)
2(7− 5ν0) (1.133)

avec δφ, ρ, ρ1 définis dans (1.111) et (1.112).

1.3.4 Modèle de Kanaun et Levin

La théorie de Kanaun et Levin (K&L) [53, 55, 56] permet de déterminer le comportement
d’un matériau poreux sous les effets de la pression du fluide dans le cas saturé en utilisant
le schéma auto-cohérent pour un Milieu Homogène Équivalant (MHE) [56, 57]. Pour cette
méthode, chaque inclusion est supposée isolée, noyée dans le milieu homogène équivalent.
Comme évoqué auparavant, ce modèle (AC) prend en compte les interactions entre in-
clusions. K&L ont aussi supposé que les fissures sont ellipsoïdales saturées en prenant en
compte les effets de la pression du fluide. La matrice est isotrope ou isotrope transverse.

Cas de fissures à orientation aléatoire :
La loi de comportement globale est isotrope et s’écrit sous la forme suivante :

Σ = C̃ : E, E = S̃ : Σ; C̃ = S̃−1 (1.134)

où E est la déformation macroscopique et Σ est la contrainte macroscopique.
C̃, S̃ sont respectivement les tenseurs de rigidité et de souplesse élastiques effectives iso-
tropes.

S̃ = 1
3k̃

J + 1
2µ̃K, C̃ = 3k̃J + 2µ̃K (1.135)

k̃, µ̃ - modules de compressibilité et de cisaillement effectifs, respectivement, qui sont donnés
par :

1
k̃

= 1
kmd

+ M2

1 + j2
,

1
µ̃

= 1
µmd

+ 2 (3M1 + 2M2)
15 (1 + j1) (1.136)

avec

j1 = 2
15M2 (d6 − d3) + 1

10M1d5, j2 = 1
3M2 (2d3 + d6) (1.137)

M1 = 4τ
πµ (1 + 2χ) , M2 = τ

µ

(
akf
a3µ

+ πχ

)−1

(1.138)

τ = 4
3πa

3n0, τ̄ = 4
3π

〈
a3
〉
n0 (1.139)

χ1 = 3kmd + µmd
3kmd + 4µmd

, χ2 = 2(3kmd + µmd )
9kmd

(1.140)

kmd , kf - module de compressibilité de la matrice sèche (constant) et du fluide.
µmd - module de cisaillement tangent de la matrice sèche.
On note que τ̄ = φc et τ = φc

γ
. Dans (1.140), χ = χ1 dans le cas de déformations planes
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(cas de ce travail) et χ = χ2 dans le cas de contraintes planes. Le nombre d’inclusions n0

dans une unité de volume est :

n0 = N = Nc

V
= Nc

e.S
(1.141)

où e et S sont l’épaisseur et la surface de la matrice.
Dans (1.137), d3, d5, d6 sont déterminés par :

d3 = −2µ [(2χ− 1)f0 − 2χf1] ; d5 = −4µ(f0 + 4χf1); d6 = −8µχ(f0 − f1) (1.142)

avec

f0 = 1− g
2(1− γ2

1) , f1 = 1
4(1− γ2

1)2

[
(2 + γ2

1)g − 3γ2
1

]
, g = γ2

1√
γ2

1 − 1
tan−1

√
γ2

1 − 1 (1.143)

γ1 = a/a3 = 1/γ avec γ un paramètre géométrique des pores donné par (1.97). En reportant
l’équation (1.139) dans les relations (1.138), on obtient les estimations suivantes de M2 et
M1 :

M2 = C1

e
, M1 = C4

e
(1.144)

où

C1 = 4
3

Ncπa
3a3

S (akf + a3µπχ) , C4 = 16
3

a3Nc

µ(1 + 2χ)S (1.145)

Puis, en introduisant (1.144) dans (1.136), on obtient :

k̃ = kmd (e+ C2)
e+ C3

, µ̃ = 15µmd (e+ C5)
15e+ C6

(1.146)

où

C3 = kmd C1 + C2; C6 = 2µmd (3C4 + 2C1) + 2C1(d6 − d3) + 3
2C4d5

C2 = 1
3C1(2d3 + d6), C5 = 2

15C1(d6 − d3) + 1
10C4d5 (1.147)

Pour le cas γ1 =∞ et de fissures sèches, k̃ et µ̃ sont donnés dans [58] :

k̃ = kmd

[
1 + τkmd (3kmd + 4µmd )

πµmd (3kmd + µmd )

]−1

, µ̃ = µmd

[
1 + 4τkmd (3kmd + 4µmd )(9kmd + 4µmd )

15πµmd (3kmd + µmd )(3kmd + 2µmd )

]−1

(1.148)
Avec les relations (1.146) et (1.135), on peut déduire la souplesse comme suit :

S̃sKL =



1
Ẽ

− ν̃
Ẽ
− ν̃
Ẽ

0 0 0

− ν̃
Ẽ

1
Ẽ

− ν̃
Ẽ

0 0 0

− ν̃
Ẽ
− ν̃
Ẽ

1
Ẽ

0 0 0

0 0 0 1
µ̃

0 0

0 0 0 0 1
µ̃

0

0 0 0 0 0 1
µ̃



(1.149)
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avec

ν̃ = 3k̃ − 2µ̃
2(3k̃ + µ̃)

,
1
Ẽ

= 1
9k̃

+ 1
3µ̃ (1.150)

Cas de fissures parallèles :
La souplesse s’écrit dans la base de P (cf. Annexe (A.4)) comme suit :

S̃ijkl = Sijkl + s5P
5
ijkl + s6P

6
ijkl (1.151)

où Sijkl est le tenseur isotrope des souplesses de la matrice élastique sans pores et :

s5 = 4M1

4 +M1d5
, s6 = M2

1 +M2d6
(1.152)

où M1, M2 sont donnés par (1.144). La souplesse effective Sijkl isotrope peut aussi être
présentée dans la base (J,K) (cf. Annexe (A.1)) selon 2 tenseurs d’ordre quatre J et K :

Sijkl = 1
3kmd

J + 1
2µmd

K (1.153)

Dans la base de F (cf. Annexe (A.3)), Sijkl = 1
9kmd

F2 + 1
2µmd

(F1 −
1
3F2), P 5

ijkl = F5 − F6

et P 6
ijkl = F6. Enfin, on obtient le tenseur de souplesse élastique effective du milieu fissuré

saturé, dont les fissures sont parallèles :

S̃ijkl = α1F2 + α2(F1 −
1
3F2) + s5(F5 − F6) + s6F6

= α2F1 + (α1 −
α2

3 )F2 + s5F5 + (s6 − s5)F6 (1.154)

En utilisant la relation (A.21) entre les deux bases F et P [56] et la relation d’inversion
(A.23), le tenseur de rigidité isotrope transverse C̃ijkl = S̃−1

ijkl (voir (1.154)) s’écrit dans la
base de P comme suit :

C̃ijkl = k1P2 + 2m1(P1 −
1
2P2) + l1(P3 + P4) + 4µ1P5 + n1P6 (1.155)

avec 5 paramètres :

k1 = h6

2∆f

; m1 = 1
2h2

; l1 = −h3

∆f

; µ1 = 1
h5

; n1 = 2h1

∆f

(1.156)

où h1 = α1 + α2/6, h2 = α2, h3 = h4 = α1− α2/3, h5 = 2α1 + s5, h6 = 2α1 + 2α2/3 + s6 et
∆f = 2(h1h6 − h3h4). Les cinq paramètres dans (1.155) sont en relation avec les modules
élastiques par (A.25), voir Annexe (A.4). Alors, on peut déterminer facilement les modules
d’Young et les coefficients de Poisson dans le plan de θ voir (A.26). Un changement de
l’équation (A.26) du plan de θ dans le système de coordonnées cartésiennes orthonormées
de base (e1, e2, e3) est réalisé. Les calculs dans Mathematica donnent le tenseur de rigidité
comme suit :

S̃sKL =



C1111 C1122 C1133 0 0 0
C1122 C1111 C2233 0 0 0
C1133 C2233 C3333 0 0 0

0 0 0 C1313 0 0
0 0 0 0 C1313 0
0 0 0 0 0 C1212


(1.157)
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où

C1111 = µmd

1 + 6

9−
√

81− 48kmd (1 + 2µmd s6)
µmd (4 + 4µmd s5 + 3kmd (s5 − 2s6))



C1122 = −µmd

1− 6

9−
√

81− 48kmd (1 + 2µmd s6)
µmd (4 + 4µmd s5 + 3kmd (s5 − 2s6))



C3333 = µmd
1 + µmd s5

1 + 6

9−
√

81− 12kmd (1 + 2µmd s6)
µmd (1 + 3kmd s6)



C1133 = − µmd
1 + µmd s5

1− 6

9−
√

81− 12kmd (1 + 2µmd s6)
µmd (1 + 3kmd s6)


C1212 = µmd , C1313 = µmd

1 + µmd s5
(1.158)

Pour le cas γ1 =∞ et des fissures sèches, S̃ijkl est donné dans [58] :

S̃ijkl = Sijkl + 4τ
πµmd (1 + 2kmd )P

5
ijkl + τ

πµmd k
m
d

P 6
ijkl (1.159)

L’approche de Levin permet d’homogénéiser un milieu isotrope ou non isotrope contenant
des inclusions ellipsoïdales. Dans le cas d’un milieu avec pores et fissures parallèles, on
suit deux étapes d’homogénéisation. Sijkl dans (1.151) et (1.159) est obtenu par l’étape
1 présentée dans le cas de fissures aléatoires avec γ1 = 1. L’étape 2 détermine S̃ijkl en
utilisant (1.151) ou (1.159).

1.3.5 Comparaison des modèles

Pour évaluer les estimations de Thomsen, de B&K, de S&K et de K&L, on effectue
les calculs pour un mortier avec les données indiquées dans la table (2.1) d’après [59] où
Em=2200 MPa et νm = 0, 25 d’après [24]. De plus, γ = a3/a = 0, 1 et Kf = 2200 MPa.
Ẽm dans la direction longitudinale sera étudié dans les figures de (1.11) à (1.18).

Mortier élastique contenant des fissures parallèles saturées sans pores :
Dans ce cas, il n’y a pas de différence entre les estimations de Thomsen, de B&K et de
S&K et elles sont toujours supérieures à celle de Levin (cf. figures (1.11) et (1.12)). La
différence entre l’estimation de Levin et les autres vient du fait que Levin a pris en compte
l’influence des vitesses des ondes élastiques qui se propagent dans le milieu fissuré.
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Figure 1.11 – Estimation de Ẽm3 pour un
mortier élastique contenant des fissures pa-
rallèles saturées sans pores. Em=2200 MPa,
νm = 0, 25.

Figure 1.12 – Estimation de Ẽm3 pour un
mortier élastique contenant des fissures pa-
rallèles saturées sans pores. Em=4000 MPa,
νm = 0, 3.

Mortier élastique contenant des fissures parallèles saturées avec pores saturés :
On suppose de plus que φp = 0, 05 pour mieux illustrer la différence entre les estimations
(figures (1.13) et (1.14)). Les estimations de S&K et de Thomsen sont proches et elles sont

Figure 1.13 – Estimation de Ẽm3 pour un
mortier élastique contenant des fissures pa-
rallèles saturées avec pores saturés. Em=2200
MPa, νm = 0, 25.

Figure 1.14 – Estimation de Ẽm3 pour un
mortier élastique contenant des fissures paral-
lèles saturées avec pores saturés. Em = 4000
MPa, νm = 0, 3.

quasiment horizontales quand Em = kf (cf. figure (1.13)) et décroient quand Em > kf (cf.
figure (1.14)). L’estimation de Levin donne toujours des valeurs largement inférieures aux
estimations des autres modèles.

Mortier élastique contenant des fissures aléatoires saturées sans pores :
Les modèles de Thomsen et de B&K ne traitent pas ce cas. La comparaison est faite entre
les solutions de S&K et de Levin. Les figures (1.15) et (1.16) montrent que les estimations
de deux modèles restent néanmoins plus proches quand Em > Kf .

Mortier élastique contenant des fissures aléatoires saturées avec pores saturés :
Les modèles de Thomsen et de B&K ne traitent pas ce cas. La comparaison est faite entre
les solutions de S&K et de Levin. Les figures (1.17) et (1.18) montrent que la différence
entre les estimations des deux modèles augmente avec la présence de pores.
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(MEF)

Figure 1.15 – Estimation de Ẽm pour un
mortier élastique contenant des fissures aléa-
toires saturées sans pores. Em=2200 MPa,
νm = 0, 25.

Figure 1.16 – Estimation de Ẽm pour un
mortier élastique contenant des fissures aléa-
toires saturées sans pores. Em = 4000 MPa,
νm = 0, 3.

Figure 1.17 – Estimation de Ẽm pour le mi-
lieu élastique contenant des fissures aléatoires
avec pores, Em=2200 MPa, νm = 0, 25.

Figure 1.18 – Estimation de Ẽm pour le mi-
lieu élastique contenant des fissures aléatoires
avec pores, Em = 4000 MPa, νm = 0, 3.

En conclusion de ces comparaisons, il a été montré pour tous les cas que l’estimation de
Levin donne toujours des valeurs inférieures aux autres. Lorsque kf = Em, l’estimation
de Levin du module d’Young effectif Ẽm dans la direction longitudinale est toujours une
fonction décroissante, mais on observe le contraire dans les figures (1.11) et (1.13) pour
S&K, Thomsen et B&K et dans la figure (1.17) pour S&K.

1.4 Homogénéisation périodique de maçonnerie : Méthode des
Éléments Finis (MEF)

1.4.1 Sans loi d’interface

La méthode d’homogénéisation périodique numérique permet de surmonter toutes les li-
mites des techniques d’homogénéisation présentées précédemment. Le premier auteur à le
faire fut Anthoine [24]. Par la suite, beaucoup d’auteurs [12,29,60,61] ont utilisé les codes
EF pour résoudre ou valider le problème d’homogénéisation. Le calcul numérique [24] sur
un VER (sans l’interface) adopte une technique EF permettant de se rapprocher de la
solution réelle pour un maillage raffiné adapté où l’épaisseur des joints du milieu est prise
en compte.
Dans le domaine élastique, une homogénéisation en une étape par [24] a rigoureusement
prescrit les conditions aux limites périodiques, et la modélisation d’une maçonnerie pério-
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dique à deux et trois dimensions est bien décrite ( [5, 24] par exemple). Comme le VER

Figure 1.19 – Mur maçonné (a), cellule périodique (b) et quart de cellule (c).

est symétrique suivant un, deux ou trois plans, le domaine de calcul peut se réduire à la
moitié, ou au quart ou à un huitième de cette cellule de base. Dans le domaine 2D, on uti-
lise comme conditions aux limites imposées au bord d’un quart du VER des déformations
homogènes au contour. En appliquant un chargement homogène en déformation au bord
du VER, [24] a noté que Σ est la contrainte macroscopique qui lie le champ de contrainte
de la cellule de base σ(x) et sa surface Ω comme suit :

Σ = 〈σ〉Ω = 1
V

∫
Ω
σdV (1.160)

où

〈σ〉Ω = ϕm 〈σ〉m + ϕb 〈σ〉b (1.161)

Avec l’hypothèse de contraintes planes (problème 2D), le tenseur C̃ n’a que quatre coeffi-
cients indépendants à déterminer :

C̃ =


C̃1111 C̃1122 0
C̃2211 C̃2222 0

0 0 C̃1212

 = 1
1− ν̃12ν̃21


Ẽ1 ν̃21Ẽ1 0
ν̃12Ẽ2 Ẽ2 0

0 0 µ̃12 (1− ν̃12ν̃21)

 (1.162)

avec ν̃21 = C̃1122

C̃1111
, ν̃12 = C̃2211

C̃2222
, C̃2211 = C̃1122 .

Le champ de déplacement dans le VER est :

u(−→x ) =

u1(−→x )
u2(−→x )

 = ε0
ij.
−→x 0 (1.163)

avec ε0
ij la déformation moyenne du VER (déformation macroscopique) qui s’écrit sous la

forme :

ε0
ij = ε0

11ε
(1)
ij + ε0

22ε
(1)
ij + ε0

12ε
(3)
ij (1.164)

où

ε
(1)
ij =

1 0
0 0

 , ε
(2)
ij =

0 0
0 1

 , ε
(3)
ij =

0 1
1 0

 , (1.165)
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Figure 1.20 – Conditions aux limites aux bords du domaine de calcul dans le cas de déformation simple
selon y1 (a), selon y2 (b), selon y1 et y2 (c).

Pour déterminer quatre paramètres inconnus dans (1.162), on considère 3 cas de chargement
en déformation comme indiqué dans la figure (1.20).

- Cas 1 : Déplacement simple selon −→y 1 (voir figure (1.20)-a)

Dans ce cas, −→x 0 =

Ly
 et les conditions aux bords du VER s’écrivent :

ε0
11 = β; ε0

22 = 0, ε0
12 = 0 (1.166)

En introduisant (1.166) dans (1.164), on obtient le champ de déformation macroscopique

ε0
ij =

β 0
0 0

. Avec (1.163), il est facile d’obtenir le champ de déplacement au bord du

VER :

u(AB) =

β.L0
 (1.167)

Le champ de contrainte s’écrit alors :σ11

σ22

 =
C̃1111 C̃1122

C̃1122 C̃2222

ε0
11

ε0
22

 =
C̃1111 C̃1122

C̃1122 C̃2222

β0
 =

β.C̃1111

β.C̃1122

 (1.168)

On obtient finalement :

C̃1111 = σ11

β
, C̃1122 = σ22

β
(1.169)

- Cas 2 : Déplacement simple selon −→y 2 (voir figure (1.20)-b)

Dans ce cas, −→x 0 =

xH
. Les déformations macroscopiques ε0 et le champ de déplacement

au bord du VER sont :

ε0
11 = 0; ε0

22 = β, ε0
12 = 0 (1.170)

u(BC) =

 0
β.H

 (1.171)
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De la même façon, on obtient :

C̃2211 = σ11

β
, C̃2222 = σ22

β
(1.172)

- Cas 3 : Cisaillement simple (voir figure (1.20)-c)

Dans ce cas, −→x 0 =

xy
. Les déformations macroscopiques ε0 et le champ de déplacement

au bord du VER sont :

ε0
11 = 0; ε0

22 = 0, 2ε0
12 = β (1.173)

u(BC) =

β.H0
 , u(AB) =

 0
β.L

 (1.174)

Pour ce cas, on déduit la raideur C̃1212 comme suit :

C̃1212 = σ12

β
(1.175)

En introduisant les équations (1.169), (1.172) et (1.175) dans (1.162), on peut déterminer
le tenseur des rigidités.

1.4.2 Avec loi d’interface

Figure 1.21 – Modélisation des structures maçonnées (a) : approche micro-détaillée (b) et approche micro-
simplifiée (c)

À partir d’un point de vue du nombre de constituants, des modèles à deux ou trois phases
ont été développés [6, 62]. Dans les modèles à trois phases correspondants à une approche
micro-détaillée, les briques et le mortier sont représentés par des éléments continus alors
que l’interface entre eux est représentée par des éléments discontinus (figure (1.21)-b).
Dans les modèles à deux phases, correspondants à une approche micro-simplifiée, les joints
ne sont pas représentés puisque les briques sont élargies, et l’interface brique/mortier est
reproduite par des éléments discontinus (voir figure (1.21)-c). [63] a montré que la première
approche donne des résultats très précis, notamment au niveau local dans le cas de mortiers
épais. La deuxième est convenable pour un mortier fin. Dans le cas d’un mortier épais, une
certaine précision est évidemment perdue. La méthode numérique EF sera développée dans
la thèse en utilisant l’interface entre brique et mortier dans le cas de mortiers épais (cas des
maçonneries classiques) et dans le cas de mortiers fins (cas des garnissages réfractaires).
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1.5 Conclusions

Dans ce premier chapitre, nous avons rappelé dans un premier temps l’état de l’art de la mo-
délisation d’une maçonnerie. Deux types de méthodes sont décrites : l’approche analytique
qui se base sur le problème d’Eshelby pour un milieu sec et sur le problème d’homogé-
néisation d’un milieu saturé, et l’approche numérique MEF qui utilise le concept de motif
morphologique représentatif. Comme l’approche numérique est proche du résultat du mo-
dèle analytique de MT dans le cas isotrope transverse, et du modèle analytique de PCW
dans le cas isotrope, et que l’estimation de MT apparaît comme un cas limite de l’approche
de PCW (wd → 0), alors on s’intéresse uniquement à l’estimation de MT dans cette étude.
Ensuite, pour le comportement d’un matériau poreux saturé, quatre modèles (Thomsen,
B&K, S&K et K&L) sont considérés et comparés. On trouve que les modèles de Thomsen,
B&K et K&L ne sont quasi-identiques que dans le cas de fissures parallèles sans pores. On
observe aussi que le modèle de K&L donne des estimations de Ẽm inférieures à celles des
autres modèles parce qu’il a pris en compte l’influence des vitesses des ondes élastiques. De
plus, le modèle de K&L permet de considérer un paramètre géométrique des fissures γ et
il donne aussi des estimations analytiques du tenseur de rigidité quand γ tend vers 0 avec
des fissures sèches.
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Chapitre 2

Approche multi-échelle pour une
maçonnerie dans différents états
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2.1 Introduction

La durabilité des structures maçonnées dépend fortement de leur résistance aux efforts de
cisaillement conduisant à des interactions entre les constituants de la maçonnerie (briques
et mortier) comme montré dans des campagnes expérimentales menées dans [3, 59,63–65].
Pour mieux comprendre ces phénomènes et expliquer leur influence sur le comportement
mécanique global de la maçonnerie, beaucoup de recherches ont porté sur la modélisa-
tion et la définition de lois d’interface [3, 66–68]. Dans ces études, les briques peuvent être
considérées comme rigides ou déformables. Notons que ces phénomènes d’interaction non
élastiques se produisent essentiellement au niveau des discontinuités suivantes :
1. L’interphase [26,30] (de faible épaisseur) de type :
– interphase brique/brique où le joint de mortier représente cette interphase
– interphase mortier/brique où l’interphase fait intervenir une faible épaisseur de la brique
et du mortier [54].
2. L’interface [64] (d’épaisseur négligeable) : une ligne de liaison localisée entre la brique et
le joint de mortier.
Dans le cadre de notre étude, l’interphase utilisée dans le chapitre (3) est basée sur l’ex-
tension des calculs analytiques de Cecchi et Tralli [36]. Dans ce chapitre, on s’intéresse à
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trouver la loi d’interface pour un mortier élastique linéaire avec microfissures avec ou sans
pores secs ou saturés.
L’homogénéisation périodique de la maçonnerie avec ou sans loi d’interface sera réalisée
dans ce chapitre pour des états différents (cf. figure (2.1)). Rappelons que la loi de com-

Figure 2.1 – États considérés du mortier : Mortier sain sans pores sphériques ou ellipsoïdaux (a), Mortier
sain avec pores (b), Mortier avec microfissures à distribution aléatoire et sans pores (c), Mortier avec
microfissures à distribution parallèle et sans pores (d), Mortier poreux avec microfissures à distribution
aléatoire (e), Mortier poreux avec microfissures à distribution parallèle (f).

portement globale d’un matériau élastique linéaire de symétrie isotrope transverse d’axe
−→e 3 caractérisée par cinq modules élastiques indépendants, peut se mettre d’après la loi de
Hooke généralisée sous la forme :

ε11

ε22

ε33

ε23

ε13

ε12


=



S̄0
1111 S̄0

1122 S̄0
1133 0 0 0

S̄0
1122 S̄0

1111 S̄0
1133 0 0 0

S̄0
3311 S̄0

3311 S̄0
3333 0 0 0

0 0 0 S̄0
1313 0 0

0 0 0 0 S̄0
1313 0

0 0 0 0 0 (S̄0
1111 − S̄0

1122)/2


×



σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12


(2.1)

D’autre part, la loi de Hooke généralisée fournit la définition suivante du tenseur de sou-
plesse du comportement global :

S̄0 =



1
Ē1

− ν̄21

Ē1
− ν̄31

Ē3
0 0 0

− ν̄12

Ē1

1
Ē1

− ν̄31

Ē3
0 0 0

− ν̄13

Ē1
− ν̄13

Ē1

1
Ē3

0 0 0

0 0 0 1
µ̄23

0 0

0 0 0 0 1
µ̄23

0

0 0 0 0 0 2(1 + ν̄12)
Ē1



(2.2)

Afin de construire une loi d’interface, Page [30] fut un des premiers auteurs à avoir sup-
posé un comportement élastique linéaire pour la brique avec des joints modélisés par des
éléments d’interface de comportement non-linéaire dont les rigidités normale et tangen-
tielle sont déterminées par la loi contrainte-déformation. Depuis, les modèles des joints de
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mortier se sont complexifiés en introduisant, par exemple, des modèles d’interface élastique
couplés à l’endommagement de l’interface [69] ou à l’élasto-plasticité [70] avec un critère
de glissement de Coulomb [71, 72]. Le comportement plastique de l’interface est modélisé,
quant à lui, à l’aide de critères multi-surfaces qui prennent en compte le comportement
en traction, en cisaillement et en compression. On distingue ici deux modèles micromé-
caniques : les modèles micromécaniques discrets qui considèrent la maçonnerie comme un
ensemble d’éléments reliés entre eux par des lois de contact et les modèles micromécaniques
continus qui prennent en compte les phénomènes de plasticité et d’endommagement de la
maçonnerie. Le modèle discret introduit des lois de contact non-réguliers de type conditions
de Signorini [73] ou frottements secs de Coulomb [17, 74–76] ou encore des lois de contact
régulier dont le mouvement est décrit par les équations de Newton-Euler [75, 77]. Ces mo-
dèles requièrent un grand nombre de paramètres, notamment au niveau des lois de contact,
qu’il n’est pas toujours évident de mesurer. Dans l’approche continue, le comportement
non-linéaire de la maçonnerie n’est pas retranscrit au travers de lois d’interaction mais par
le comportement de différents constituants (briques, mortier, interfaces) [61,78]. C’est dans
cette deuxième catégorie d’approches que s’inscrit ce chapitre.
Pour définir une loi d’interface, on propose de coupler des techniques d’homogénéisation à
l’analyse asymptotique [63] selon les deux étapes suivantes :
- Étape 1 : Homogénéisation du comportement du mortier supposé contenir des fissures et
pores en se servant des techniques d’homogénéisation disponibles dans la littérature (sché-
mas DL, MT, PCW [37,38]) pour le cas sec et Levin [53] pour le cas saturé (schémas AC) ou
en utilisant le couplage entre les théories de glissement linéaire et de substitution de fluide
(modèles de Thomsen [50], B&K [51], S&K [52]) pour le cas saturé. Cette étape permet
d’obtenir le milieu homogène équivalent (MHE) au mortier poreux et/ou microfissuré.
- Étape 2 : On suppose que le MHE équivalent au mortier poreux et/ou microfissuré est de
faible épaisseur e. Les propriétés mécaniques de l’interface peuvent alors être obtenues à
l’aide des techniques d’analyse asymptotique. Ainsi, les rigidités normale CN et tangentielle
CT de l’interface sont définies comme suit :

CN = lim
e→0

C̃L
e
, CT = lim

e→0

µ̃L
e

(2.3)

où C̃L = C̃3333 et µ̃L = C̃1313 dans le cas considéré d’isotropie transverse d’axe de révolution
−→e 3. L’annexe (C.1.1) fournit plus de détails sur le développement mathématique conduisant
aux expressions (2.3) des rigidités normales et tangentielles de l’interface brique/mortier.
Aussi, les applications basées sur les modèles de Shafiro et Kachanov [52], de Thomsen [50],
et de Brown et Korringa [51] permettent de déduire la loi d’interface dans le cas saturé. De
son côté, l’estimation du modèle de Mori-Tanaka est adaptée pour l’interface dans le cas
sec. Si les limites (2.3) ne sont pas finies à cause d’un problème mathématique, l’analyse
asymptotique pour l’interphase (cf. Annexe (C.1.2)) est une alternative raisonnable comme,
par exemple le modèle d’interphase de Klarbring [54]. Dans ce cas, le modèle de Levin [53]
peut fournir analytiquement la loi d’interphase.
Après avoir trouvé la loi d’interface, nous utilisons une approche micro-macro pour l’homo-
généisation périodique de la maçonnerie. Pour la première application, les maçonneries 1D
et 2D peuvent être considérées comme un matériau composite périodique à deux phases
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supposées élastiques linéaires isotropes (brique, mortier). Pour la deuxième application,
on considère une troisième phase : l’interface représentée par des éléments discontinus (cf.
section (1.4.2)). La démarche suivie dans ce chapitre est expliquée dans la figure (2.2).

Figure 2.2 – Démarche générale suivie pour la définition de la loi d’interface ou interphase (a) et du
comportement global de maçonnerie (b).

2.2 Modèles d’interface de l’assemblage brique/ mortier micro-
fissuré

2.2.1 Modèles d’interface existants

De nombreuses analyses sur le comportement des maçonneries considèrent seulement deux
matériaux (la brique et le mortier). Néanmoins, les résultats expérimentaux montrent que
la rupture intervient souvent à l’interface brique/mortier parce que celle-ci présente la plus
faible résistance responsable de l’initiation et de la propagation de fissures [59]. Par cette
approche, on peut supposer l’existence d’un troisième matériau, comme étant un mélange
de deux phases (brique et mortier), localisé entre elles.
Rekik et al. [59, 63, 64] proposent pour l’interface endommageable une méthodologie qui
comprend le couplage entre la théorie de l’homogénéisation, les techniques asymptotiques
et la MEF. Dans ces travaux, l’interface apparaît comme un troisième matériau entre brique
et mortier et est constituée d’un mélange de brique et de mortier de densité de fissures dc.
Les trois étapes de la méthodologie suivie sont détaillées en [59] (cf. figure (2.3)).
De l’homogénéisation analytique exacte d’un stratifié de deux couches, d’épaisseur égale
de brique et mortier (ϕb = ϕm = 50%), on déduit les propriétés mécaniques de la 3e phase.
Ce schéma se déroule alors en trois étapes :
Premièrement, c’est la définition d’un 1er milieu homogénéisé équivalent (MHE-1) (cf.
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Figure 2.3 – Méthodologie multi-échelle d’interface d’après [59].

Fig (2.3)-a). La seconde étape suppose la présence de microfissures dans MHE-1 (cf. Fig
(2.3)-b). Le recours au modèle d’homogénéisation de Kachanov [79] permet d’estimer le
comportement effectif de MHE-1 microfissuré, définissant ainsi un nouveau MHE noté
MHE-2. En supposant que l’épaisseur de MHE-2 tend vers 0 (négligeable) et en utilisant la
technique d’analyse asymptotique (cf. Annexe (C.1.1)), il est possible de définir les rigidités
normale CN et tangentielle CT de cette interface, supposée assurer la liaison entre brique et
mortier. Ainsi, le comportement de la maçonnerie brique/mortier/interface est déterminé
grâce à la MEF. Il s’en suit le détail des trois étapes de modélisation.

(i) Étape (a)

Les briques et le mortier sont supposés homogènes et isotropes. La loi de comportement
locale pour chacun de ces matériaux s’écrit :

εb,mij = Sb,mijkl : σkl (2.4)

L’homogénéisation analytique appliquée au composite stratifié défini auparavant (cf. figure
(2.3)-a) fournit la loi macroscopique suivante :

ε = S0 : σ (2.5)

où S0 est le tenseur isotrope transverse de souplesse, et :

εij =
∑
i=b,m

ϕrεrij =
∑
r=b,m

ϕrSrijkl : σrij (2.6)

avec ϕr la fraction volumique et Sr le tenseur de souplesse du composant r. Les tenseurs
εr et σr sont définis par εr = 〈ε〉r et σr = 〈σ〉r.
Pour déterminer les 5 composantes de S0 (cf. (2.2)), on considère 4 types de chargements
comme présentés ci-dessous sur la figure (2.4). Le détail des calculs pour les quatre cas de
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chargements est rappelé dans l’annexe (C.2)). Enfin, les modules d’élasticité effectifs du
matériau non fissuré MHE-1 s’écrivent comme suit :

Ē0
1 = 1

S̄0
1111

, Ē0
3 = 1

S̄0
3333

, ν̄0
13 = − S̄

0
1133

S̄0
1111

, µ̄0
13 = 1

2S̄0
1313

(2.7)

Figure 2.4 – Chargements considérés : compression uniaxiale (a), chargement axisymétrique (b), charge-
ment mixte (c) et cisaillement longitudinal (d).

(ii) Étape (b)

Comme indiqué sur la figure (2.3), on suppose que le matériau précédent MHE-1 est fissuré
avec la densité de fissures dc = 1

eL0

∑
k

(
l(k)
)2
. L0 et e sont respectivement la largeur et

l’épaisseur du joint et l(k) est la demi-longueur de la fissure k.

À l’état sec, le modèle proposé par Kachanov [79] permet d’estimer les propriétés macro-
scopiques du matériau avec N fissures comme suit :

ε = S : σ̄ = S0 : σ̄ + 1
eL0

N∑
k=1

(e3 ⊗ 〈b〉+ 〈b〉 ⊗ e3)
(k) l(k) =

(
S0 + ∆S

)
: σ̄ (2.8)

où S = S0 + ∆S est le tenseur de souplesse effective et S0 est celui de MHE-1 (cf. équation
(C.53)). ∆S est l’inconnue due à la présence de fissures. 〈b〉

(k) est la moyenne du vecteur
ouverture de fissure (COD) tel que :

〈b〉(k) = e3.σ̄.B(k) (2.9)

Dans cette expression, B(k) est le tenseur COD de la fissure k dépendant de S0 et de la
longueur de fissure lk. Pour le cas orthotrope avec des fissures à distribution aléatoire, B(k)

s’écrit :

B(k) = B11e1 ⊗ e1 + B33e3 ⊗ e3 + B13e1 ⊗ e3 + B31e3 ⊗ e1 (2.10)

Si la ligne de fissure (k) forme un angle ϕ avec l’axe −→e 1, B(k) peut être réécrit sous la
forme : 

B11 = C(1−Dcos2β)l
B33 = C(1 +Dcos2β)l
B13 = B31 = CD(sin2β)l

(2.11)
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avec

C = π

4

√
Ē0

1 +
√
Ē0

3√
Ē0

1Ē
0
3

 1
µ̄0

13
− 2ν̄0

13

Ē0
1

+ 2√
Ē0

1Ē
0
3

1/2

, D =

√
Ē0

1 −
√
Ē0

3√
Ē0

1 +
√
Ē0

3

(2.12)

β est l’angle moyen d’orientation des fissures. Le modèle de Kachanov [79] exprime les
propriétés effectives de MHE-2 comme suit :

Ē1

Ē0
1

= 1
1 + 2ρsin2β(B11cos2ϕ+B33sin2β −B13sin2β)Ē0

1
Ē3

Ē0
3

= 1
1 + 2ρcos2β(B11sin2β +B33cos2β +B13sin2β)Ē0

3
µ̄13

µ̄0
13

= 1
1 + ρ(B33sin22β −B11cos22β −B13sin4β)µ̄0

13
ν̄13

Ē1
= ν̄0

13

Ē0
1

(2.13)

Dans le cas où β = 0, (2.13) conduit aux propriétés effectives suivantes :

Ē1 = Ē0
1 , Ē3 = Ē0

3

1 + 2ρBnnĒ0
3
, µ̄13 = µ̄0

13
1 + ρBttµ̄0

13
, ν̄13 = ν̄0

13 (2.14)

avec Bnn = C(1 +D)l et Btt = C(1−D)l.

(iii) Étape (c)

La loi d’interface est donnée sous la forme ( [59,63,64]) :

CN = lim
e→0

C̃3333

e
, CT = lim

e→0

C̃1313

e
(2.15)

Les techniques d’analyse asymptotique (cf. Annexe (C.1.1)) conduisent à la formulation
des rigidités normale CN et tangentielle CT de l’interface par :

CN = L0

2C(1 +D)l3 = 1
dc

1
2C(1 +D) , CT = L0

4C(1−D)l3 = 1
dc

1
4C(1−D) (2.16)

où dc = Nl3 = l3

L0
.

2.2.2 Modèles d’interface proposés à l’état sec

On note que l’approche indiquée dans la section précédente est en accord avec des résul-
tats expérimentaux valables dans la littérature. Cela montre que la rupture intervient au
niveau de l’interface. Les essais ont été menés sur des maçonneries avec joints de mortier
d’épaisseur non négligeable [61,80]. Cependant, pour les structures réfractaires, l’épaisseur
du mortier est faible (de 2 à 3 mm) avec une rigidité beaucoup plus faible que celle de la
brique. Dans ce cas, il est possible d’assimiler le mortier à une interface comme indiqué sur
la figure (2.5)-b. Une autre alternative consiste à modéliser l’ensemble des trois phases :
brique/mortier et interface (cf. figure (2.5)-a). Pour les deux cas, (a) et (b), les propriétés
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Figure 2.5 – Méthodologie multi-échelle d’interface proposée : (a) cas d’un mortier épais, (b) cas d’un
mortier fin.

de l’interface découlent de l’application des techniques d’analyse asymptotique au maté-
riau homogène équivalent MHE au mortier microfissuré (poreux ou non). Les propriétés
effectives de ce dernier sont estimées à l’aide d’une technique d’homogénéisation. Ainsi,
différentes configurations de distribution de pores et de microfissures sont envisagées dans
le mortier.
On rappelle que la densité de fissures dc = Ncl

3/(e.S) = Nl3 (cf. (1.29)) avecN = Nc/(e.S))
et la fraction volumique de fissures φc = 4πdcγ/3 (cf. (1.99)) sont fonction de l’épaisseur du
joint e. Alors, C̃L et µ̃L dans les équations (2.3) s’écrivent en fonction de e. Les équations
(2.3) ont une limite finie si C̃L/e et µ̃L/e possèdent un numérateur d’une puissance en e de
degré supérieur à celui du dénominateur.
Dans le cas d’un mortier sec, poreux ou microfissuré, seule l’estimation du schéma de MT
satisfait à cette condition. Celle-ci est alors utilisée pour déduire la loi d’interface exprimée
ci-dessous selon des différents états du mortier. On rappelle que Ed, µd, νd sont respecti-
vement le module d’Young, le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du milieu
sec supposé isotrope.

(i) Cas d’un mortier non-poreux contenant des fissures parallèles
Les équations (1.55), (2.2) et (2.3) conduisent aux raideurs suivantes :

C
c‖p
N = 3EdS

16a3Nc(1− ν2
d) = 1

dc

3Ed
16e(1− ν2

d)
C
c‖p
T = 3µdS

16a3Nc(1− νd)
= 1
dc

3µd
16e(1− νd)

(2.17)

Ceci implique que : CN/CT = 2.

(ii) Cas d’un mortier poreux (pores sphériques) avec des fissures parallèles
C
c‖p
N = 3EdS(7− 5νd)(13− 15νd)

320a3Nc(1− ν2
d)(−4 + 5νd)

= 1
dc

3Ed(7− 5νd)(13− 15νd)
320e(1− ν2

d)(−4 + 5νd)
C
c‖p
T = 3µdS(7− 5νd)(13− 15νd)

320a3Nc(1− νd)(−4 + 5νd)
= 1
dc

3µd(7− 5νd)(13− 15νd)
320e(1− νd)(−4 + 5νd)

(2.18)

Ceci implique aussi que : CN/CT = 2.

56



2.2. MODÈLES D’INTERFACE DE L’ASSEMBLAGE BRIQUE/ MORTIER MICROFISSURÉ

(iii) Cas d’un mortier non-poreux avec des fissures à orientation aléatoire
Cc
N = 9EdS(5− 2νd)

16a3Nc(1− ν2
d)(5− νd)

= 1
dc

9Ed(5− 2νd)
16e(1− ν2

d)(5− νd)
Cc
T = 45µdS(2− νd)

32a3Nc(1− νd)(5− νd)
= 1
dc

45µd(2− νd)
32e(1− νd)(5− νd)

(2.19)

Avec ces relations, il est aisé de déduire que : C
c
N

Cc
T

= 4(5− 2νd)
5(2− νd)

≥ 2 et C
c
N

Cc
T

= 2 pour νd = 0.

(iv) Cas d’un mortier poreux (pores sphériques) avec des fissures à orientation aléatoire

Ccp
N = 9EdS(7− 5νd)(13− 15νd)(59− 65νd)

640a3Nc(1− ν2
d)(4− 5νd)(−31 + 35νd)

= 1
dc

9Ed(7− 5νd)(13− 15νd)(59− 65νd)
640e(1− ν2

d)(4− 5νd)(−31 + 35νd)
Ccp
T = 45µ0S(7− 5νd)(13− 15νd)(23− 25νd)

1280a3Nc(1− νd)(4− 5νd)(−31 + 35νd)
= 1
dc

45µ0(7− 5νd)(13− 15νd)(23− 25νd)
1280e(1− νd)(4− 5νd)(−31 + 35νd)

(2.20)

On trouve que : C
c
N

Cc
T

= 4(59− 65νd)
23− 25νd

.

À partir des équations pour différents cas de mortier, on constate, quelle que soit la confi-
guration considérée, que les raideurs CN et CT ne dépendent pas du nombre de pores Np

mais dépendent non-linéairement de dc = Nca
3/(ehS). Les équations de (2.17) à (2.20)

montrent clairement que la densité de pores φp n’est pas dans ces équations, mais elle in-
fluence les estimations de CN et CT si on les prend en compte. Les évolutions des raideurs

Figure 2.6 – Évolutions des raideurs d’interface CN et CT (en MPa) en fonction de Ed (en MPa) (dc = 0, 1,
νd = 0, 3 et eh = 10mm).

de la figure (2.6) confirment que les valeurs de CN et CT dépendent linéairement de Ed. Par
ailleurs, sans avoir d’estimations de la porosité, on obtient des valeurs plus élevées dans le
cas non-poreux comparé au cas poreux : ce qui est bien conforme au fait que les porosités
augmente la souplesse du matériau.
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Figure 2.7 – Évolutions des raideurs d’interface CN et CT (en MPa) en fonction de νd (dc = 0, 1, Ed = 4000
MPa et eh = 10mm).

Figure 2.8 – Évolutions des raideurs d’interface CN et CT (en MPa) en fonction de dc (νd = 0, 1 ;
Ed = 4000 MPa et eh = 10mm).

Par contre, les évolutions des raideurs d’interface CN et CT en fonction de νd présentées sur
la figure (2.7)) montrent que les raideurs CN et CT ne sont pas linéairement dépendantes
de νd. Dans le cas d’un mortier poreux, les raideurs d’interface croissent quand νd < 0, 2,
décroissent quand νd > 0, 2 et restent constantes quand νd = 0, 2.
La figure (2.8) montre les évolutions non-linéaires des raideurs d’interface CN et CT en
fonction de dc. Les valeurs baissent rapidement dans l’intervalle [0; 0, 2]. Au-delà de cet
intervalle, CN et CT tendent lentement vers 0. En comparant les états avec ou sans pores,
le cas poreux donne des raideurs en fonction de dc un peu plus élevées que celles du cas non-
poreux, malgré que nous ne connaissons pas la densité de pores. De plus, l’erreur absolue
entre ces deux cas reste constante quand dc change de valeur (6% d’erreur dans le cas de
fissures parallèles avec/sans pores, 4% pour des fissures aléatoires avec/sans pores). Le cas
de fissures parallèles donne toujours des valeurs de CN et CT beaucoup plus petites que
pour le cas de fissures aléatoires.

2.2.3 Modèles d’interface proposés à l’état saturé

Afin d’estimer le comportement effectif d’un mortier avec des pores et/ou des microfissures
saturées, on propose d’appliquer les approches de Thomsen [50], de Brown et Korringa [51]
et de Shafiro et Kachanov [52] (cf. section (1.3)). Les raideurs d’interface sont déterminées
comme montré dans l’équation (2.3). Dans la suite, les raideurs d’interface sont déduites
suivant ces modèles pour différents cas de mortier. Notons que kd, kf et k0 sont les modules
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de compressibilité respectivement du milieu sec, du fluide saturant et du milieu minéral. µd
et µ0 sont les modules de cisaillement respectivement du milieu sec et du milieu minéral.

(a) Modèle de Thomsen

(i) Cas d’un mortier non-poreux avec des fissures parallèles
C
c‖
N = 3S

16a3Nc

(
4k0kf

γπ(k0 − kf )
+ Ed

(1− ν2
d)

)
= 1
dc

3
16e

(
4k0kf

γπ(k0 − kf )
+ Ed

(1− ν2
d)

)

C
c‖
T = 3µ0S(2− νd)

16a3Nc(1− νd)
= 1
dc

3µ0(2− νd)
16e(1− νd)

(2.21)

où γ = a3/a.
(ii) Cas d’un mortier poreux avec des fissures parallèles

C
c‖p
N = 3S

16

(
4k0kf

π(a2a3Nc + b3Np)(k0 − kf )
+ Ed
a3Nc(1− ν2

d)

)

= 1
dc

3
16e

(
4k0kfφc

γπ(k0 − kf )(φc + φp)
+ Ed

(1− ν2
d)

)

C
c‖p
T = 3µ0S(2− νd)

16a3Nc(1− νd)
= 1
dc

3µ0(2− νd)
16e(1− νd)

(2.22)

(b) Modèle de Brown et Korringa (B&K)

(i) Cas d’un mortier non-poreux avec des fissures parallèles
C
c‖
N = 3S

16a3Nc

(
4kdkf

γπ(k0 − kf )
+ Ed

(1− ν2
d)

)
= 1
dc

3
16e

(
4kdkf

γπ(k0 − kf )
+ Ed

(1− ν2
d)

)

C
c‖
T = 3µdS(2− νd)

16a3Nc(1− νd)
= 1
dc

3µd(2− νd)
16e(1− νd)

(2.23)

(ii) Cas d’un mortier poreux avec des fissures parallèles

C
c‖p
N = 3S

16

(
4kdkf

π(a2a3Nc + b3Np)(k0 − kf )
+ Ed
a3Nc(1− ν2

d)

)

= 1
dc

3
16e

(
4kdkfφc

γπ(k0 − kf )(φc + φp)
+ Ed

(1− ν2
d)

)

C
c‖p
T = 3µdS(2− νd)

16a3Nc(1− νd)
= 1
dc

3µd(2− νd)
16e(1− νd)

(2.24)

Si kd = k0 et µd = µ0, on retrouve les résultats fournis par le modèle de Thomsen (cf.
équations (2.21) et (2.22)).

(c) Modèle de Shafiro et Kachanov (S&K)

(i) Cas d’un mortier non-poreux contenant des fissures parallèles
C
c‖
N = 3S

16a3Nc

(
4k0

γπ(k0κ− 1) + E0

(1− ν2
0)

)
= 1
dc

3
16e

(
4k0

γπ(k0κ− 1) + E0

(1− ν2
0)

)

C
c‖
T = 3µ0S(2− ν0)

16a3Nc(1− ν0) = 1
dc

3µ0(2− ν0)
16e(1− ν0)

(2.25)
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Si on suppose que la compressibilité du fluide est l’inverse du module de compressibilité
du fluide ( κ = 1

kf
), ce modèle conduit à une estimation de raideur normale CN identique

à celle prévue par le modèle de Thomsen (cf. (2.21)-a). Pour des densités de pores et de
fissures négligeables (Ed = E0, µd = µ0 et νd = ν0), les estimations de Thomsen (2.21), de
B&K (2.23) et de S&K (2.25) sont très proches. Désormais, on utilise κ = 1

kf
pour tous

les autres cas.

(ii) Cas d’un mortier poreux avec des fissures parallèles
C
c‖p
N = 3k0(1− 2ν0).A.B.S

4π(1− ν2
0)4Nca3a3A(−1 + 2ν0)(k0 − kf ) + 5Npb3B[k0(−1 + 2ν0) + kf (1− ν0)]

C
c‖p
T = 3µ0S(2− ν0)(7− 5ν0)

2(1− ν0)[8a3Nc(7− 5ν0) + 15b3Npπ(2− ν0)]
(2.26)

avec

A = [8k0(−1 + 2ν0) + kf (1− ν0)(3− 5ν0)],
B = [4akf (−1 + ν2

0) + 3a3π(k0 − kf (−1 + 2ν0)]

Les raideurs Cc‖p
N et Cc‖p

T dans (2.26) peuvent s’écrire sous la forme :

1
C
c‖p
N

= 1
3

16dce

(
4k0

γπ(k0κ− 1) + E0

(1− ν2
0)

) + 1
3k0SA(1− 2ν0)

20b3Npπ [k0(1− 2ν0) + kf (−1 + ν0)]
1

C
c‖p
T

= 16edc(1− ν0)
3µ0S(2− ν0) + 10b3Npπ(1− ν0)

µ0S(7− 5ν0) = 1
C
c‖
T

+ 1
Cp
T

(2.27)
où Cp

T est la raideur d’interface dans le cas d’un mortier poreux sans fissures, voir (2.28).
Remarquons que l’estimation de Shafiro et Kachanov est toujours plus élevée que celles
prévues par Thomsen (cf. (2.21) et (2.24)) et par B&K (cf. (2.27)). L’expression de CT
prévue par le modèle de S&K dépend des paramètres Nc et Np, alors que celle issue des
modèles de Thomsen et B&K dépend uniquement de Nc. Notons que Shafiro et Kacha-
nov traitent d’autres configurations de fissures et de densité de pores présentées ci-dessous :

(iii) Cas de pores de forme sphérique
Cp
N = 3k0S(7− 5ν0) [kf (1− ν0) + 2k0(1− 2ν0)]

4b3Npπ(1 + ν0) [kf (1− ν0)(1 + 5ν0) + k0(1− 2ν0)(9 + 5ν0)]
Cp
T = µ0S(7− 5ν0)

10b3Npπ(1− ν0)

(2.28)

(iv) Cas de fissures à orientation aléatoire
Cc
N = 135k0S(2− ν0) [4akf (1− ν2

0) + 3a3π(k0 − kf )(1− 2ν0)]
16a3Nc(1 + ν0)2 [16akf (1− ν2

0) + 3a3π(k0 − kf )(1− 2ν0)(10− 3ν0)]

Cc
T = 15µ0S(2− ν0) [4akf (1− ν2

0) + 3a3π(k0 − kf )(1− 2ν0)]
16a3Nc(1− ν0) [4akf (1− ν2

0) + a3π(k0 − kf )(1− 2ν0)(5− ν0)]

(2.29)
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(v) Cas de fissures à orientation aléatoire et de pores sphériques
1
Ccp
N

= 1
Cp
N

+ 1
Cc
N1

Ccp
T

= 1
Cp
T

+ 1
Cc
T

(2.30)

où Cp
N , C

c
N , C

p
T , C

c
T sont les rigidités normales et tangentielles de l’interface définies aupa-

ravant (cf. équations (2.28), (2.29)).
Les figures (2.9) et (2.10) montrent les estimations des modèles de Thomsen, de B&K et de
S&K d’un mortier avec des fissures parallèles ou aléatoires. Le mortier initial est supposé
sain et sec (Ed = E0). Dans le cas de fissures parallèles avec pores, les estimations des CN
des modèles de Thomsen et de B&K sont identiques et plus élevées que celles prédites par
le modèle de S&K. Dans le cas de fissures parallèles sans pores, les estimations des trois
modèles sont identiques. On note que la valeur de CT ne dépend pas de kf dans le cas d’un
mortier avec fissures parallèles. Dans le cas de fissures aléatoires, CN et CT évoluent avec
kf et tendent vers une asymptote (cf. figure (2.10)).

Figure 2.9 – Estimation des modèles de Thomsen, B&K et S&K de la raideur CN en fonction de la
compressibilité du fluide kf dans le cas d’une distribution isotrope transverse de microfissures saturées
pour dc = 0, 1 et φp = 0, 05. Les propriétés élastiques du mortier sain et sec sont données dans la table
(2.1).

2.3 Modèle d’interphase de Kanaun et Levin

En présence de fissures, on propose de déterminer la raideur d’interphase par l’estimation
de Kanaun et Levin. Nous allons considérer deux cas de fissures.

61



2.3. MODÈLE D’INTERPHASE DE KANAUN ET LEVIN

Figure 2.10 – Évolutions des estimations de S&K des raideurs CN et CT en fonction du module de
compressibilité du fluide kf dans le cas de distribution isotrope de microfissures saturées. dc = 0, 1 et
φp = 0, 05. Les propriétés élastiques du mortier sain et sec sont données dans la table (2.1).

2.3.1 Cas de fissures à orientation aléatoire

À partir des équations constitutives de Klarbring, dans un milieu isotrope, le tenseur de
raideur d’interface K a deux composantes et les propriétés effectives (1.146) donnent :

C̃3333 = k̃ + 4
3 µ̃ = k(e+ C2)

e+ C3
+ 20µ(e+ C5)

15e+ C6
, C̃1313 = µ̃ = 15µ(e+ C5)

15e+ C6
(2.31)

Les valeurs de C2, C3, C5 et C6 sont données dans (1.147). On obtient finalement la loi
d’interphase, voir détails dans l’Annexe (C.1) :

K = 1
eh

K ′ 0
0 K

′′

 = 1
eh


k(e+ C2)
e+ C3

+ 20µ(e+ C5)
15e+ C6

0

0 15µ(e+ C5)
15e+ C6

 (2.32)

Avec λ̃ = k̃ − 2µ̃/3, on peut réécrire K sous la forme :

Kh = 1
eh

(
µ̃I + (µ̃+ λ̃)(n⊗ n)

)
, Kv = 1

ev

(
µ̃I + (µ̃+ λ̃)(n⊗ n)

)
(2.33)

où n est le vecteur normale à l’interphase, k̃ et µ̃ sont les modules de compressibilité et de
cisaillement effectifs, I est le tenseur identité d’ordre quatre.

2.3.2 Cas de fissures parallèles

Dans un milieu isotrope transverse, l’expression du tenseur d’élasticité peut s’écrire sous la
forme classique (1.157). Pour déterminer les rigidités du joint dans les directions normales
et transversales, on s’intéresse à C3333 et C1313 :

K
′ = C3333, K

′′ = C1313 = µ

1 + µs5
(2.34)

où C3333 et C1313 sont donnés dans (1.158) et s5 dans (1.152). Retournons à l’estimation
globale de Cecchi et Tralli du tenseur de rigidité d’une cellule maçonnée périodique à l’état
sain (3.116) : on peut obtenir celle de la maçonnerie fissurée en utilisant les estimations de
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K
′ et K ′′ de Levin. On trouve aussi qu’avec cette approche, on peut prendre en compte l’in-

fluence de la forme des fissures avec le changement du paramètre γ. Suite à cette réflexion,
le cas d’une l’interface viscoélastique avec microfissures peut être considéré et développé
en perspective.
Maintenant nous considérons les estimations des modèles pour le milieu sec (MT) ou saturé
(Thomsen, B&K, S&K et K&L) pour différents états de joint (sain, fissuré isotrope ou
fissuré isotrope transverse) en fonction de φp et dc.
La figure (2.11) montre que, toutes les estimations de CN et CT dépendent fortement
de φp. Les estimations de Thomsen et B&K pour la raideur CN (ou K

′) sont toujours
plus élevées que celles prévues par S&K et K&L. Les estimations de la raideur CT (ou
K
′′) par les modèles de Thomsen, B&K et K&L sont quasi-identiques et plus élevées

que celle de modèle de S&K. Les figures (2.12) et (2.13) montrent que dans le cas d’état

Figure 2.11 – A l’état sain : comparaison des évolutions des raideurs CN et CT (ou K
′ et K ′′ pour le

modèle de K&L) en fonction de φp (équation (2.35)). Les propriétés élastiques du mortier sain et sec sont
données dans la table (2.1), kf = 2200 MPa.

Figure 2.12 – Distribution isotrope de fissures (dc = 0, 1, γ = 0, 1, kf = 2200 MPa, table (2.1)) :
comparaison des évolutions des raideurs CN et CT (ou K ′ et K ′′ pour le modèle de K&L) en fonction de
φp.

saturé, les estimations de Thomsen, B&K, S&K et K&L sont décroissantes à l’exception
de l’estimation de S&K de CN qui croît avec l’augmentation de la fraction volumique
des pores φp pour une distribution parallèle de fissures (figure (2.13)). La figure (2.14)
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montre que le modèle de K&L donne des raideurs K ′ et K ′′ qui dépendent faiblement de
l’augmentation de dc contrairement aux autres modèles dont les estimations décroissent
sensiblement avec dc et sont quasi-nulles pour dc = 1.

Figure 2.13 – Distribution isotrope transverse de fissures (dc = 0, 1, γ = 0, 1, kf = 2200 MPa, table
(2.1)) : comparaison des évolutions des raideurs CN et CT (ou K

′ et K ′′ pour le modèle de K&L) en
fonction de φp.

Figure 2.14 – Comparaison des évolutions des raideurs CN et CT (ou K ′ et K ′′ pour le modèle de K&L)
en fonction de dc (γ = 0, 1, kf = 2200 MPa, table (2.1)).

2.4 Homogénéisation de maçonneries élastiques avec fissures et
pores

Les applications numériques et analytiques de ce problème sur une maçonnerie périodique
seront réalisées et comparées au travail en présence de fissures. À présent, on considère un
mur maçonné avec les propriétés du mortier et des briques données dans la table (2.1).
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Les briques font 250 × 120 × 55mm3 de dimension et le mortier a une épaisseur de 10
mm. Le chargement est un déplacement de pas ∆ε = +5, 0.10−6 mm sur le bord CB
(voir figure (1.20)) selon la direction −→y 2. Dans un second temps, on peut appliquer deux
méthodes d’homogénéisation analytique ou numérique. La première est la solution proposée
dans les travaux de Cecchi et al. [26]. La deuxième utilise directement l’homogénéisation
périodique avec la MEF (cf. [24]) sur un quart de la cellule de base (voir la figure (1.21-b))
où l’interface brique/mortier est définie par des éléments discontinus situés entre les deux
matériaux. L’homogénéisation périodique sans/avec loi d’interface est réalisée pour chaque
cas d’état du mortier.

Parties E (MPa) ν

Brique (bb × ab × δb = 250× 55× 120mm3) 12800 0, 3
Mortier (eh = ev = em = 10mm) 4000 0, 3

Table 2.1 – Propriétés élastiques du mortier et des briques d’après [59]

2.4.1 Approche numérique

Homogénéisation de maçonneries à l’état sain (sec et saturé)

- Dans le cas d’un mortier sain sans pores, les rigidités normale et tangentielle de l’interface
(cf. (2.3)) restent constantes car les modules C̃L et µ̃L ne dépendent pas de l’épaisseur du
mortier. Dans ce cas :

CN = C̃L = km + 4µm/3, CT = µm (2.35)

- Dans le cas d’un mortier avec pores (φp = 0, 05) : à l’état sec, on peut utiliser les
estimations des schémas DL, MT, PCW pour homogénéiser le comportement du mortier
poreux. Pour les rigidités normale et tangentielle de l’interface, seul le schéma de MT peut
s’adapter pour les estimer selon la méthode montrée dans la section (2.2.2). Comme montré
sur la figure (1.7), les estimations des schémas sont voisines. On utilise le schéma de MT
pour faire des comparaisons des valeurs CN et CT (voir leurs expressions dans (2.35)). À
l’état saturé, le mortier est encore isotrope selon l’estimation de Thomsen (voir (1.93)), de
B&K (voir (1.104)) et de Kachanov (voir (1.113)). On choisit l’estimation de S&K pour
faire les calculs numériques. Les caractéristiques du matériau sont données dans la table
(2.2).
Les résultats obtenus avec Cast3m sont présentés sur les figures (2.15) et (2.16). Il est pos-
sible de trouver un comportement quasi-linéaire quand on utilise l’interface (figure (2.15)).
Les rigidités avec l’interface sont toujours plus faibles que celles sans l’interface. La figure
(2.16) montre que l’approche sans interface donne des cartes de contrainte locale quasi-
identiques. Au contraire, l’approche avec interface montre clairement la différence entre les
états du mortier : le cas poreux donne une contrainte plus faible que le cas non-poreux. Le
cas saturé présente un risque de rupture à l’interface verticale comme celle-ci présente une
concentration de contrainte.
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Cas Modèles Ẽm ν̃m µ̃m CN CT K
′

K
′′

Pores
secs

DL 3598 0, 293 1392 − − − −
PCW 3576 0, 291 1385 − − − −
MT 3618 0, 294 1398 4793 1398 − −

Pores
saturés

Thomsen 3829 0, 304 1468 5211 1468 − −
B&K 3829 0, 304 1468 5211 1468 − −
S&K 3700 0, 30 1468 4981 1468 − −
K&L 3635 0, 238 1468 − − 3850 1468

Table 2.2 – Propriétés élastiques (en MPa) du mortier sain avec pores secs ou saturés

Figure 2.15 – Comparaison des courbes contrainte-déformation d’une cellule périodique maçonnée avec
mortier sain et briques élastiques : cas d’un mortier sec avec ou sans pores (a) et cas d’un mortier poreux :
sec ou saturé (b).

Homogénéisation de maçonneries microfissurées (avec ou sans pores) à l’état
sec

- Cas d’un mortier avec microfissures aléatoires (dc = 0, 1) avec ou sans pores (φp = 0, 05) :
l’estimation de MT est choisie et CN et CT sont déterminés par (2.19) en cas de fissures
aléatoires sans pores, ou par (2.20) en cas de fissures aléatoires avec pores. Les données se
trouvent dans la table (2.3).

Cas Modèles Ẽm ν̃m µ̃m CN CT

Fissures aléatoires sans
pores sèches

Dilué 3255 0, 227 1327 − −
PCW 3355 0, 252 1340 − −
MT 3409 0, 261 1352 2315 1118

Fissures aléatoires avec
pores sèches

Dilué 2930 0, 222 1198 − −
PCW 2998 0, 245 1204 − −
MT 3083 0, 255 1228 2227 1093

Table 2.3 – Propriétés élastiques (en MPa) du mortier avec microfissures aléatoires avec ou sans pores à
l’état sec.

- Cas d’un mortier avec microfissures parallèles (dc = 0, 1) avec ou sans pores (φp = 0, 05) :
voir la table (2.4). On note que CN et CT de l’estimation de MT sont donnés par (2.17) en
cas de fissures parallèles sans pores et par (2.18) en cas de fissures parallèles avec pores.
Les résultats sont montrés dans les figures (2.17) et (2.19).
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Figure 2.16 – Cartes de la contrainte locale σ22 d’une maçonnerie à l’état sain soumise à une compression
selon la direction y2 : cas d’un mortier sans pores sans loi d’interface (a), cas d’un mortier sans pores et
avec loi d’interface (b), cas d’un mortier avec pores secs sans loi d’interface (c), cas d’un mortier avec pores
secs et avec loi d’interface (d), cas d’un mortier avec pores saturés sans loi d’interface (e), cas d’un mortier
avec pores saturés avec loi d’interface (f).
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Cas Modèles ẼmL ẼmN ν̃m µ̃mL µ̃mN CN CT

Fissures parallèles
sèches sans pores

Dilué 1667 4000 0, 125 741 1538 − −
PCW 2383 4000 0, 179 1011 1538 − −
MT 2693 4000 0, 202 1120 1538 824 412

Fissures parallèles
+ pores secs

Dilué 1519 3598 0, 123 676 1392 − −
PCW 2126 3576 0, 173 906 1384 − −
MT 2518 3809 0, 194 1053 1471 770 385

Table 2.4 – Propriétés élastiques (en MPa) du mortier avec microfissures parallèles avec ou sans pores à
l’état sec

Figure 2.17 – Comparaison des courbes contrainte -déformation d’une cellule périodique maçonnée dans
le cas d’un mortier microfissuré sec (avec ou sans pores) et briques élastiques : cas de fissures aléatoires
(a) et cas de fissures parallèles (b).

Homogénéisation de maçonneries microfissurées (avec ou sans pores) à l’état
saturé

- Cas d’un mortier avec microfissures aléatoires saturées (dc = 0, 1) avec ou sans pores
saturés (φp = 0, 05) : seuls deux modèles (S&K et Levin) traitent ce cas, voir les caracté-
ristiques dans la table (2.5).

Cas Modèles Ẽm ν̃m µ̃m CN CT K
′

K
′′

Fissures aléatoires saturées sans
pores

S&K 3700 0, 3 1472 6644 3405 − −
Levin 3656 0, 297 1409 − − 6796 3049

Fissures aléatoires saturées avec
pores saturés

S&K 3442 0, 3 1408 3223 1656 − −
Levin 3543 0, 310 1334 − − 6705 3032

Table 2.5 – Propriétés élastiques (en MPa) du mortier avec microfissures aléatoires saturées avec ou sans
pores, kf = 2200 MPa, a3/a = 0, 1.

- Cas de fissures parallèles saturées (dc = 0, 1) avec ou sans pores saturés (φp = 0, 05) :
voir la table (2.6). On note que les estimations de B&K, Thomsen et S&K montrent les
mêmes résultats que si on ne prend pas en compte les pores.
Les résultats sont montrés dans les figures (2.18) et (2.20).
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Cas Modèles ẼmL ẼmN ν̃m µ̃mL µ̃mN CN CT K
′

K
′′

Fissures parallèles
saturées sans pores

Thomsen (B&K, S&K) 3904 4000 0, 293 1261 1538 16272 700 − −
Levin 3370 3968 0, 289 1307 1489 − − 5082 1265

Fissures parallèles
saturées avec pores

saturés

Thomsen (B&K) 3635 3728 0, 270 1193 1468 7866 700 − −
S&K 3618 3700 0, 317 1214 1404 51921 575 − −
Levin 2266 3157 0, 273 858 1240 − − 5089 1257

Table 2.6 – Propriétés élastiques (en MPa) du mortier avec microfissures parallèles avec ou sans pores à
l’état saturé, kf = 2200 MPa, a3/a = 0, 1.

Figure 2.18 – Comparaison des courbes contrainte -déformation dans le cas d’un mortier microfissuré
saturé avec ou sans pores saturés et briques élastiques : cas de fissures aléatoires (a) et cas de fissures
parallèles (b).
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Figure 2.19 – Carte de la contrainte locale σ22 d’une maçonnerie à l’état fissuré sec soumise à une
compression selon la direction y2 : (a) cas d’un mortier fissuré isotrope sec sans pores sans loi d’interface,
(b) cas d’un mortier fissuré isotrope sec sans pores avec loi d’interface, (c) cas d’un mortier fissuré isotrope
sec avec pores sans loi d’interface, (d) cas d’un mortier fissuré isotrope sec avec pores et interface, (e)
cas d’un mortier fissuré isotrope transverse sec sans pores sans loi d’interface, (f) cas d’un mortier fissuré
isotrope transverse sec sans pores avec loi d’interface, (g) cas d’un mortier fissuré isotrope transverse sec
avec pores sans loi d’interface, (h) cas d’un mortier fissuré isotrope transverse sec avec pores et interface.
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Figure 2.20 – Carte de la contrainte locale σ22 à l’état fissuré saturé soumise à une compression selon la
direction y2 : (a) cas d’un mortier fissuré isotrope saturé sans pores sans loi d’interface, (b) cas d’un mortier
fissuré isotrope saturé sans pores avec loi d’interface, (c) cas d’un mortier fissuré isotrope saturé avec pores
saturés sans loi d’interface, (d) cas d’un mortier fissuré isotrope saturé avec pores saturés et interface, (e)
cas d’un mortier fissuré isotrope transverse saturé sans pores sans loi d’interface, (f) cas d’un mortier fissuré
isotrope transverse saturé sans pores avec loi d’interface, (g) cas d’un mortier fissuré isotrope transverse
saturé avec pores saturés sans loi d’interface, (h) cas d’un mortier fissuré isotrope transverse saturé avec
pores saturés et interface. 71
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2.4.2 Approche analytique

Pour traiter le problème d’homogénéisation d’une maçonnerie élastique microfissurée, il
est intéressant d’appliquer le modèle d’interphase de Kanaun et Levin à l’expression de la
rigidité effective d’une cellule périodique proposée par Cecchi et Sab [26]. Le remplacement
des expressions de K ′ et K ′′ (voir page (259) de [26]) par les formules (2.32) pour la loi
d’interface avec fissures aléatoires et (2.34) pour le cas de fissures parallèles conduit à des
estimations globales qui évoluent quasi-linéairement en fonction de dc (cf. figure (2.21))
mais dans de cas de fissures aléatoires les valeurs sont quasi constantes. Dans le cas de
fissures aléatoires, l’état poreux donne des valeurs de modules effectifs toujours plus faibles
(l’erreur maximale est de 0, 4% pour E2) alors que dans le cas de fissures parallèles, l’état
poreux donne des valeurs plus élevées pour des faibles valeurs de dc (i.e. dc < 0, 1) et plus
faibles au-delà de cet intervalle. La densité de pores φp a moins d’influence dans le cas de
fissures parallèles. En fixant dc à 0, 1, nous étudions l’influence du ratio γ = a3/a sur les

Figure 2.21 – Évolutions des modules de rigidité en fonction de dc (en MPa), cas d’un mortier avec des
fissures aléatoires ou parallèles avec ou sans pores, a3/a = 0, 1.

modules de rigidité effectifs de la maçonnerie avec mortier microfissuré dans deux cas :
distribution isotrope ou isotrope transverse des fissures. La densité de pores est supposée
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nulle. La figure (2.22) montre des tendances d’évolutions opposées des modules de rigidité
dans les deux cas (fissures aléatoires et parallèles). Avec l’augmentation de γ, dans le cas
de fissures aléatoires, les modules de rigidité décroissent faiblement (la forme des fissures a
une faible influence dans ce cas) alors que ceux dans le cas de fissures parallèles croissent
clairement (la forme des fissures a une forte influence dans ce cas). La table (2.7) montre les

Figure 2.22 – Évolutions des modules de rigidité en fonction de γ, cas d’un mortier non poreux avec des
fissures aléatoires ou parallèles, dc = 0, 1.

valeurs des modules d’élasticité Ẽm
1 , Ẽm

2 , µ̃m12 et le coefficient de Poisson ν̃m12 pour différents
cas de mortier microfissuré saturé selon les approches analytique et numérique. L’erreur
maximale observée entre ces cas est de moins de 18%.
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Cas Approches Ẽm1 Ẽm2 ν̃m12 µ̃m12

Distribution
isotrope de fissures

sans pores

Analytique (Levin+ Cechi et Sab) 12190 9518 0, 28 3753
Numérique sans interface (S&K, table (2.5)) 10599 9216 0, 25 3410
Numérique avec interface (S&K, table (2.5)) 10488 8834 0, 24 3292

Distribution
isotrope de fissures

avec pores

Analytique (Levin + Cechi et Sab) 12184 9486 0, 28 3748
Numérique sans interface (S&K, table (2.5)) 10488 8967 0, 25 3305
Numérique avec interface (S&K, table (2.5)) 10272 8253 0, 23 3086

Distribution
parallèle de fissures

sans pores

Analytique (Levin+ Cechi et Sab) 11866 8768 0, 27 2836
Numérique sans interface (Thomsen, table (2.6)) 10674 9474 0, 26 3236
Numérique avec interface (Thomsen, table (2.6)) 10617 9301 0, 25 2789

Distribution
parallèle de fissures

avec pores

Analytique (Levin+ Cechi et Sab) 11867 8772 0, 27 2829
Numérique sans interface (Thomsen, table (2.6)) 10559 9207 0, 25 3154
Numérique avec interface (Thomsen, table (2.6)) 10455 8879 0, 24 2788

Table 2.7 – Propriétés élastiques (en MPa) du mortier à l’état saturé, kf = 2200 MPa, a3/a = 0, 1 (pour
l’estimation de Levin) et dc = 0, 1.

On remarque que des contraintes élevées sont observées sur l’interface verticale.

2.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous nous sommes penchés sur les estimations de l’interface entre brique
et mortier (cas de mortier épais) ou l’interphase entre les briques (cas de mortier fin).
Un couplage entre des techniques d’homogénéisation et l’analyse asymptotique est proposé
pour déduire la loi d’interface dans le cas où l’épaisseur du mortier est plus faible que
celle des briques. À l’état sec, seul le modèle de MT fournit la loi d’interface car les autres
modèles (DL, PCW, AC) ne satisfont pas la condition (2.3). Les comparaisons des expres-
sions de CN et CT en fonction de Ed, νd et dc ont été réalisées et on remarque une grande
différence entre les deux cas de distribution de fissures. À l’état saturé, les expressions
de CN et CT sont prévues par les modèles de Thomsen, B&K (cas de fissures parallèles
avec ou sans pores) et S&K (cas de fissures aléatoires ou parallèles avec ou sans pores).
On trouve que kf influence beaucoup les valeurs de CN et CT . Pour la loi d’interphase, le
modèle de Klarbring et al. [81, 82] a été utilisé et développé dans le cas microfissuré selon
le modèle de K&L. Les comparaisons des expressions de CN et CT (ou K ′ et K ′′ pour le
modèle de K&L) en fonction de φp et dc montrent des différences entre ces estimations.
Le comportement global d’une cellule périodique élastique maçonnée avec différents états
de mortier a ensuite été étudié en utilisant des approches numérique et analytique. Les
résultats numériques obtenus montrent que si l’interface est utilisée, le comportement ef-
fectif reste quasi-linéaire et on peut prédire un risque de rupture qui intervient au niveau
de l’interface. Les résultats analytiques basés sur l’expression de Cecchi et Sab montrent
que le comportement effectif d’une maçonnerie avec mortier microfissuré peut être estimé
en utilisant l’estimation d’interphase de K&L.
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Chapitre 3

Homogénéisation d’une maçonnerie
viscoélastique microfissurée
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3.1 Objectif et démarche

Ce chapitre a pour objectif l’évaluation des propriétés effectives et locales d’une maçonnerie
viscoélastique microfissurée. C’est une extension de l’étude menée par Cecchi et Tralli
initialement prévue pour des maçonneries à l’état sain à des maçonneries avec des joints
de mortier viscoélastiques linéaires non vieillissants et microfissurés.
La distribution des fissures est supposée isotrope. Pour simplifier cette étude, les briques
sont supposées saines avec un comportement élastique linéaire. Le comportement visco-
élastique linéaire du mortier peut être décrit par différents modèles rhéologiques - de type
Maxwell, Kelvin-Voigt, Ross, Feng, Burgers, Maxwell modifié - comme indiqué dans les
travaux de Choi et al. [83] et Seven Igoul et al. [84]. La pertinence du modèle proposé
aux échelles locale et globale est évaluée en menant une comparaison entre ses estimations
et celles issues d’une homogénéisation périodique numérique dans le cas d’une maçonnerie
(1-D ou 2-D) viscoélastique microfissurée. L’homogénéisation périodique numérique ou de
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référence est menée à l’aide de la MEF et d’une formulation incrémentale associée à la loi
de comportement viscoélastique du mortier. Pour le modèle proposé, la démarche générale
consiste à procéder en deux étapes.
En première étape, il s’agit d’appliquer l’homogénéisation au mortier viscoélastique micro-
fissuré. Cette étape permet d’évaluer la déformation globale induite par la partie saine du
matériau et la contribution des microfissures présentes dans celui-ci. Afin de pouvoir se ser-
vir des résultats de la mécanique linéaire de la rupture (théorie de Griffith [85]), nous avons
intérêt à passer du comportement viscoélastique réel au comportement élastique symbo-
lique associé, en utilisant la transformée de Laplace-Carson (TLC) [86–89]. Dans l’espace
symbolique, il est possible d’utiliser les expressions disponibles dans la littérature du saut
ou discontinuité de déplacement induit par la présence d’une fissure. De plus, en suppo-
sant que le saut de déplacement dépend linéairement de la contrainte macroscopique, il sera
possible de définir un comportement effectif linéaire pour le mortier viscoélastique microfis-
suré [90]. Le passage de l’espace symbolique à l’espace des temps réels repose classiquement
sur des méthodes d’inversion numériques approchées comme la méthode de collocation clas-
sique [91], optimisée [92] ou la méthode "multi-data" [93]. Une inversion analytique directe

de la TLC à l’aide de l’intégrale de Bromwich f(t) = 1
2iπ

∫ a+i∞
a−i∞

f ∗(p)
p

eptdp n’est possible
que pour certains cas simples. Il est alors intéressant de chercher à approcher, au moins à
court et long termes, la rigidité (ou souplesse) effective symbolique par celle associée à un
modèle rhéologique prédéfini ou existant. Par exemple, si le mortier à l’état sain se comporte
selon le modèle rhéologique de Maxwell modifié, on cherchera à approcher le comportement
effectif symbolique du mortier microfissuré par le même modèle. Après validation de cette
approximation, l’inversion directe de la TLC de la rigidité effective apparente sera possible.
Cette étape permettra d’exprimer le comportement effectif (fonction de fluage) du mortier
viscoélastique fissuré dans l’espace des temps réels.
La seconde étape consiste à étendre les expressions analytiques des rigidités effectives pro-
posées par Cecchi et Tralli [36] basées sur l’homogénéisation analytique d’un stratifié (cas
1D) et le modèle de Cecchi et Sab [26,32] (cas 2D) à une maçonnerie périodique (1-D, 2-D)
présentant des microfissures dans le mortier viscoélastique considéré.
Le principe de la démarche décrite ci-dessus peut être menée avec ou sans prise en compte
des interactions entre microfissures. Dans cette étude, cette démarche est menée en suppo-
sant la non propagation des fissures.

3.2 Matériaux viscoélastiques

Que ce soit en fluage ou en relaxation, la réponse à une sollicitation d’un matériau viscoélas-
tique dépend du temps. En viscoélasticité linéaire, on peut associer une loi de comportement
à un matériau qui permet de calculer la réponse à une histoire de sollicitation donnée.
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3.2.1 Généralités

Matériau viscoélastique linéaire non vieillissant (v.l.n.v.)

(i) Fonction de fluage

Figure 3.1 – Fonction de fluage (b) d’un matériau v.l.n.v. en réponse à un chargement en contrainte
constante σ0 pour t ≥ t0 (a).

Nous aborderons surtout le phénomène de fluage du mortier qui se passe soit à tempéra-
ture ambiante, soit à hautes températures, à court et long termes. La situation de hautes
températures se présente pour les garnissages réfractaires maçonnés, par exemple dans des
hauts fourneaux ou des poches à acier. Les déformations différées induites par le fluage
conduisent à des microfissures. Pour un matériau viscoélastique, l’essai de fluage consiste
à appliquer un champ de contrainte unidimensionnel à amplitude constante et à déceler
l’évolution de la déformation en fonction du temps. La contrainte uniaxiale appliquée varie
en fonction du temps comme suit :

σ(t) = σ0Ht0(t) (3.1)

où Ht0(t) est la fonction de Heaviside appliquée à l’instant t0 :

Ht0(t) =

1, si t ≥ t0

0, si t < t0
(3.2)

Dans ce cas, la fonction de fluage S(t) = S(t0, t, σ0) du matériau v.l.n.v. est définie par :

S(t0, t, σ0) = ε(t)
σ0

(3.3)

où S(t0, t, σ0) est nulle si t < t0 et est croissante sinon (t ≥ t0). En général, un matériau
viscoélastique soumis de manière instantanée à une contrainte constante σ0 (très inférieure
à la limite élastique), présentera une déformation instantanée élastique εel suivie d’une
déformation anélastique εan croissante durant l’intervalle de temps d’application de cette
contrainte et qui tendra vers une valeur limite εtot. La fonction de fluage S(t) (c.f. figure
(3.1)) peut alors s’écrire sous la forme :

S(t) = SR − (SR − SU)e−t/τσ (3.4)

avec τσ le temps de fluage, SU = εel/σ0 la souplesse instantanée ou non relaxée et SR =
εtot/σ0 la souplesse relaxée. A l’arrêt de la contrainte, si l’on attend suffisamment longtemps,
la déformation revient progressivement à 0. Il n’y a donc pas de déformation permanente.
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(ii) Fonction de relaxation

Figure 3.2 – Fonction de relaxation (b) d’un matériau v.l.n.v. en réponse à un chargement en déformation
constante ε0 pour t ≥ t0 (a).

Si la sollicitation imposée est une déformation constante à partir d’un instant initial t0 :

ε(t) = ε0Ht0(t) (3.5)

alors la réponse du matériau en contrainte sera décroissante avec le temps à partir d’une
valeur instantanée σ0 = CUε0 et tendra vers une valeur limite ou asymptotique σ∞ quand
t � t0 (cf. figure (3.2)). La réponse à un essai de relaxation est l’histoire de la contrainte
axiale σ(t) telle que :

C(t0, t, σ0) = σ(t)
ε0

(3.6)

où C(t0, t, σ0) est la fonction de relaxation nulle pour t < t0 et décroissante pour t ≥ t0.
Elle peut donc s’exprimer comme suit :

C(t) = CR − (CU − CR)e−t/τε (3.7)

avec τε le temps de relaxation de la contrainte à déformation constante, CU = σ0/ε0 le
module instantané et CR = σ∞/ε0 le module relaxé.

(iii) Comportement viscoélastique tridimensionnel

Dans un cadre général tridimensionnel, le problème de fluage (équations (3.1) et (3.3)) peut
se réécrire sous la forme tensorielle [94] : σ(t) = σ0Ht0(t)

ε(t) = S(t0, t) : σ0
(3.8)

Le problème de relaxation (équations (3.5) et (3.6)) se réécrit : ε(t) = ε0Ht0(t)
σ(t) = C(t0, t) : ε0

(3.9)

En supposant que la déformation instantanée est linéaire élastique, les fonctions de fluage
et de relaxation doivent vérifier la relation :

S : C = I (3.10)
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Figure 3.3 – Fonction de fluage d’un matériau v.l.n.v.

(iv) Comportement non-vieillissant

Un matériau viscoélastique est considéré comme non-vieillissant si ses propriétés méca-
niques ne varient pas avec le temps (figure (3.3)). Dans ce cas, les tenseurs de fluage S et
de relaxation C ne dépendent que d’une seule variable temporelle correspondant au temps
passé depuis le moment d’application de la sollicitation :S(t0, t) = S(t0 + τ, t+ τ) = S(t− t0)

C(t0, t) = C(t0 + τ, t+ τ) = C(t− t0)
(3.11)

Si de plus le comportement v.l.n.v. est isotrope, les fonctions de relaxation et de fluage
peuvent s’écrire respectivement sous la forme :

C(t) = 3k(t)J + 2µ(t)K
S(t) = 1

3k(t)J + 1
2µ(t)K

(3.12)

où k(t) et µ(t) sont les fonctions de relaxation sphérique et déviatorique en réponse respec-
tivement à une compression isotrope et à un cisaillement simple. J et K sont respectivement
les projections sphérique et déviatorique sur les espaces des tenseurs d’ordre quatre, définis
par la relation (A.1).

Démarche d’homogénéisation classique pour un matériau viscoélastique hété-
rogène

La loi de comportement d’un matériau viscoélastique linéaire isotrope non-vieillissant est
formellement identique à celle d’un matériau élastique linéaire isotrope associé dans l’es-
pace symbolique (de Laplace-Carson). Classiquement, l’évaluation du comportement effectif
d’un composite hétérogène v.l.n.v. repose sur trois étapes :

– Passage de l’espace des temps réels à l’espace symbolique, pendant lequel il y a conversion
du problème viscoélastique en un problème élastique symbolique en utilisant le principe
de correspondance,

– Homogénéisation linéaire dans l’espace symbolique, qui se traduit par la détermination
du comportement effectif symbolique à l’aide des outils d’homogénéisation linéaire clas-
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siques,

– Inversion de la transformée de Laplace, qui se caractérisé par l’inversion analytique exacte
(directe) ou approchée du comportement homogénéisé symbolique afin d’obtenir l’expres-
sion de la fonction de relaxation ou de fluage globale du milieu hétérogène en question.

(i) Transformée de Laplace-Carson et fonction de fluage dans l’espace symbo-
lique

La TLC permet de convertir un problème de matériau viscoélastique linéaire non vieillissant
en un problème d’élasticité linéaire symbolique [88,89,95]. La TLC d’une fonction f de la
variable réelle t notée f ∗(p), avec p variable complexe, est définie par :

f ∗(p) = p
∫ ∞

0
f(t)e−ptdt (3.13)

Cette transformée vérifie des propriétés intéressantes et en particulier les théorèmes liés à
la valeur initiale (le court terme) et à la valeur finale (le long terme) :

lim
p→∞

f ∗(p) = lim
t→0

f(t), lim
p→0

f ∗(p) = lim
t→∞

f(t), (3.14)

Selon le principe de superposition de Boltzmann, la loi de comportement locale s’écrit :

σ(t) =
∫ t

0
C(t− τ)dε(τ), ε(t) =

∫ t

0
S(t− τ)dσ(τ) (3.15)

où C(t) et S(t) sont respectivement les tenseurs de fonction de relaxation et de fluage (cf.
(3.12)). Nous nous limiterons aux cas pour lesquels les histoires de contraintes et de défor-
mations sont identiquement nulles pour t négatif et peuvent présenter des discontinuités
en t=0. Dans ce cas, les relations (3.15) se réécrivent :

σ(t) =
∫ t

0
C(t− τ)dε(τ) + C(t)ε(0), ε(t) =

∫ t

0
S(t− τ)dσ(τ) + S(t)σ(0) (3.16)

Si le produit de convolution est désigné par ⊗, alors (3.16) devient :

σ(t) = (C⊗ ε)(t) =
∫ t

0

dC(τ)
dτ

ε(t− τ)dτ + C(0).ε(t)

ε(t) = (S⊗ σ)(t) =
∫ t

0

dS(τ)
dτ

σ(t− τ)dτ + S(0).σ(t) (3.17)

Si pour tout instant t, les tenseurs S(t) et C(t) sont symétriques, alors :

S⊗ C = C⊗ S = HI (3.18)

où H est la fonction de Heaviside (cf. équation (3.2)).
Pour la suite, afin de simplifier les notations, nous utiliserons l’exposant ”∗” sans le complexe
(p) pour tous les calculs menés dans l’espace symbolique de LC. Dans cet espace, les
relations (3.17)-(a) et (b) s’écrivent :

σ∗ = C∗ε∗ et ε∗ = S∗σ∗ (3.19)
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avec

C∗S∗ = S∗C∗ = I (3.20)

L’isotropie des tenseurs C∗ et S∗ permet de les écrire sous la forme :

C∗ = 3k∗J + 2µ∗K, S∗ = 1
3k∗J + 1

2µ∗K (3.21)

où k∗ et µ∗ représentent les modules apparents respectivement de compressibilité et de
cisaillement. Le coefficient de Poisson apparent ν∗ peut être aussi déterminé en fonction de
k∗ et µ∗ par la relation classique valable en élasticité linéaire :

ν∗ = 3k∗ − 2µ∗
6k∗ + 2µ∗ (3.22)

Moyennant la loi de Hooke généralisée, la loi de comportement en fluage (3.19)-(b) peut
s’écrire sous la forme [94] :

ε∗ = 1 + ν∗

E∗
σ∗ − ν∗

E∗
tr(σ∗)i (3.23)

où i est le tenseur identité d’ordre deux, E∗ est le module d’Young apparent déterminé par
la relation classique valable en élasticité linéaire :

1
E∗

= 1
9k∗ + 1

3µ∗ (3.24)

Pour un essai de fluage uniaxial selon la direction normale n, la contrainte symbolique est :

σ∗ = σ0n⊗ n (3.25)

et la déformation symbolique ((3.19)-b et (3.23)) devient :

ε∗ = ε∗nnn⊗ n+ ε∗tt(i− n⊗ n) (3.26)

avec

ε∗nn = σ0

E∗
, ε∗tt = − ν

∗

E∗
σ0 (3.27)

La fonction de fluage S(t) est définie par la relation ε∗nn = S∗σ0. Les relations (3.24) et
(3.19)-b permettent alors d’exprimer la fonction du fluage apparente S∗ en fonction du
module d’Young symbolique E∗ :

S∗ = 1
E∗

= 1
9k∗ + 1

3µ∗ (3.28)

(ii) Homogénéisation linéaire classique dans l’espace symbolique

On suppose que les phases constitutives d’un composite hétérogène ont un comportement
v.l.n.v. Localement, dans l’espace de LC, le comportement moyen de ces phases s’écrit :

σ∗r = C∗rε∗r, ε∗r = S∗rσ∗r (3.29)
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Par ailleurs, les lois de localisation s’écrivent :

σ(t) = (D⊗ Σ)(t) , ε(t) = (A⊗ ε)(t) (3.30)

où D et A sont les tenseurs de concentration des contraintes et de localisation des défor-
mations.
Les moyennes par phase des relations (3.30) s’écrivent :

σr(t) = (Dr ⊗ Σ)(t) , εr(t) = (Ar ⊗ ε)(t) (3.31)

La TLC appliquée à (3.31) conduit à :

σ∗r = D∗r ⊗ Σ∗ , ε∗r = A∗r ⊗ ε∗ (3.32)

où Σ∗ = 〈σ∗r〉 = 〈C∗rε∗r〉 = 〈C∗rA∗r〉 ε∗ = C̃∗ε∗

ε∗ = 〈ε∗r〉 = 〈S∗rσ∗r〉 = 〈S∗rD∗r〉Σ∗ = S̃∗Σ∗
(3.33)

Le système d’équations (3.33) permet alors de déduire les tenseurs de relaxation (rigidité)
et de fluage (souplesse) effectifs dans l’espace de LC :C̃∗ = 〈C∗rA∗r〉 = ∑

r=b,m ϕrC∗rA∗r
S̃∗ = 〈S∗rD∗r〉 = ∑

r=b,m ϕrS∗rD∗r
(3.34)

où ϕr est la fraction volumique de la phase (r).

(iii) Inversion de la transformée de Laplace-Carson

L’inversion directe de la transformée de Laplace-Carson par la méthode analytique de
Bromwich [45] s’effectue par le biais d’une intégrale dans le plan complexe :

f(t) = 1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

f ∗(p)
p

eptdp (3.35)

où le nombre réel a est choisi de sorte que l’intégrale soit convergente, ce qui implique que
a doit être supérieur à la partie réelle de toute singularité de f ∗(p) et à l’infini.
Pour exprimer le comportement dans l’espace des temps réels, il est nécessaire d’inverser la
fonction f ∗(p). Les tenseurs de relaxation et de retard dans l’espace temporel seront déduits
en utilisant une des méthodes d’inversion. Dans la littérature, en plus de la méthode d’in-
version directe ("exacte") de Bromwich qui n’est pas toujours aisée à appliquer, différentes
méthodes analytiquement ou numériquement approchées, plus ou moins complexes, ont
été proposées comme alternatives à l’intégrale de Bromwich permettant d’effectuer cette
inversion.

* Méthodes analytiques approchées [45]. Parmi celles-ci, on peut citer :

-Méthode semi-analytique [96] : cette méthode permet de ramener la forme complexe
de f ∗(p) à une forme irréductible pour accéder à l’inversion de la transformée. Il s’agit
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de définir des fonctions composées qui sont obtenues par un changement de variable adé-
quat.
D’abord, c’est la simplification de la recherche (qui permet de ramener la formule com-
plexe à celle irréductible) et la localisation des temps caractéristiques macroscopiques.
Ensuite, la construction analytique de l’asymptote du fluage à long terme est réalisée.
Cette procédure permet de séparer la complexité de la forme irréductible qui peut être
inversée par la TLC. Après quelques manipulations algébriques, on obtient une autre
forme de f ∗(p) : f ∗(p) = P (p)

Q(p) où P (p) est un polynôme de degré inférieur à celui du
polynôme Q(p) qui peut s’écrire comme suit :

Q(p) =
k∏
i=1

(p− pi)m
i

,
k∑
i=1

mi = n (3.36)

où les scalaires pi sont les racines de degré mi du polynôme Q(p) de degré n. Il est
possible de décomposer f ∗(p) en fractions rationnelles simples :

f ∗(p) =
k∑
i=1

mi∑
j=1

Aij
(p− pi)j

 (3.37)

où Aij est le résidu tel que :

Aij = lim
p→pi

1
(mi − j)!

dm
i−j

dpmi−j
Li(p) (3.38)

avec

Li(p) = (p− pi)m
i

f ∗(p) (3.39)

Dans ce cas, la fonction f(t), inverse de f ∗(p), s’écrit :

f(t) =
k∑
i=1

epit

mi∑
j=1

tj−1

(j − 1)!A
i
j

 (3.40)

Dans le cas particulier où toutes les racines de Q(p) sont des racines distinctes (d’ordre
k), f(t) prend la forme simplifiée suivante [86] :

f(t) =
k∑
i=1

P (pi)
Q′(pi)

epit (3.41)

où Q′ est la dévirée de Q (cf. (3.36)).

- Méthode analytique approchée [90] : elle propose d’approcher le comportement
v.l.n.v. effectif symbolique par le même modèle que celui des temps réels. Cette solution
peut être considérée comme la borne supérieure de la solution exacte. Les paramètres du
comportement viscoélastique de la matrice sont déterminés grâce aux théorèmes de la
valeur initiale et finale de la TLC :

f0 = lim
t→∞

f(t) = lim
p→0

f ∗(p), f∞ = lim
p→∞

f ∗(p) = lim
t→0

f(t) (3.42)
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Cette méthode sera appliquée ultérieurement à un mortier microfissuré en fluage (section
(3.3.1)).

* Méthodes numériques. Parmi celles-ci, on peut citer :

- Méthode de collocation classique [91,97,98] : c’est une approche largement utilisée
qui repose sur une discrétisation du spectre caractéristique en une somme de raies dis-
crètes dont il faut déterminer les intensités et les positions en minimisant l’écart entre la
fonction temporelle originale et son approximation. Ainsi, elle propose [91] d’approcher
la fonction f(t) par la série de Prony :

C(t) =
∫ ∞

0
C(τ)e−t/τdτ ∼= Ĉ(t) =

n∑
i=1

Cie
−t/τi (3.43)

où C(τ) est le spectre de relaxation du matériau et les coefficients Ci sont les intensités
respectives de la fonction C(t). La détermination de ces coefficients Ci et des temps τi
de la série s’effectue en minimisant l’erreur quadratique ∆ entre les fonctions exactes et
approchées. Pour la fonction de relaxation, on a :

∆ =
∫ ∞

0
[C(t)− Ĉ(t)]2dt (3.44)

avec ∂∆
∂Ci

= 0 et ∂∆
∂τi

= 0. Cette minimisation conduit au système d’équations [91] :

C∗(p) |pi= Ĉ∗(p) |pi ,
dC∗(p)
dp

|pi=
dĈ∗(p)
dp

|pi (3.45)

avec pi = 1
τi
, i = [1, n] et n le nombre de points.

- Méthode de collocation optimisée [99] : elle définit pour chaque composante i un
tenseur de rigidité viscoélastique. Un choix préalable des points pi correspond à la pre-
mière égalité qui conduit à un système linéaire permettant de déterminer les coefficients.
Les deux égalités obtenues forment un système non linéaire de 2n équations à 2n incon-
nues. Le système non linéaire peut s’écrire sous la forme d’un problème de minimisation
sous contraintes :

minCi,τi

[∑n
i=1

(
C∗(pi)− Ĉ∗(pi)

)2
+∑n

i=1

(
dC∗(p)
dp
|pi −

dĈ∗(p)
dp
|pi
)2
]

avec Ci ≥ 0, t1 ≤ τi ≤ t2 et ∑n
i=1 Ci = Ce

(3.46)

où Ce est le module élastique. De plus, les coefficients Ci doivent être positifs, les temps
de collocation τr doivent être compris dans un intervalle [t1, t2] et la fonction de relaxation
doit être égale au module élastique en t = 0.
-Méthode multi-data : d’après les travaux de Cost et al. [87,93], la TLC de la fonction
approchée de la fonction de relaxation C(t) dans (3.43) s’écrit :

Cap∗(p) =
n∑
i=1

Ci

(
1 + 1

τip

)−1

(3.47)
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Les coefficients Ci sont déterminés par la minimisation de l’erreur quadratique ∆Cost :

∆Cost =
m∑
j=1

[C∗(p)− Cap∗(p)]2 (3.48)

où :

C∗(pj) = C∗(p) |pj et Cap∗(pj) = Cap∗(p) |pj (3.49)

m est un nombre arbitraire de points de données à considérer. En combinant (3.47) avec
(3.48), on obtient :

∆Cost =
m∑
j=1

C∗(pj)− n∑
i=1

Ci

(
1 + 1

τi.pj

)−1
2

(3.50)

En minimisant l’erreur quadratique par rapport à τk, on obtient :
∂∆Cost

∂τk
= −2

m∑
j=1

[
C∗(pj)−

n∑
i=1

Ci(1 + 1
τi.pj

)−1
] [

(1 + 1
τk.pj

)−1
]

= 0, k = 1, 2, ...n

(3.51)

Ceci conduit à :
m∑
j=1

C∗(pj)
[
(1 + 1

τk.pj
)−1

]
=

m∑
j=1

n∑
i=1

Ci(1 + 1
τi.pj

)−1
[
(1 + 1

τk.pj
)−1

]
, k = 1, 2, ...n (3.52)

La relation (3.52) est un système de n équations à n inconnues Ci.

3.2.2 Modèles rhéologiques de mortiers à l’état sain

Pour décrire le comportement v.l.n.v. d’un mortier sain à l’ambiante, plusieurs modèles
rhéologiques ont été proposés : Maxwell [100], Kelvin-Voigt [100], Ross [83, 100], Burgers
[101], Maxwell modifié [83], Maxwell généralisé [102, 103], Kelvin-Voigt généralisé [96] et
USBR [104]. Dans cette section, on rappelle les principaux modèles (les plus simples) et
ceux couramment utilisés pour modéliser le mortier. La description d’autres modèles se
trouve en annexe (E.3).

Modèle de Maxwell (M)

Le modèle de Maxwell est un des modèles les plus simples représenté par l’assemblage en
série d’un ressort et d’un amortisseur (figure (3.4)-a). La loi de comportement dans ce cas
s’écrit :

ε̇ = SeM σ̇ + SvMσ (3.53)

Les tenseurs de rigidité élastique Ce
M et visqueuse Cν

M (3.54) sont supposés isotropes. Ils
peuvent être exprimés en fonction des 4 constantes matériaux : les modules de compressi-
bilité keM , de cisaillement µeM de la partie élastique (ressort) et les coefficients de viscosité
des parties sphérique ηsM et déviatorique ηdM de la partie visqueuse (amortisseur).

Ce
M = 3keMJ + 2µeMK, Cv

M = ηsMJ + ηdMK (3.54)
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Figure 3.4 – Modèle rhéologique de Maxwell (a) et la réponse en déformation (c) d’un matériau de type
Maxwell sous l’effet d’une contrainte constante σ0 (b).

Les tenseurs de souplesse élastique SeM et visqueuse SνM associés s’écrivent respectivement :

SeM = 1
3keM

J + 1
2µeM

K, SνM = 1
ηsM

J + 1
ηdM

K (3.55)

Dans l’espace symbolique, la fonction de fluage de ce modèle S∗M se déduit de la relation
(3.28) où k∗ et µ∗ sont donnés dans (E.7) (cf. Annexe (E.1.1)) par :

S∗M = 1
9keM

+ 1
3µeM

+
(

1
3ηsM

+ 2
3ηdM

)
1
p

(3.56)

Dans l’espace des temps réels, elle s’écrit :

SM(t) = 1
9keM

+ 1
3µeM

+
(

1
3ηsM

+ 2
3ηdM

)
t (3.57)

Le modèle de Maxwell indique que le fluage augmente linéairement avec le temps ce qui ne
se produit pas réellement pour des structures en béton ou en maçonnerie puisque le taux
de fluage diminue avec le temps. Notons que les temps de relaxation de ce modèle sont :

τ sM = ηsM
3kM

, τ dM = ηdM
2µeM

(3.58)

Modèle de Kelvin-Voigt (KV)

Figure 3.5 – Modèle de KV (a) et la réponse en déformation (c) d’un matériau de type KV à une contrainte
constante σ0 (b).

Ce modèle est l’association en parallèle d’un ressort et d’un amortisseur (figure (3.5)-a).
Sa loi de comportement est :

σ = Ce
Kε+ Cν

K ε̇ (3.59)
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Les tenseurs de rigidité élastique et visqueuse de ce modèle sont donnés respectivement
par :

Ce
K = 3keKJ + 2µeKK, Cν

K = ηsKJ + ηdKK (3.60)
où keK et µeK sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement du modèle
de KV, ηsK et ηdK sont les coefficients respectivement de viscosité sphérique et déviatorique.
Dans l’espace de LC, la fonction de fluage S∗KV se déduit de la relation (3.28) où k∗ et µ∗
sont donnés dans (E.12) (cf. Annexe (E.1.2)) par :

S∗KV = 1
9(keK + p

ηsK
3 )

+ 1
3(µeK + p

ηdK
2 )

(3.61)

Dans l’espace des temps réels, elle s’exprime par :

SKV (t) = 1
9keK

(
1− e−t/τsK

)
+ 1

3µeK

(
1− e−t/τdK

)
(3.62)

où τ sK et τ dK sont les temps de relaxation respectivement de la partie sphérique et déviato-
rique du modèle de KV :

τ sK = ηsK
3keK

, τ dK = ηdK
2µeK

(3.63)

On remarque que le modèle de KV est incapable de reproduire la déformation élastique
instantanée car cette composante est absente de la formule (3.62).

Modèle de Burgers (Bu)

Figure 3.6 – Modèle de Burgers (a) et la réponse en déformation (c) d’un matériau de type "Bu" à une
contrainte constante σ0 (b).

Plusieurs travaux [90, 101, 105–108] ont fait appel au modèle de Burgers pour modéliser
le comportement du béton et du mortier. Ce modèle qui est une combinaison en série des
modèles de Maxwell et de Kelvin-Voigt semble être approprié pour la modélisation du
comportement des matériaux cimentaires. La loi de comportement de ce modèle s’écrit :

(Ce
K : SνM)σ + (I + Ce

K : SeM + Cν
K : SνM)σ̇ + (Cν

K : SeM)σ̈ = Ce
K ε̇+ Cν

K ε̈ (3.64)

Dans l’espace de LC, la fonction de fluage apparente S∗Bu se déduit de la loi de comportement
macroscopique (3.28) où k∗ et µ∗ sont donnés dans (E.16) (cf. Annexe (E.1.3)) par :

S∗Bu = 1
9keM

+ 1
3µeM

+
(

1
3ηsM

+ 2
3ηdM

)
1
p

+ 1

9(keK + p
ηsK
3 )

+ 1

3(µeK + p
ηdK
2 )

(3.65)
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Dans l’espace des temps réels, elle s’écrit :

SBu(t) = 1
9keM

+ 1
3µeM

+
(

1
3ηsM

+ 2
3ηdM

)
t+ 1

9keK

(
1− e−t/τsK

)
+ 1

3µeK

(
1− e−t/τdK

)
(3.66)

où τ sK et τ dK sont les temps de relaxation respectivement des parties sphérique et déviato-
rique du modèle de Kelvin-Voigt (cf. équation (3.63)). Shrive et al. [107] ont montré que
le modèle de Burgers ne fournit pas de bons résultats pour le comportement du mortier
durant les premiers jours (jusqu’à 100 jours) et qu’il surévalue la déformation de fluage
au-delà de cette durée.

Modèle de Maxwell modifié (MM)

Figure 3.7 – Modèle de Maxwell modifié (a) et la réponse en déformation (c) d’un matériau de type MM
à une contrainte constante σ0 (b).

Ce modèle a été proposé par Lenczer [109] et Choi et al. [83] pour modéliser le compor-
tement d’une maçonnerie en fluage à l’issue d’essais de fluage menés sur des maçonneries.
Il est constitué de deux parties élastiques (ressorts) et une visqueuse (amortisseur) comme
indiqué sur la figure (3.7). Le tenseur de rigidité du ressort est :

Ce
R = 3keRJ + 2µeRK (3.67)

où keR et µeR sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement du ressort.
Les équations caractéristiques du modèle de MM sont :

σt = σM + σR, εt = εM = εR (3.68)

Par ailleurs, la loi de comportement de la partie de Maxwell est :

ε̇M = SeM σ̇M + SvMσM (3.69)

et celle du ressort est :

σR = Ce
RεR (3.70)

Les équations (3.68), (3.69) et (3.70) permettent de déterminer l’équation différentielle qui
décrit le comportement d’un mortier de type MM :

SvMσ + SeM σ̇ = SvMCe
Rε+ (I + SeMCe

R) ε̇ (3.71)
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Pour la suite, on pose : X = SvMCe
R, Y = I + SeMCe

R. L’équation différentielle (3.71) se
réécrit :

SvMσ + SeM σ̇ = Xε+ Yε̇ (3.72)

Dans la base (J,K), les tenseurs isotropes X et Y s’expriment comme suit :

X = 3keR
ηsM

J + 2µeR
ηdM

K, Y =
(

1 + keR
keM

)
J +

(
1 + µeR

µeM

)
K (3.73)

Dans l’espace de LC, la fonction du fluage S∗MM du matériau (cf. Annexe (E.1)) est :

S∗MM = 1

9

keR + 1
1
keM

+ 1
p
ηs
M
3


+ 1

3

µeR + 1
1
µeM

+ 1

p
ηd
M
2


(3.74)

Dans l’espace des temps réels, elle s’écrit :

SMM(t) = 1
9(keR + keM) + 1

3(µeR + µeM) + keM
9keR(keR + keM)

(
1− e−t/τsMM

)
+ µeM

3µeR(µeR + µeM)
(
1− e−t/τdMM

)
(3.75)

où τ sMM et τ dMM sont les temps de relaxation respectivement des parties sphérique et dé-
viatorique du modèle de Maxwell modifié, avec :

τ sMM = ηsM(keR + keM)
3keRkeM

, τ dMM = ηdM(µeR + µeM)
2µeRµeM

. (3.76)

3.3 Homogénéisation de mortiers v.l.n.v. microfissurés

3.3.1 Couplage entre homogénéisation et théorie de Griffith

L’application de la transformée de LC à l’extension de la déformation globale ε(t) (1.85)
en présence de microfissures conduit à l’équation :

ε∗ = 1
V

(∫
Ωs
ε∗dV +

∑
i

∫
Ci

[u]∗i ⊗
s nidS

)
(3.77)

L’objectif est de trouver la relation entre la déformation et la contrainte macroscopique
dans l’espace symbolique. Comme dans cet espace, le comportement local de la phase saine
(matrice) du mortier est de la forme σ∗ = C∗ : ε∗, l’équation (1.85) donne :

ε∗ = C∗−1 : Σ∗ + 1
V

(∑
i

∫
Ci

[u]∗i ⊗
s nidS

)
(3.78)

Dans ce qui suit, le lien entre le saut de déplacement [u]∗i et la contrainte macroscopique
apparente Σ∗ peut être exprimé par l’un des schémas d’homogénéisation disponibles dans
la littérature (schéma dilué, de Mori-Tanaka, auto-cohérent [38]). Le schéma dilué, par
exemple, suppose la présence d’une seule fissure dans un milieu fictif élastique de rigidité
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apparente C∗(p) avec un état de contrainte asymptotique Σ∗. Il permet donc d’utiliser
la solution du problème de la rupture fragile [40] pour estimer le saut de déplacement
en fonction de la contrainte macroscopique. Deux solutions sont possibles selon l’état de
chargement : le cas où la contrainte est isotrope appliquée à l’infini (Σ∗ = Σ∗i) et le cas
où la contrainte de cisaillement est appliquée à l’infini (Σ∗ = Σ∗e3 ⊗s e1 avec e1 et e3 les
vecteurs respectivement parallèle et normal au plan de fissures). Dans le premier cas de
chargement, la discontinuité de déplacement est normale au plan de la fissure (mode I) et
est donnée par :

[un]∗ = 4(1− ν∗s )
π

Σ∗
µ∗s

√
l2 − ρ2 (3.79)

où ν∗s et µ∗s sont respectivement le coefficient de Poisson et le module de cisaillement
apparents du matériau sain. Dans le second cas, le saut de déplacement est parallèle au
plan de la fissure (mode II) et s’écrit :

[ut]∗ = 4(1− ν∗s )
π(2− ν∗s )

Σ∗
µ∗s

√
l2 − ρ2 (3.80)

Pour des raisons de concision, nous ne développons par la suite que le cas de mortiers avec
fissures aléatoires.

Distribution isotrope de l’orientation des fissures :
Comme dans les deux cas de chargement (contrainte isotrope et contrainte de cisaillement),
le saut de déplacement dépend linéairement de la contrainte macroscopique, il est alors
possible de réécrire l’équation (3.78) sous la forme :

ε∗ = C̃∗−1

dc : Σ∗ (3.81)

où C̃∗dc est le tenseur de rigidité effective apparente du mortier viscoélastique microfissuré
estimé par le couplage entre le schéma d’homogénéisation dilué et la théorie de Griffith.
Avec l’hypothèse de distribution isotrope des fissures, le tenseur C̃∗dc est isotrope et s’écrit
sous la forme :

C̃∗dc = 3k̃∗dcJ + 2µ̃∗dcK (3.82)

L’expression du module de compressibilité effectif apparent k̃∗dc (de cisaillement apparent
µ̃∗dc) est déterminée en considérant un chargement macroscopique en contrainte isotrope
(déviatorique).

Module de compressibilité effectif apparent :
Sous chargement sphérique (Σ∗ = Σ∗i), la contribution élémentaire de la fissure est pure-
ment normale (mode I) avec un saut de déplacement [u]∗ = [un]∗ n où [un]∗ est donné par
(3.79). Dans ce cas, de la relation (3.78), il a été montré [40] que la déformation macrosco-
pique apparente s’écrit :

ε∗ = C∗−1 : (Σ∗ : i) + 8dc
9

Σ∗(1− ν∗s )
µ∗s

i (3.83)
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où dc = Nl3 (cf. équation (1.29)) est la densité de fissures, l est la longueur de fissure et
N est le nombre des fissures par unité de volume. L’équation (3.83) permet de déduire la
déformation sphérique apparente suivante :

trace(ε∗) =
(

1
k∗s

+ 8dc
3

(1− ν∗s )
µ∗s

)
Σ∗ (3.84)

où k∗s et µ∗s sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement apparents
du matériau sain et sont donnés par (E.16) (pour le modèle de Burgers) et par (E.19)
(pour le modèle de MM). ν∗s (cf. (3.22)) est le coefficient de Poisson apparent du matériau
sain. Sachant aussi que trace(ε∗) = Σ∗/k∗dc , on pourra alors déduire l’estimation suivante du
module de compressibilité effectif du mortier viscoélastique fissuré en fonction du paramètre
dc :

1
k̃∗dc

= 1 + dcQ
∗

k∗s
avec Q∗ = 16

9
1− ν∗s 2

1− 2ν∗s
(3.85)

Module de cisaillement effectif apparent :
Dans le cas où le chargement en contrainte est déviatorique et de la forme :
Σ∗ = Σ∗(e1 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3) dans le système de coordonnées cartésiennes orthonormées de
base (e1, e2, e3) (e3 est le vecteur unitaire normal au plan des fissures (e1, e2)), la contri-
bution élémentaire d’une fissure est mixte et elle est déterminée grâce aux deux équations
(3.79) pour [un]∗ et (3.80) pour [ut]∗. S.T. Nguyen et al. [106] ont montré que la loi de
comportement macroscopique apparente sous chargement déviatorique s’écrit :

ε∗ = 1 + dcM
∗

2µ∗s
Σ∗ (3.86)

où µ∗s est le module de cisaillement apparent du matériau sain.
A partir de cette équation et de la relation de moyenne ε∗ = Σ∗

2µ̃∗dc
dans le cas d’un char-

gement purement déviatorique, il est possible d’identifier l’estimation suivante du module
de cisaillement effectif apparent du mortier viscoélastique microfissuré :

1
µ̃∗dc

= 1 + dcM
∗

µ∗s
avec M∗ = 32

45
(1− ν∗s )(5− ν∗s )

2− ν∗s
(3.87)

Identification de modèles rhéologiques existants à court et long termes

S.T. Nguyen et al. [106] ont proposé d’identifier la meilleure approximation de la rigidité
apparente C̃∗dc(p, dc) qui découle du couplage entre les techniques d’homogénéisation et la
mécanique de la rupture linéaire d’un béton viscoélastique microfissuré dont le comporte-
ment en fluage suit le modèle rhéologique de Burgers dans la classe du même modèle (i.e.
de Burgers) à court (t → 0) et long termes (t → ∞). Dans la présente étude, une dé-
marche similaire a été suivie et appliquée pour d’autres modèles rhéologiques valables dans
la littérature pour modéliser le comportement d’un mortier viscoélastique [83, 84], comme
par exemple ceux de Maxwell, Kelvin-Voigt, Ross, Feng, Maxwell généralisé, Kelvin-Voigt
généralisé. Pour des raisons de concision, nous montrons brièvement la démarche suivie
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par ces auteurs et nous ne reportons que les résultats associés aux modèles de Burgers
et MM (cf. Annexe (E.2)). On note que sous un chargement de compression uniaxiale en
contrainte, la fonction de fluage S̃∗ du mortier viscoélastique fissuré est donnée par (cf.
(3.28)) :

S̃∗dc = 1
Ẽ∗dc

= 1
9k̃∗dc

+ 1
3µ̃∗dc

(3.88)

Les modules apparents k̃∗dc et µ̃∗dc sont exprimés par (E.25), (E.38) (pour le modèle de
Burgers) et (E.51), (E.56) (pour celui de Maxwell modifié). On montrera ci-dessous les
résultats de la procédure d’identification des paramètres d’un matériau microfissuré de
types Burgers et MM dans le cas de fissures à distribution aléatoire.
* Modèle de Burgers :
La fonction de fluage effective de Burgers est :

S̃Bu = S̃dc(t, dc) = 1
9keM(dc)

+ 1
3µeM(dc)

+
(

1
3ηsM(dc)

+ 2
3ηdM(dc)

)
t

+ 1
9keK(dc)

(
1− e−t/τsK(dc)

)
+ 1

3µeK(dc)
(
1− e−t/τdK(dc)

)
(3.89)

où les 8 paramètres de ce modèle sont :

1
keM(dc)

= 1 +Qe
Mdc

keM
,

1
µeM(dc)

= 1 +M e
Mdc

µeM
1

ηsM(dc)
= 1 +Qv

Mdc
ηsM

,
1

ηdM(dc)
= 1 +M v

Mdc
ηdM

1
keK(dc)

= 1 +Qe
Kdc

keK
,

1
µeK(dc)

= 1 +M e
Kdc

µeK
1

ηsK(dc)
= 1 +Qv

Kdc
ηsK

,
1

ηdK(dc)
= 1 +M v

Kdc
ηdK

(3.90)

Les temps caractéristiques effectifs des parties sphérique et déviatorique du comporte-
ment de Burgers sont identiques à ceux du modèle de KV :

τ sK(dc) = ηsK(dc)
3keK(dc)

, τ dK(dc) = ηdK(dc)
2µeK(dc)

(3.91)

avec

Qe
M = Q∞0 = 4

3
keM(3keM + 4µeM)
µeM(3keM + µeM) , Qv

M = Q0
0 = 16

9
ηsM(ηsM + 2ηdM)
ηdM(2ηsM + ηdM)

Qe
K = Q0

0 + 3keK
ηsM

Q0
1 −

keK
keM

(Q∞0 −Q0
0), Qv

K = Q∞0 + ηsK
3keM

Q∞−1 −
ηsK
ηsM

(Q0
0 −Q∞0 )

Q0
1 = 32

9
ηsM
ηdM

(ηsM 2 + ηsMη
d
M + ηdM

2)
(2ηsM + ηdM)2

[
ηsM
3

(
1
keM

+ 1
keK

)
− ηdM

2

(
1
µeM

+ 1
µeK

)]

Q∞−1 = −4
3
keM
µeM

(9keM 2 + 6µeMkeM + 4µeM 2)
(3keM + µeM)2

[
3keM

(
1
ηsM

+ 1
ηsK

)
− 2µeM

(
1
ηdM

+ 1
ηdK

)]
(3.92)
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et
M e

M = M∞
0 = 16

45
(9keM + 4µeM)
(3keM + µeM)

(3keM + 4µeM)
(3keM + 2µeM)

M v
M = M0

0 = 32
45

(ηsM + 2ηdM)
(ηsM + ηdM)

(3ηsM + 2ηdM)
(2ηsM + ηdM)

M e
K = M0

0 + 2µeK
ηdM

M0
1 −

µeK
µeM

(M∞
0 −M0

0 )

M v
K = M∞

0 + ηdK
2µeM

M∞
−1 −

ηdK
ηdM

(M0
0 −M∞

0 )

(3.93)

où

M0
1 = 32

45
ηsMη

d
M

(ηsM + ηdM)2
(7ηsM 2 + 10ηsMηdM + 4ηdM

2)
(2ηsM + ηdM)2

[
ηsM
3

(
1
keM

+ 1
keK

)
− ηdM

2

(
1
µeM

+ 1
µeK

)]

M∞
−1 = 16

15
keMµ

e
M

(3keM + µeM)2
(63keM 2 + 60µeMkeM + 16µeM 2)

(3keM + 2µeM)2 .

[
3keM

(
1
ηsM

+ 1
ηsK

)
− 2µeM

(
1
ηdM

+ 1
ηdK

)]

Plus de détails concernant la démarche d’obtention de ces coefficients sont présentés dans
l’annexe (E.2.1).

* Modèle de Maxwell modifié (MM) :
D’après Choi et al. [83], le modèle de MM est mieux approprié que les modèles simples et
basiques de Maxwell et Kelvin-Voigt pour modéliser le fluage d’un mortier. Contrairement
au modèle de Maxwell classique, le ressort additionnel permet de conserver une certaine
rigidité même à la fin de la relaxation du mortier. Ceci permet de mieux représenter la
diminution continue du fluage à long terme du mortier.
La fonction de fluage du modèle de MM (cf. (3.75) et l’annexe (E.2.2)) est :

S̃MM = S̃dc(t, dc) = 1
9[keR(dc) + keM(dc)]

+ 1
3[µeR(dc) + µeM(dc)]

+ keM(dc)(1− e−t/τ
s
MM (dc))

9keR(dc) (keR(dc) + keM(dc))
+ µeM(dc)(1− e−t/τ

d
MM (dc))

3µeR(dc) (µeR(dc) + µeM(dc))
(3.94)

où les 6 paramètres de ce modèle sont :

1
keR(dc)

= 1 + dcQ
v
M

keR
,

1
µeR(dc)

= 1 + dcM
v
M

µeM
1

keM(dc)
= (1 + dcQ

e
M)(1 + dcQ

v
M)

keM + dc [keR(Qv
M −Qe

M) + keMQ
v
M ] ,

1
µeM(dc)

= (1 + dcM
e
M)(1 + dcM

v
M)

µeM + dc [µeR(M v
M −M e

M) + µeMM
v
M ]

1
ηsM(dc)

= (1 + dcQ
v
M)2

ηsM + dc(ηsMQv
M − 3keRQ0

1) ,
1

ηdM(dc)
= (1 + dcM

v
M)2

ηdM + dc(ηdMM v
M − 2µeRM0

1 )
(3.95)

avec des temps caractéristiques effectifs des parties sphérique et déviatorique suivants :

τ sMM(dc) = ηsM(dc) (keR(dc) + keM(dc))
3keR(dc)keM(dc)

, τ dMM(dc) = ηdM(dc) (µeR(dc) + µeM(dc))
2µeR(dc)µeM(dc)

(3.96)

Les constantes des fonctions Q∗ et M∗ déterminées à l’aide des propriétés issues des
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conditions aux limites (3.14) sont :

Qe
M = Q∞0 = 4

3
(keR + keM)[3(keR + keM) + 4(µeR + µeM)]

(µeR + µeM)[3(keR + keM) + µeR + µeM ] , Qv
M = Q0

0 = 4
3
keR(3keR + 4µeR)
µeR(3keR + µeR) ,

Q0
1 = 2

9
(9keR2 + 6keRµeR + 4µeR2)(−3keRηdM + 2µeRηsM)

9µeR2(3keR + µeR)2 ,

M e
M = M∞

e = 16
45

[9(keR + keM) + 4(µeR + µeM ])
[3(keR + keM) + µeR + µeM ]

[3(keR + keM) + 4(µeR + µeM)]
[3(keR + keM) + 2(µeR + µeM)] ,

M v
M = M0

0 = 16
45

(3keR + 4µeR)(9keR + 4µeR)
(9keR2 + 9keRµeR + 2µeR2)

,

M0
1 = 8

45
(63keR2 + 60keRµeR + 16µeR2)(3keRηdM − 2µeRηsM)

(9keR2 + 9keRµeR + 2µeR2)2

Plus de détails concernant le calcul de ces paramètres sont présentés dans l’annexe
(E.2.2).

Validation du modèle approché

Dans cette partie, seul le cas d’une distribution isotrope des fissures est montré. On rappelle
que les solutions approchées (3.90) et (3.95) respectivement des modèles de Burgers et MM
sont déterminées par une approximation du comportement endommagé réel à court et long
termes. Pour valider cette approximation, nous proposons de tester ces solutions en terme
de fonctions de fluage à une situation simple, où l’inversion directe de la TLC peut être
appliquée. Pour cela, considérons l’exemple d’un problème cylindrique homogène isotrope
soumis à une traction sphérique :

Σ(t) = Σ0H(t)i (3.97)

où H(t) est la fonction de Heaviside et Σ0 est une contrainte constante.
La déformation macroscopique s’écrit sous la forme ε̄(t) = ε̄nn(t)i où ε̄nn(t) est la déforma-
tion macroscopique normale.
Pour le modèle de Burgers, on peut montrer comme indiqué dans [40] que la déformation
macroscopique approchée s’écrit :

ε̄nn(t, dc) = Σ0

(
1

3keM(dc)
+ 1

3keK(dc)
+ t

ηsM(dc)
− e−t/τ

s
K(dc)

3keK(dc)

)
(3.98)

Pour le modèle de MM, ε̄nn est solution du système suivant :
1

ηsM(dc)
Σ0 = 3keR(dc)

ηsM(dc)
ε̄nn(t) +

(
1 + keR(dc)

keM(dc)

)
˙̄εnn(t)

ε̄nn(t) |t=0= Σ0

3 (keR(dc) + keM(dc))

(3.99)

Elle s’écrit :

ε̄nn(t, dc) = Σ0

[
1

3keRM(dc)
+ keM(dc)

3keR(dc)(keR(dc) + keM(dc))
(
1− e−t/τsMM (dc)

)]
(3.100)

Par ailleurs, la solution exacte de la déformation macroscopique est obtenue par une in-
version directe de la TLC (possible dans ce cas de chargement simple (3.97)) de la loi du
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comportement effective :

ε̄∗nn(p) = Σ0

3k̃∗
(3.101)

où le module de compressibilité effectif k̃∗ est donné respectivement par (E.25) et (E.51)
pour le modèle de Burgers et MM.
Les figures (3.8) et (3.10) présentent les évolutions des 8 (6) paramètres du modèle de
Burgers (de MM) en fonction de dc. Pour évaluer la pertinence du modèle approché, on
définit l’erreur relative suivante entre les solutions exactes et approchées :

Er = |A− A0|
A0

× 100% (3.102)

où A et A0 sont respectivement la valeur approchée et exacte d’une variable donnée.
Les figures (3.9) et (3.11) montrent d’excellents accords entre les solutions exacte et appro-
chée pour un mortier hybride de type Burgers et MM pour le problème de fluage considéré
- en traction sphérique Σ0 = 1 MPa - pour différents niveaux de la densité de fissures dc.

Figure 3.8 – Influence de la densité de fissures dc sur les coefficients effectifs approchés par le modèle de
Burgers (les données du mortier hybride sain sont fournies dans la table (3.2)).

Figure 3.9 – Comparaison des solutions exacte et approchée (modèle de Burgers) de la déformation
macroscopique dans le cas d’un mortier hybride microfissuré (cf. table (3.2)).
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Figure 3.10 – Influence de la densité de fissures dc sur l’évolution des coefficients effectifs approchés par
le modèle de MM (les données du mortier hybride sain sont fournies dans la table (3.2)).

Figure 3.11 – Comparaison des solutions exacte et approchée (modèle de MM) de la déformation macro-
scopique dans le cas d’un mortier hybride microfissuré (cf. table (3.2)).
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3.3.2 Application au mortier microfissuré

Données matériau de mortiers viscoélastiques

(i) Cas sain

Pour simplifier l’étude, seuls les deux modèles de Burgers et MM sont utilisés pour décrire
le comportement visqueux du mortier. Els Vertrynge et al. [101] fournissent les valeurs
des paramètres du modèle de Burgers sain pour un mortier non-carboné et carboné. Seven
Ignoul et al. [84] a donné aussi les résultats d’essais de compression monotone appliqués
à des mortiers hydrauliques à base de chaux et des mortiers hybrides (cf. table (3.1)). Les
relations utilisées dans cette partie sont :

τ dα = ηdα
2µα

, τ sα = ηsα
3kα

,
1
Eα

= 1
9kα

+ 1
3µα

, να = 3kα − 2µα
6kα + 2µα

(3.103)

Ici on fait l’hypothèse que : τα = τ dα = τ sα car leurs valeurs ne sont pas distinguées dans les
travaux cités ci-dessus. Les données viscoélastiques sont montrées dans la table (3.2) où les

Type de mortier EM (MPa) τM (s) EK (MPa) τK (s) ν

non-carboné [101] 1211 487560 1500 15446 0,15
carboné [101] 1868 474270 2500 34491 0,2

hydraulique de chaux [84] 4651 59526 1959 78907 0,10
hybride [84] 4038 46490 2112 90866 0,22

cimentaire [84] 5275 32147 1764 96643 0,48

Table 3.1 – Paramètres experimentaux pour les données viscoélastiques.

paramètres d’entrée pour le modèle de MM sont déduits de ceux du modèle de Burgers.

(ii) Cas microfissuré

Pour chaque valeur de la densité de fissures dc, on détermine les caractéristiques du mortier
fissuré à l’aide des formules (3.90) pour le modèle de Burgers et (3.95) pour le modèle de
MM. Ces modules et coefficients de viscosité sont présentés dans la table (3.3).

Évolutions de la fonction de fluage S̃(t, dc) du mortier viscoélastique microfissuré

- Modèle de Burgers :
En fixant la densité de fissures dc (cf. figure (3.12)-b) ou le temps t (cf. figure (3.12)-a), on
peut considérer que S̃Bu(t, dc) évolue linéairement en fonction de dc et du temps t.
Pour confirmer ces tendances, on propose d’étudier les fonctions dérivées de S̃Bu(t, dc) par
rapport aux variables t (cf. équation (3.104))-b) et dc (cf. équation (3.104))-a).

∂S̃Bu(t, dc)
∂dc

=
(
Qe
K

9keK
+ Qe

M

9keM
+ M e

K

3µeK
+ M e

M

3µM

)
−
(
M e

K

3µeK
e−t/τ

s
K(dc) + Qe

K

9keK
e−t/τ

d
K(dc)

)

+
(
Qv
M

3ηsM
+ 2M e

M

3ηdM
− 1

3
Qe
K −Qv

K

ηsK + dcQe
Kη

s
K

e−t/τ
d
K(dc) − 2

3
M e

K −M v
K

ηdK + dcM e
Kη

d
K

e−t/τ
s
K(dc)

)
t

(3.104)
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Mortier Modèle Parties ke µe ηs ηd

rhéologique de modèle (MPa) (MPa) (MPa.s) (MPa.s)

Mortier
non-carboné

[101]

Burgers Maxwell 576, 67 526, 52 8, 435.108 5, 134.108

Kelvin 714, 28 652, 17 33, 099.106 20, 147.106

MM Maxwell 576, 67 526, 52 8, 435.108 5, 134.108

Ressort 714, 28 652, 17

Mortier
carboné
[101]

Burgers Maxwell 1037, 68 778, 33 14, 77.108 7, 38.108

Kelvin 1388, 89 1041, 67 14, 37.107 7, 19.107

MM Maxwell 1037, 68 778, 33 14, 77.108 7, 38.108

Ressort 1388, 89 1041, 67

Mortier
hydraulique
de chaux

[84]

Burgers Maxwell 1938 2114 3, 460.108 2, 519.108

Kelvin 816 890 1, 932.108 1, 405.108

MM Maxwell 1938 2114 3, 460.108 2, 519.108

Ressort 816 890

Mortier
cimentaire

[84]

Burgers Maxwell 43958 1782 4, 239.109 1, 146.108

Kelvin 14700 596 4, 261.109 1, 152.108

MM Maxwell 43958 1782 4, 239.109 1, 146.108

Ressort 14700 596

Mortier
hybride

[84]

Burgers Maxwell 2404 1655 3, 352.108 1, 539.108

Kelvin 1257 866 3, 427.106 1, 573.108

MM Maxwell 2404 1655 3, 352.108 1, 539.108

Kelvin 1257 866

Table 3.2 – Données viscoélastiques du mortier de type Burgers et MM

Modèle dc keM (dc) µeM (dc) ηsM (dc) ηdM (dc) keK(dc) µeK(dc) ηsK(dc) ηdK(dc)
(MPa) (MPa) (MPa.s) (MPa.s) (MPa) (MPa) (MPa.s) (MPa.s)

0,0 2404 1655 3, 35.108 1, 54.108 1257 866 3, 43.108 1, 57.108

Burgers 0,1 1846 1440 2, 57.108 1, 34.108 965 753 2, 63.108 1, 37.108

0,2 1498 1275 2, 09.108 1, 34.108 784 667 2, 13.108 1, 21.108

Modèle dc keM (dc) µeM (dc) ηsM (dc) ηdM (dc) keR(dc) µeR(dc) ηsK(dc) ηdK(dc)
(MPa) (MPa) (MPa.s) (MPa.s) (MPa) (MPa) (MPa.s) (MPa.s)

0,0 2404 1655 3, 35.108 1, 54.108 1257 866 - -
MM 0,1 1846 1440 2, 57.108 1, 33.108 965 754 - -

0,2 1498 1275 2, 09.108 1, 19.108 784 667 - -

Table 3.3 – Modules et coefficients du mortier à l’état sain (dc = 0) et microfissuré (dc = 0, 1, dc = 0, 2).
Les donnés du mortier sain sont présentées dans la table (3.2) pour un mortier hybride.
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L’évolution de la fonction dérivée ∂S̃Bu(t, dc)
∂dc

pour t fixé et dc variable est constante comme

Figure 3.12 – Évolutions de la fonction de fluage S̃Bu en fonction de dc (a) et du temps (b) pour un
mortier viscoélastique hybride (table (3.2)) microfissuré.

Figure 3.13 – Évolutions des dérivées de S̃Bu(dc) par rapport à la densité de fissures dc pour t fixé (a) et
par rapport au temps t pour dc donné (b). Les donnés viscoélastiques du mortier hybride sont présentées
dans la table (3.2).

montré sur la figure (3.13)-a.
∂S̃Bu(t, dc)

∂t
= 1

3ηsM(dc)
+ 2

3ηdM(dc)
+ e−t/τ

s
K(dc)

3ηsK(dc)
+ 2e−t/τdK(dc)

3ηdK(dc)
(3.105)

L’évolution de ∂S̃Bu(t, dc)
∂t

en fonction du temps t à des dc fixés (dc = 0, 1 ; 0,2 et 0,3),
figure (3.13)-b montre également une tendance linéaire à partir de ts = 3, 5 jours.

- Modèle de MM :
Pour t fixé, la dérivée de S̃MM(t, dc) par rapport à dc est :

∂S̃MM(t, dc)
∂dc

=

Qv
M

9keR
+M v

M

3µeR
− [−keRQe

M + (keR + keM)Qv
M ]e−t/τsMM (dc)

9keR(keR + keM) − [−µeRM e
M + (µeR + µeM)M v

M ]e−t/τdMM (dc)

3µeR(µeR + µeM)
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− keR[−keM − dckeMQv
M + dck

e
R(Qe

M −Qv
M)][3keMQ0

1 − ηsM(Qe
M −Qv

M)]e−t/τsMM (dc)

3(keR + keM)2(ηsM − 3dckeRQ0
1 + dcηsMQ

v
M)2

− 2µeR[−µM − dcµMM v
M + dcµ

e
R(M e

M −M v
M)][2µMM0

1 − ηdM(M e
M −M v

M)]e−t/τdMM (dc)

3(µeR + µM)2(ηdM − 2dcµeRM0
1 + dcηdMM

v
M)2

(3.106)

Pour dc fixé, la dérivée de S̃MM(t, dc) par rapport à t est :

∂S̃MM(t, dc)
∂t

= keM(dc)e−t/τ
s
MM (dc)

9keR(dc)τ sMM(dc) (keR(dc) + keM(dc))
+ µeM(dc)e−t/τ

d
MM (dc)

3µeR(dc)τ dMM(dc) (µeR(dc) + µeM(dc))
(3.107)

La figure (3.15)-a montre une évolution de S̃MM(dc) quasiment linéaire en fonction de dc.

Figure 3.14 – Évolutions des dérivées de S̃MM (t, dc) par rapport à la densité de fissures dc pour t fixé (a)
et par rapport au temps t pour dc donné (b) pour le mortier hybride considéré (table (3.2)).

Figure 3.15 – Évolutions de S̃MM en fonction de dc (a) et du temps (b).

Pour un dc donné, l’évolution de S̃MM en fonction du temps est croissante et est quasiment
constante au-delà de ts = 6 jours. Les courbes se stabilisent au-delà de ts contrairement au
modèle de Burgers (cf. figure (3.12)-b). Cette tendance est obtenue pour différentes valeurs
de dc (cf. figure (3.15)-b) avec un fluage moins important avec l’augmentation de dc.
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Figure 3.16 – Évolution des temps de fluage en fonction de dc pour des mortiers hybrides microfissurés
de type Burgers (a) et MM (b).

Temps de fluage

Les figures (3.16-a,b) montrent l’évolution des temps de retard τ(dc) en fonction de la
valeur de dc pour les parties sphérique et déviatorique des modèles de Burgers et MM.
Pour les deux modèles, τ s(dc) décroît avec l’augmentation de dc, contrairement à τ d(dc)
qui augmente légèrement. De plus, à un temps t fixé, le modèle de Burgers prévoit des
temps de fluage τ d,s(dc) inférieurs à ceux prévu par le modèle de MM.

3.4 Comportement d’une cellule périodique de maçonnerie vis-
coélastique microfissurée

Comme montré à la section précédente (3.3), le couplage entre les techniques d’homogénéi-
sation linéaire (schéma dilué) et la théorie de Griffith a permis d’estimer le comportement
global d’un mortier viscoélastique microfissuré de type Burgers ou MM. Il est alors possible
dans cette section d’évaluer le comportement global de l’assemblage brique/mortier (ma-
çonnerie) moyennant les techniques d’homogénéisation en champs moyens. Cette évaluation
peut se baser sur trois approches.
La première approche (homogénéisation analytique) consiste à appliquer l’homogénéisation
périodique de façon analytique en se servant des formules de rigidités effectives dans le cas
d’un composite stratifié (cas 1D) [59] et des formules proposées par Cecchi et Sab [26] dans
le cas d’une cellule périodique 2D. Cette dernière approche permet d’étendre les travaux de
Cecchi et Tralli [36] à une maçonnerie viscoélastique microfissurée et est nommée "E.C-T".
La seconde approche conduisant au comportement effectif d’une cellule périodique 1D et
2D consiste à effectuer une homogénéisation périodique à l’aide de la méthode des EF à
l’instar des travaux [24,32,35]. Le comportement du mortier viscoélastique (sain et micro-
fissuré) est implémenté de façon incrémentale selon la procédure indiquée dans l’annexe
(G.2). Cette approche est une combinaison de la technique d’homogénéisation EF avec for-
mulation incrémentale ou affine pour le mortier viscoélastique sain ou microfissuré) notée
"INC+EF". A chaque fois, le comportement du mortier (avec ou sans microfissures) est
supposé élastique linéaire mais avec des propriétés (6 ou 8 paramètres selon le modèle de
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MM ou Burgers) qui dépendent du temps et du paramètre dc. Rappelons que ces propriétés
sont fournies par les formules (3.90) et (3.95) respectivement pour le modèle de Burgers
et MM. Les résultats effectifs issus des deux modèles (homogénéisation numérique, homo-
généisation analytique) de l’assemblage brique/mortier pour le cas 2D sont montrés à la
section (3.4.3).
La troisième approche consiste à supposer que l’assemblage brique/mortier est assimilé à
un composite avec des inclusions ellipsoïdales (briques) disposées dans le mortier ou liant
(matrice). Dans ce cas, il est possible d’employer un des schémas d’homogénéisation mor-
phologique disponibles dans la littérature car la fraction volumique des briques est élevée
(ϕb ≥ 70% [38]). Cette approche nommée "MT+ITLC" est un couplage entre une inversion
directe de la TLC et le schéma de MT.

Dans cette partie, nous ne développons que le modèle basé sur l’homogénéisation analytique
qu’on appellera par la suite "extension de Cecchi et Tralli" (E.C-T). Les modèles numérique
"INC+EF" et "MT+ITLC" sont développés respectivement dans les annexes (G.2) et (G.1).

3.4.1 Cas d’une colonne maçonnée (1-D)

Figure 3.17 – Colonne maçonnée et sa cellule périodique (composite stratifié).

Rigidité effective normale

Le comportement d’une colonne maçonnée peut être parfaitement décrit par celui de la
cellule périodique (composite stratifié avec un biphasé brique/mortier) montrée à la figure
(3.17). Cecchi et Tralli [36] ont rapporté qu’en déformations planes, la rigidité effective
normale (selon la direction n = ~y2) d’un stratifié à l’état sain s’écrit :

Cel
nn(t) = EbS−1

m (t)(ab + eh)
Ebeh + S−1

m (t)ab (3.108)

où Eb est le module d’Young de la brique, ab et eh sont respectivement la hauteur de brique
et l’épaisseur du mortier. On note que la fonction de fluage du mortier viscoélastique S−1

M (t)
est liée au module d’Young du mortier Em par :

S−1
m (t) = Em(t) = Em(t0)Φm(t) (3.109)
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où Φm(t) est la fonction visqueuse du mortier sain. Si on suppose, de plus, que les briques
sont rigides (Eb →∞), la rigidité (3.108) devient :

Cri
nn(t) = S−1

m (t)
(
ab + eh

eh

)
(3.110)

Notons que la rigidité (3.110) implique que le comportement global de la cellule est iden-
tique à celui du mortier quand les briques sont rigides.
En présence de microfissures dans le mortier viscoélastique, la rigidité normale globale de
la cellule périodique (3.119) se réécrit sous la forme :

C̃el
nn(t, dc) = EbS̃−1

m (t, dc)(ab + eh)
Ebeh + S̃−1

m (t, dc)ab
(3.111)

Dans le cas d’une cellule maçonnée avec des briques rigides, la relation (3.110) devient :

C̃ri
nn(t, dc) = S̃−1

m (t, dc)
(
ab + eh

eh

)
(3.112)

Rappelons que S̃m(t, dc) est la fonction de fluage (3.89) et (3.94) respectivement pour les
modèles de Burgers et MM.
La rigidité normale effective C̃nn(t, dc) est donnée par (3.108) si les briques sont élastiques
et le mortier v.l.n.v. sain, par la formule (3.111) si le mortier est microfissuré. Pour des
briques rigides, C̃nn(t, dc) est déterminée par (3.110) et (3.112) respectivement pour les
cas de mortiers sains et microfissurés. Pour l’exemple d’une colonne montrée sur la figure
(3.32)-b, les propriétés des mortiers hybrides sains et endommagés utilisées pour les calculs
sont présentées respectivement dans les tables (3.2) et (3.3). Notons que l’estimation du
coefficient de Poisson effectif ν̃nt(t, dc) de la cellule périodique découle des coefficients de
Poisson des briques et du mortier selon la borne de Reuss :

ν̃nt(t, dc) =
(

eh

a+ eh
νmS̃m(t, dc) + a

a+ eh
νb

Eb

)
C̃nn(t, dc) (3.113)

où νm est le coefficient de Poisson du mortier.
Les expressions de la rigidité C̃nn(t, dc) et du coefficient de Poisson ν̃m(t, dc) effectifs dans
le cas de mortiers sains et endommagés sont fournies dans les tables (3.4) (cas sain) et
(3.5) (cas endommagé). Pour les instants t = 0, t = 100 et t = 1000 jours, les rigidités et
coefficients de Poisson qui découlent de cette étude sont présentés dans la table (3.6) pour
les cas sain et microfissuré.

Influence des paramètres géométriques et matériels

(i) Cas sain

- Influence du paramètre géométrique (ξ = eh

ab
)

Pour illustrer plus clairement l’influence du paramètre ξ = eh

ab
sur la rigidité effective (cf.

équation (3.108)), on suppose dans un premier temps que Em(t0) = Eb. La rigidité effective
C̃nn normée par la rigidité normale de référence C̃nn(t0) s’écrit :

H(t, ξ) = C̃nn(t, ξ)
C̃nn(t0)

= (1 + ξ)Φm(t)
ξ + Φm(t) où C̃nn(t0) = Em(t0) (3.114)
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Briques Mortier Rigidités effectives et coefficients de Poisson effectifs du mortier v.l.n.v. (cas

sain)

élastiques
Eb =

100Em(t0),
νb = 0, 2

Bu
C̃Bunn (t) =

(
1, 13.10−4 + 8, 19.10−10t− 1, 36.10−5e−1,10.10−5t − 5, 92.10−5e−1,10.10−5t

)−1

ν̃mBu(t) = 0, 22 + 2, 26.10−5e−4,87.10−5t + 1, 4510−4e−1,10.10−5t + 8, 27.10−5e−4,86.10−6t

MM
C̃MM
nn (t) =

(
7, 42.10−5 − 3, 89.10−5e−7,39.10−6t − 8, 93.10−6e−7,39.10−6t

)−1

ν̃mMM (t) = 0, 22 + 8, 51.10−5e−2,15.10−5t + 2, 47.10−5e−7,39.10−6t

rigides
Eb =∞,
νb = 0, 2

Bu
C̃Bunn (t) =

(
1, 11.10−4 + 8, 19.10−10t− 1, 36.10−5e−1,44.10−5t − 5, 92.10−5e−1,10.10−5t

)−1

ν̃mBu(t)→ 0, 0

MM
C̃MM
nn (t) =

(
7, 28.10−5 − 8, 93.10−6e−7,39.10−6t − 3, 89.10−5e−7,39.10−6t

)−1

ν̃mMM (t)→ 0, 0

Table 3.4 – Rigidités normales C̃nn effectives pour une colone maçonnée saine et coefficients de Poisson
ν̃m effectifs pour un mortier à l’état sain.

Briques Mortier Rigidités effectives et coefficients de Poisson effectifs du mortier v.l.n.v. (cas

microfissuré)

élastiques
Eb =

100Em(t0),
νb = 0, 2

Bu
C̃Bunn (t, dc) =

(
1, 13.10−4 + 9, 65.10−10t− 6, 80.10−5e−1,10.10−5t − 1, 77.10−5e−1,11.10−5t

)−1

ν̃mBu(t, dc) = 0, 19 + 1, 974.10−5e−4,87.10−5t + 1, 266e−1,10.10−5t − 7, 21.10−5e−4,86.10−6t

MM
C̃MM
nn (t, dc) =

(
8, 74.10−5 − 1, 16.10−5e−9,22.10−6t − 4, 47.10−5e−7,44.10−6t

)−1

ν̃mMM (t, dc) = 0, 19 + 7, 43.10−5e−2,15.10−5t − 2, 16e−7,39.10−6t

rigides
Eb =∞,
νb = 0, 2

Bu
C̃Bunn (t, dc) =

(
1, 31.10−4 + 9, 65.10−10t− 6, 80.10−5e−1,10.10−5t − 1, 77.10−5e−1,11.10−5t

)−1

ν̃mBu(t, dc)→ 0, 0

MM
C̃MM
nn (t, dc) =

(
8, 57.10−5 − 1, 16.10−5e−9,22.10−6t − 4, 47.10−5e−7,44.10−6t

)−1

ν̃mMM (t, dc)→ 0, 0

Table 3.5 – Rigidités normales C̃nn effectives pour une colone maçonnée microfissurée et coefficients de
Poisson ν̃m effectifs pour un mortier v.l.n.v. microfissuré (dc = 0, 1).

Instant t Propriétés
Mortier (Bu) Mortier (MM)

État du mortier (jours) effectives Briques Briques Briques Briques
élastiques rigides élastiques rigides

t = 0
C̃nn(MPa) 24880 26248 37898 39982

ν̃nt 0,202 0 0,202 0
Sain

t = 100
C̃nn(MPa) 131 131 13478 13733

ν̃nt 0,202 0 0,202 0

t = 1000
C̃nn(MPa) 13,2 13,2 13478 13733

ν̃nt 0,202 0 0,202 0

t = 0
C̃nn(MPa) 21129 22291 32184 33954

ν̃nt 0,198 0 0,198 0
Microfissuré

t = 100
C̃nn(MPa) 111 111 11446 11662

ν̃nt 0,198 0 0,198 0

t = 1000
C̃nn(MPa) 11,3 11,3 11446.3 11662

ν̃nt 0,198 0 0,198 0

Table 3.6 – Rigidités normales C̃nn et coefficients de Poisson ν̃nt effectifs pour une cellule périodique (1D,
ab = 55 mm et eh = 10 mm) avec mortier v.l.n.v. sain et microfissuré (dc = 0, 1) aux instants t = 0,
t = 100 et t = 1000 jours. 104
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Dans un second cas, on suppose que Eb = αEm(t0) avec α ≥ 1. La rigidité normée H(t, ξ)
devient :

H(t, ξ) = C̃nn(t, ξ)
C̃nn(t0)

= (1 + αξ)Φm(t)
αξ + Φm(t) avec C̃nn(t0) = Em(t0)α(1 + ξ)

αξ + 1 (3.115)

(3.115) implique que H(t, ξ) dépend de la fonction de viscosité du mortier Φm(t), du para-
mètre géométrique ξ = eh

ab
et du ratio α = Eb/Em(t0).

Les modèles de Burgers et MM montrent la décroissance de la rigidité normée avec l’aug-

Figure 3.18 – Cas 1D, mortier hybride sain : influence du paramètre géométrique ξ sur l’évolution de
C̃nn(t,ξ)
C̃nn(t0) pour les modèles de Burgers (a) et MM (b).

mentation de ξ, jusqu’à zéro pour le modèle de Burgers (cf. figure (3.18)-a) et jusqu’à une
valeur asymptotique dès 10 jours pour le modèle de MM (figure (3.18)-b). Si ξ � 0, 1 (cas
des maçonneries sans joints de mortier par exemple), on a C̃nn(t, ξ) ' C̃nn(t0) = Em(t0) =
Eb ce qui implique que la rigidité effective normale ne dépend plus du temps. Quand ξ ≥ 10,
ce ratio s’approche de la fonction visqueuse Φ(t). Des études similaires effectuées pour un
autre mortier avec des données matériaux égales à celles des échantillons (S7) expérimentés
par Choi et al. confirment cette tendance (voir figure (F.2) dans l’annexe (F.1)).
Par ailleurs, nous avons étudié l’évolution de la rigidité effective normale C̃nn avec différents
ratios Eb/Em (cf. figures (F.3), (F.4) et (F.8)). Les figures (F.3), (F.4) et (F.5) montrent
que si ξ � 1, le comportement global est celui du mortier si Eb � Em (cf. aussi équation
(3.115)).

-Influence du ratio α = Eb/Em :

La figure (3.19(a)) montre que H(t, ξ) dépend sensiblement du ratio α = Eb/Em si ξ est
petit (< 0, 1). Quand ξ est plus grand (cf. figure (3.19(b))), α influence de moins en moins
H(t, ξ). On remarque qu’avec ξ petit, on peut considérer que les briques sont rigides quand
Eb ≥ 1000Em. Pour justifier cette remarque, nous avons aussi étudié l’évolution de C̃nn(t, ξ)
avec les données du mortier de type (S7) (cf. figures (F.6), (F.7) et (F.8) dans l’annexe
(F)).
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(a) Cas 1 : ξ = 0, 1

(b) Cas 2 : ξ = 1

Figure 3.19 – Cas 1D, mortier hybride sain : influence du paramètre géométrique α sur l’évolution de
C̃nn(t,ξ)
C̃nn(t0) pour les modèles de Burgers (a1, b1) et MM (a2, b2).
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(ii) Cas microfissuré

Dans cette partie, nous allons discuter seulement de l’influence de la densité de fissures dc
sur le comportement effectif d’une cellule périodique (1D). Les influences des paramètres
géométriques et matériels pour le cas microfissuré sont discutées dans l’annexe (F.2), figures
(F.9), (F.10), (F.11), (F.12), (F.13), (F.14) et (F.15).
Pour simplifier, on note Em(t0) le module d’Young à l’instant t0 du mortier sain au lieu
de Em(t0, dc = 0). En fixant t à 1 jour et 100 jours avec un ratio α = Eb/Em(t0) constant
(α = 1, 10, 100), on trouve que C̃nn dépend quasi-linéairement de dc et sensiblement de α
(cf. figure (3.20)-c,d et (3.21)-c,d). En fixant dc à 0 et 0,2, les figures (3.20)-a,b et (3.21)-a,b
montrent que pour Eb > 100Em, les deux modèles de Burgers et MM donnent des rigidités
effectives dépendantes sensiblement du temps et que dans le cas d’un mortier microfissuré,
ces rigidités sont beaucoup plus faibles que dans le cas sain.

3.4.2 Cas d’un mur maçonné (2-D)

Rigidités d’un mur maçonné

Comme la cellule de base plane (cf. figure(1.19)-b) considérée est symétrique par rapport
aux axes ~y1 et ~y2, l’étude sera portée uniquement sur le quart de la cellule. La référence [36]
fournit les expressions suivantes des rigidités d’une cellule périodique d’un mur maçonné
avec briques et mortier sain :
Cas de briques élastiques : Dans ce cas, les rigidités effectives sont [36] :

C̃el
1111 =

(
Cb

1111K
′
h + B

eh

ab + eh

)(
4K ′v

eh

ab + eh
+ bb + ev

ab + eh
K
′′
h

ev
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)
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(
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)2
ev
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1111
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(
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K
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(3.116)

avec

B = (Cb
1111)2 − (Cb

1122)2, C = 4K ′v
eh

ab + eh
+ bb + ev

ab + eh
K
′′

h

ev

ab + eh
+ 4K ′h

ab

ab + eh
ev

bb + ev

D = 4K ′v
eh

ab + eh
+ bb + ev

ab + eh
K
′′

h

ev
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, G = K

′

h

ev
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+ 4a
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K
′′

h

eh

bb + ev
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Figure 3.20 – Cas 1D, modèle de Burgers, mortier hybride : évolutions de la rigidité effective normale
C̃Bunn (dc) (MPa) à dc fixé à dc = 0 (cas sain) (a) et à dc = 0, 2 (b) ou à t fixé à 1 jour (c) ou 100 jours (d).

Figure 3.21 – Cas 1D, modèle de MM, mortier hybride : évolutions de la rigidité effective normale C̃Bunn (dc)
(MPa) à dc fixé à dc = 0 (cas sain) (a) et à dc = 0, 2 (b) ou à t fixé à 1 jour (c) ou 100 jours (d).
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F = K
′

h

ev

bb + ev
+ 4a

b + eh

bb + ev
K
′′

h

eh

bb + ev
+ 4

(
ab + eh

bb + ev

)2

K
′′

v

ev

bb + ev
(3.117)

où K ′α, K
′′
α sont respectivement les rigidités de l’interface suivant les directions normale et

tangentielle et α = h, v correspond au mortier horizontal ou vertical, Cb est le tenseur de
rigidité de la brique, νm et νb sont respectivement les coefficients de Poisson du mortier et
de la brique, eh et ev sont les épaisseurs horizontale et verticale du mortier, ab et bb sont la
hauteur et la largeur de la brique.

Cas de briques rigides (Eb →∞) :

C̃ri
1111 =

(
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ab + eh
K
′′
h

ev

ab + eh

)
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 (3.118)

En comparant les formules de Cecchi et Tralli pour le cas viscoélastique [36] avec celles de
Cecchi et Sab pour le cas élastique [26], les joints verticaux et horizontaux sont distingués
par leurs rigidités et leurs géométries. De plus, l’extension de ces formules pour l’évaluation
du comportement effectif de maçonneries avec un mortier viscoélastique microfissuré repose
sur le remplacement de la rigidité du mortier Em par Em(t, dc). Rappelons que :

S̃−1
m (t, dc) = Em(t, dc) (3.119)

Considérons une cellule périodique d’un mur dont les paramètres géométriques et matériels
sont montrés à la section (3.5.2) et la figure (3.36). Les tables (3.7) et (3.8) montrent un
exemple de calcul appliqué au mortier de type hybride. Sous l’hypothèse de contraintes
planes, on constate que quand t dépasse 100 jours, les modules effectifs prédits par le
modèle de Burgers tendent vers zéro alors que ceux du modèle de MM tendent vers une
limite asymptotique finie.
En introduisant (3.119) dans (3.116) et en notant que :

C̃1111 = Ẽ1

1− ν̃12.ν̃21
, C̃2222 = Ẽ2

1− ν̃12.ν̃21
, C̃1122 = Ẽ1.ν̃21

1− ν̃12.ν̃21
, C̃1212 = µ̃12,

les rigidités C̃ijkl peuvent s’exprimer en fonction des constantes d’ingénieurs : modules de
cisaillement µ̃12, d’Young effectifs Ẽ1, Ẽ2 et coefficients de Poisson effectifs ν̃12, ν̃21 (cf.
équation (1.162)). Il est alors possible d’évaluer les propriétés effectives (Ẽ1, Ẽ2, ν̃12, ν̃21,
µ̃12) suivantes d’une cellule périodique de maçonnerie (2D) dans les tables (3.7) et (3.8)
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Modèle rhéologique État Instant t Ẽ1 Ẽ2 G̃12 ν̃12 ν̃21

du mortier du mortier (GPa) (GPa) (GPa)
0 111,15 25,82 9,49 0,06 0,013

Sain 100s 110,80 25,72 9,45 0,05 0,013
100j 0,81 0,15 0,050 0,00 0,00

Burgers 1000j 0,09 0,014 0,005 0,00 0,00
0 98,47 22,14 8,12 0,05 0,011

dc = 0, 1 100s 98,16 22,05 8,09 0,05 0,011
100j 0,69 0,12 0,05 0,00 0,00
1000j 0,07 0,012 0,005 0,00 0,00

0 169,31 39,33 14,45 0,06 0,013
Sain 100s 169,13 39,28 14,43 0,05 0,013

100j 70,98 14,10 5,15 0,02 0,005
MM 1000j 70,98 14,10 5,15 0,02 0,005

0 150,00 33,73 12,38 0,05 0,011
dc = 0, 1 100s 149,85 33,68 12,36 0,05 0,011

100j 61,35 12,02 4,39 0,02 0,004
1000j 61,35 12,02 4,39 0,02 0,004

Table 3.7 – Modules effectifs de la cellule périodique (2D) de la maçonnerie avec mortier hybride visco-
élastique à l’état sain (dc = 0) et microfissuré (dc = 0, 1) et briques élastiques avec Eb = 100Em(t0).

Modèle rhéologique du mortier État du mortier Instant t Ẽ1(GPa) Ẽ2(GPa) G̃12(GPa)

0 1949 331 88,7
Sain 100s 1490 330 88,3

100j 9,8 1,6 0,4
Burgers 1000j 1.0 0,2 0,05

0 1655 281 75,3
dc = 0, 1 100s 1648 280 75,0

100j 8,3 1,4 0,4
1000j 0,8 0,1 0,03

0 2969 504 135,1
Sain 100s 2964 503 134,9

100j 1020 173,2 46,4
MM 1000j 1020 173,2 46,4

0 2521 428 114,8
dc = 0, 1 100s 2517 427 114,6

100j 866 147 39,4
1000j 866 147 39,4

Table 3.8 – Modules effectifs de la cellule périodique (2D) de la maçonnerie avec mortier hybride visco-
élastique à l’état sain (dc = 0) et microfissuré (dc = 0, 1) et briques rigides.
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Influence des paramètres géométriques et matériels

(i) Cas sain

- Influence du ratio α = Eb/Em

Nous considérons le cas d’un mur avec les paramètres géométriques présentés sur la figure
(3.36) et avec l’hypothèse de contraintes planes. Les résultats sont montrés respectivement
dans les figures (3.22(a)) et (3.22(b)) pour les modèles de Burgers et MM. On trouve que le
ratio C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) du modèle de Burgers (figure (3.22(a))-a) tend rapidement vers 0
(avant 20 jours dans le cas où Eb > 10Em(t0)) lorsque le modèle de MM (figure (3.22(b))-a)
présente des valeurs asymptotiques.
En comparant le modèle de MM avec celui de Burgers, nous trouvons la même tendance
de C̃iiii/C̃ijij

C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)
(figures (3.22(a))-b, (3.22(b))-b) sauf dans le cas où Eb = Em(t0). Quand

Eb = 1000Em(t0) ou pour le cas de briques rigides, les modèles de Burgers et MM donnent
une évolution quasi-constante en fonction du temps ( C̃iiii/C̃ijij

C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)
≈ 1). Les autres cas de

Eb/Em(t0) montrent des valeurs asymptotiques après ts jours. Notons que tMM
s < tBus . De

plus, lorsque Eb/Em(t0) varie, les deux modèles montrent que C̃2222 décroît moins rapide-
ment que C̃1212. On constate le contraire pour C̃1111. Ces résultats montrent aussi que pour
la modélisation du comportement d’une maçonnerie avec du mortier hybride viscoélastique
à l’état sain, le modèle de MM est plus approprié que celui de Burgers.
Pour confirmer ces tendances, nous avons aussi étudié l’influence de α avec les données
d’un autre type de mortier (S7), en déformations planes (cf. figures (F.16), (F.17), (F.18)
dans l’annexe (F.3.1)).

- Influence du paramètre géométrique ξ = eh/ab

On suppose que eh = ev, νb = 0, 2 et α = 1 (pour mieux visualiser l’influence de ξ

). La figure (3.23(a)) montre que pour le modèle de Burgers le ratio C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0)
dépend faiblement de ξ mais sensiblement du temps. Au bout de 20 jours, le rapport
C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) tend vers 0. On voit le contraire dans la figure (3.23(b)) pour le modèle
de MM, avec une valeur asymptotique atteinte après 5 jours pour tous les ratios. Seul
le modèle de MM donne des évolutions C̃ijkl quasi-indépendantes du temps pour le cas
ξ � 0, 1.

(ii) Cas microfissuré :

- Influence de la densité de fissures dc
Considérons le cas d’un mur avec les paramètres géométriques présentés sur la figure (3.36).
Nous présentons ici seulement l’estimation de C̃1111(dc) pour les modèles de Burgers et
MM (figures (3.24) et (3.25)). Les estimations de C̃2222(dc) et C̃1212(dc) sont données sur
les figures (F.19), (F.20), (F.21), (F.22) dans l’annexe (F.3.2). On peut faire les mêmes
remarques sur les évolutions de C̃ijkl(dc) dans le cas 2D que dans le cas 1D (cf. figures
(3.20) et (3.21)).
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(a) Modèle de Burgers

(b) Modèle de MM

Figure 3.22 – Cas 2D : influence du ratio α = Eb/Em sur l’évolution des rapports C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) et
C̃iiii/C̃ijij(t,ξ)

C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)
pour un mortier hybride sain avec ξ variable.
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(a) Modèle de Burgers

(b) Modèle de MM

Figure 3.23 – Cas 2D : influence du ratio ξ = eh/ab sur l’évolution des rapports C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) et
C̃iiii/C̃ijij

C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)
pour α = 1 avec un mortier hybride.
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Figure 3.24 – Cas 2D, mortier hybride de type Burgers : évolutions de la rigidité effective C̃Bu1111(dc) (MPa)
pour dc fixé à dc = 0 (a) et à dc = 0, 2 (b), ou pour t fixé à 1 jour (c) et à 100 jours (d).

Figure 3.25 – Cas 2D, mortier hybride de type MM : évolutions de la rigidité effective C̃MM
1111 (dc) (MPa)

pour dc fixé à dc = 0 (a) et à dc = 0, 2 (b), ou pour t fixé à 1 jour (c) et à 100 jours (d).

114



3.4. COMPORTEMENT D’UNE CELLULE PÉRIODIQUE DE MAÇONNERIE VISCOÉLASTIQUE
MICROFISSURÉE

3.4.3 Comparaison des modèles à l’échelle globale

Cette partie a pour objectif de comparer le résultat de l’extension du modèle de Cecchi
et Tralli au modèle numérique. Pour illustrer la différence entre ces modélisations, nous
proposons d’appliquer à une cellule périodique (2D) d’un mur maçonné sain ou microfissuré
constitué de briques de dimensions bb×ab× δb = 250× 55× 120mm3 avec un coefficient de
Poisson νb = 0, 2. Le modèle rhéologique de MM est utilisé pour le mortier hybride v.l.n.v.
Les calculs sont faits avec l’hypothèse de contraintes planes.

Cas sain

Les propriétés du mortier hybride sain sont fournies par la table (3.2). Dans le cas de briques
élastiques, deux cas de rigidité de briques seront considérés : Eb = Em et Eb = 100Em.
L’extension de Cecchi et Tralli utilise les équations (3.116) pour déduire le tenseur de
rigidité.
Les évolutions des propriétés effectives Ẽ1, Ẽ2, ν̃12 et µ̃12 de la maçonnerie avec une épaisseur
de mortier em = 10 mm (cas d’une maçonnerie classique) et des briques élastiques pour
chaque approche sont reportées sur les figures (3.26) et (3.27). On considère aussi le cas de
briques rigides (Eb =∞) où l’épaisseur de mortier est de em = 2mm (cas des garnissages).
Dans ce cas, l’extension de l’approche analytique de Cecchi et Tralli repose sur les relations
(3.118). Pour l’approche numérique on suppose que Eb = 10000Em. Les résultats en terme
de modules de rigidité effectifs sont montrés sur la figure (3.28).

Figure 3.26 – Comparaison des modules Ẽ1, Ẽ2, µ̃12 et coefficient ν̃12 pour Eb = Em, νb = 0, 2, em =
10mm, modèle de MM, mortier hybride à l’état sain.
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Figure 3.27 – Comparaison des modules Ẽ1, Ẽ2, µ̃12 et coefficient ν̃12 pour Eb = 100Em, νb = 0, 2,
em = 10mm, modèle de MM, mortier hybride à l’état sain.

Figure 3.28 – Comparaison des modules Ẽ1, Ẽ2, µ̃12 et coefficient ν̃12 pour Eb =∞, νb = 0, 2, em = 2mm,
modèle de MM, mortier hybride à l’état sain.
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Cas microfissuré

Les propriétés du mortier hybride microfissuré sont fournies par la table (3.3) (i.e. dc = 0, 1).
Dans le cas de briques élastiques, on suppose que em = 10 mm, cas Eb = 11000 MPa [110]
et cas Eb = 100Em(t0). L’extension du modèle de Cecchi et Tralli (3.116) est estimée à
l’état microfissuré par l’équation (3.116) où Em(t, dc) = S̃−1

m (t, dc). On considère aussi le
cas de briques rigides avec em = 2mm où les propriétés effectives de la cellule périodique
sont estimées par l’équation (3.118). On remarque que :
- Pour le cas de briques élastiques ayant un module d’Young Eb légèrement plus grand que
Em(t0) (i.e. Em(t0) = 6151 MPa) avec em assez grand (i.e em = 10mm), les figures (3.26)
(pour α = 1) et (3.29) (pour α ≈ 2) montrent qu’avec l’augmentation de α, l’extension de
Cecchi et Tralli donne des estimations de plus en plus proches de la solution numérique.
Dans le cas où Eb ≈ 2Em(t0), l’erreur observée, constante en fonction du temps, est de
moins de 14% pour Ẽ1, 9% pour Ẽ2, 7% pour ν̃12 et 11% pour G̃12.
- Pour le cas de briques rigides ou élastiques ayant un module d’Young Eb � Em (Eb =
100Em(t0) (MPa)), les figures (3.27), (3.28), (3.30) et (3.31) montrent que l’estimation
analytique "E.C-T" donne des résultats cohérents avec le calcul numérique. Les calculs nu-
mériques montrent aussi pour Eb � Em, que l’on peut considérer ν̃12 = 0, ce qui est aussi
estimé par Cecchi et Tralli. On remarque également qu’après 4 jours, le cas de briques
élastiques donne des erreurs absolues entre les deux modèles de moins de 5% pour Ẽ2 et
G̃12 et de moins de 13% pour Ẽ1, alors que le cas de briques rigides donne des erreurs
absolues de moins de 4% pour tous les modules. Par contre, pour une durée de 1 à 2 jours,
l’erreur maximale est de 22% (cas de briques élastiques) et de 17% (cas de briques rigides).

On s’intéresse alors à l’estimation analytique de Cecchi et Tralli pour le comportement des
maçonneries classiques avec Eb � Em et des garnissages maçonnés. Notons que l’estimation
de Cecchi et Tralli dans le cas viscoélastique sain est le remplacement des rigidités de
l’interface K ′ et K ′′ dans [26] du cas élastique par celles du cas viscoélastique [36] où le
coefficient νm est supposé indépendant du temps. C’est-à-dire, seul Em du cas élastique
est remplacé par Em(t) du cas viscoélastique. Pour le cas viscoélastique microfissuré (le
cadre de cette étude), encore une fois, Em(t) devient Em(t, dc) quand on prend en compte
l’influence de la densité de fissures dc. Avec cette approche, aucune géométrie de fissures
n’est considérée. L’extension du modèle de Cecchi et Tralli combinée avec l’estimation de
Levin peut être une solution à ce problème (perspective).

3.5 Applications du modèle "E.C-T" à des maçonneries chargées

On se limite ici à l’application de l’extension du modèle de Cecchi et Tralli au cas viscoélas-
tique microfissuré. Les modèles numérique (formulation incrémentale) et micromécanique
(schéma de MT classique) seront étudiés dans une étude ultérieure.
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Figure 3.29 – Comparaison des modules Ẽ1, Ẽ2 et µ̃12 et coefficient ν̃12 pour Eb = 11000 MPa (Eb ≈
2Em(t0)), νb = 0, 2, em = 10mm, mortier hybride microfissuré de type MM avec dc = 0, 1.

Figure 3.30 – Comparaison des modules Ẽ1, Ẽ2, ν̃12 et µ̃12 pour Eb = 100Em(t0,0), νb = 0.2, em = 10
mm, mortier hybride microfissuré de type MM avec dc = 0, 1.

118



3.5. APPLICATIONS DU MODÈLE "E.C-T" À DES MAÇONNERIES CHARGÉES

Figure 3.31 – Comparaison des modules Ẽ1, Ẽ2, ν̃12 et µ̃12 pour Eb = ∞, νb = 0, 2, em = 2 mm,
mortier hybride microfissuré de type MM avec dc = 0, 1.

Figure 3.32 – Une colonne maçonnée périodique (a) et ses cellules périodiques pour la solution numérique
"INC-EF" (b1) et analytique "E.C-T" (b2) pour sa section (c) d’après [36].

3.5.1 Cas d’une colonne maçonnée (1D)

On étudie le cas d’une colonne maçonnée soumise à une compression suivant deux direc-
tions : une force concentrée −→P et une distribution uniforme de pression horizontale −→q .
Pour éviter le risque de flambage, on impose une charge P � PE avec PE = π2EI

(lk)2 la charge
critique d’Euler, où E est le module d’Young du matériau, I le moment quadratique de
la poutre, lk la longueur de flambement de la poutre. Pour cette application, PE = 6.104

kN. Le calcul est réalisé numériquement en 2D et en 1D par la théorie des poutres avec
les paramètres : dc = 0, 1, Eb = 100Em(t0), νb = 0, 2 pour le cas de briques élastiques
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et Eb = ∞ pour le cas de briques rigides. Les calculs sont effectués à l’aide du logiciel
Cast3M pour un mortier de type Burgers ou MM. La colonne maçonnée hétérogène (cf.
figure (3.32)-a) est substituée par une colonne homogène dont les propriétés mécaniques
sont identiques à celles de la cellule périodique (3.32)-b2) d’après l’extension de Cecchi et
Tralli, et les paramètres géométriques sont présentés sur sa section (cf. figure (3.32)-c). Les
éléments de maillage utilisés pour modéliser la colonne sont des segments à 2 nœuds SEG2
et des quadrilatères à 4 nœuds QUA4 respectivement pour le cas 1D et 2D.
On remarque que (cf. table (3.6)) lorsque t dépasse 100 jours, la rigidité effective du modèle
de Burgers tend vers zéro alors que celle issue du modèle de MM tend vers une asymp-
tote non nulle. On propose donc d’étudier le comportement de cette colonne à t = 0 et à
t = 100 jours. La figure (3.33) présente les déplacements suivant la direction −→y 1 calculés
à mi-section de la colonne. On remarque que les déplacements prévus par le modèle de
Burgers sont plus importants que ceux prédits par le modèle de MM à t = 0 et t = 100
jours. Les figures (3.34), (3.35) (cf. aussi (H.1), et (H.2) dans l’annexe (H)) montrent que
pour le cas de briques élastiques, la contrainte locale dans une colonne avec mortier de
type Burgers décroît avec le temps alors que celle pour un mortier de type MM demeure
quasiment constante. De plus, la carte de contraintes locales pour une colonne avec mortier
v.l.n.v. sain montre une concentration de contrainte plus prononcée que celle associée à un
mortier microfissuré. Pour le cas de briques rigides, les deux modèles présentent des cartes
de contraintes similaires qui semblent ne pas évoluer avec le changement de la variable dc.

3.5.2 Cas d’un mur maçonné (2D)

Nous considérons à présent le cas d’un mur de dimensions : L = 1560 mm, H = 1040 mm
avec les propriétés suivantes de briques et mortier [36] :
- Briques : bb× ab× δb = 250× 55× 120 mm3, Eb = 100Em(t0, dc = 0), νb = 0, 2, où δb est
l’épaisseur de la brique.
- Mortier : eh = ev = em = 10 mm dans le cas de briques élastiques et eh = ev = em = 1
mm dans le cas de briques rigides. νmv = νmh = 0, 2, Em(t0) = 1000 et 6150 MPa pour
le mortier de type S7 et hybride, respectivement. Dans cette partie, seuls les résultats du
mortier hybride sont montrés. Ceux relatifs au mortier de type S7 sont reportés à l’annexe
(H.2).
Deux combinaisons de chargements sont considérées (figure (3.36)) :
- Cas 1 (figure (3.36)-a) : mur soumis à deux pressions uniformément réparties −q1

−→y 2,
q2
−→y 1 et −q2

−→y 1,
- Cas 2 : en plus des pressions réparties −→q 1 et −→q 2 (cf. cas 1), une force concentrée F est
appliquée à mi-largeur du mur. Notons que les valeurs des charges q1, q2 sont extraites des
références [13,65]. Celle de la force F provient de [111,112].
Pour les deux cas de chargement, les propriétés du mur initialement hétérogènes sont
substituées par celles du milieu homogène équivalent (MHE) définies dans la section (3.4)
relatives à la cellule maçonnée périodique du cas 2D. Ainsi le mur est supposé homogène,
caractérisé par les rigidités effectives C̃1111(t, dc), C̃2222(t, dc), C̃1122(t, dc) et C̃1212(t, dc) (cf.
(3.116), (3.118)) dans le cas d’un mortier microfissuré. Pour un mortier sain, il suffit de
considérer les mêmes rigidités avec la densité de fissures dc nul à un instant t donné.
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Figure 3.33 – Déplacement horizontal à mi-section d’une colonne maçonnée avec mortier v.l.n.v. micro-
fissuré (dc = 0, 1) aux instants t = 0 et t = 100 jours.
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Figure 3.34 – Carte de contraintes locales σ11 (I) et σ22 (II) à t = 0 (a) et t = 100 jours (b) pour une
colonne maçonnée avec briques élastiques et mortier sain de type Burgers et MM.
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Figure 3.35 – Carte de contraintes locales σ11 (I) et et σ22 (II) à t = 0 (a) et t = 100 jours (b) pour une
colonne maçonnée avec briques rigides et mortier sain de type Burgers et MM.
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Figure 3.36 – Mur maçonné : conditions (BC1) (a) et (BC2) (b) de chargements.

Les caractéristiques viscoélastiques d’un VER sont supposées bien estimées dans les tables
(3.7) et (3.8) par l’approche analytique de Cecchi et Tralli et son extension "E.C-T" au cas
microfissuré. Pour les chargements (BC1) et (BC2), le mur désormais homogène est maillé
finement avec des éléments de maillage de type quadrilatère à 4 nœuds de Cast3m.
Dans cette partie, tout d’abord, il est proposé d’estimer les champs (contraintes σij et
déformations εij) locaux à l’aide du modèle proposé qui est une extension du modèle de
Cecchi et Tralli [36] au cas microfissuré avec l’hypothèse de briques élastiques, au niveau
de la coupe ”A− A” à mi-hauteur du mur comme indiqué sur la figure (3.36). Les calculs
font appels aux modèles de Burgers et MM. Deux cas seront considérés : mortier hybride
sain et microfissuré (cf. table (3.7)). Les conclusions seront confirmées en regardant aussi
les résultats des autres types de mortier sain (S7) présentés dans l’annexe (H). Ensuite, les
cartes de contraintes et déplacements locaux pour un mur avec mortier v.l.n.v. microfissuré
et des briques rigides soumis à la condition BC2 de chargement seront présentées.

Cas sain

Pour le modèle de Burgers, les contraintes σ22 et σ12 observées sur les figures (3.37) pour
le mortier hybride, (H.4) pour le mortier S7, montrent que la variation de contrainte en
fonction du temps dépend du module d’Young du mortier à t = 0 (par exemple, pour le cas
BC2, la différence par rapport à l’état initial atteint 4, 6% dans le cas du mortier hybride
et 146% dans le cas du mortier S7). La figure (3.37) montre aussi que les déformations
εij croissent énormément (plusieurs fois) après 100 jours (on voit les mêmes résultats pour
les autres types de mortier). Pour le modèle de MM, les figures (3.38)-mortier hybride et
(H.5)-mortier S7, montrent que les contraintes σ22 et σ12 sont quasiment constantes, alors
que les déformations εij croissent en fonction du temps.
Remarquons que les modèles de MM S7 (à t = 228 jours) et USBR S7 (à t = 6000 jours)
conduisent à des contraintes σij (figures (H.6)) et des déformations εij (figures (H.7))
quasiment identiques. Le modèle de Burgers montre des valeurs de contraintes locales
différentes des estimations des autres modèles . En effet, le modèle de Burgers prévoit des
contraintes moins élevées que celles de MM dans le cas du mortier hybride (figures (3.39) et
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Figure 3.37 – Cas 2D, mortier hybride de type Burgers à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12
et déformations ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A".
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Figure 3.38 – Cas 2D, mortier hybride de type MM à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et
déformations ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A".
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(3.40)) mais plus élevées que celles de MM dans le cas du mortier de type S7 (figure (H.6)).
Le modèle de Burgers semble surestimer la déformation en fonction du temps (figures
(3.41), (3.42), (3.43) ou (H.7)).

Figure 3.39 – Cas 2D, mortier hybride à l’état sain : comparaison des évolutions de contrainte σ22 (coupe
"A-A") à t=100 jours pour les modèles de Burgers et MM, cas BC1 (a) et cas BC2 (b).

Figure 3.40 – Cas 2D, mortier hybride à l’état sain : comparaison des évolutions de contrainte σ12 (coupe
"A-A") pour les modèles de Burgers et MM, cas BC1 (a) et cas BC2 (b).

Cas microfissuré

Dans cette partie, nous comparons les états sain et microfissuré. Notons que les évolutions
de contrainte σij (coupe "A-A") sont quasiment identiques en fonction de dc (l’erreur maxi-
male est de 2, 8% et 0, 8% respectivement pour les modèles de Burgers et MM). Les figures
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Figure 3.41 – Cas 2D, mortier hybride à l’état sain : comparaison des évolutions de déformation ε22
(coupe "A-A") à t=0 jour (a) et 100 jours (b) pour les modèles de Burgers et MM.

Figure 3.42 – Cas 2D, mortier hybride à l’état sain : comparaison des évolutions de déformation ε12
(coupe "A-A") à t= 0 jour (a) et 100 jours (b) pour les modèles de Burgers et MM.
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Figure 3.43 – Cas 2D, mortier hybride à l’état sain : comparaison des évolutions de déformation ε11
(coupe "A-A") à t= 0 jour et 100 jours pour les modèles de Burgers et MM.
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(3.44) et (3.45) montrent une variation d’environ 18% de déformation εij pour les deux
modèles en comparant les états microfissuré (dc = 0, 1) et sain. La figure (3.46) montre

Figure 3.44 – Cas 2D, mortier hybride : comparaison entre deux états de mortier des évolutions de
déformation εij (coupe "A-A") à t= 0 jour et 100 jours pour le modèle de Burgers.

une contrainte locale σ22 symétrique avec une compression sur presque toute la surface de
la maçonnerie. Des petites zones symétriques de tension sont aussi observées aux alentours
du point d’application de la force concentrée F . Après 100 jours, le déplacement du modèle
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Figure 3.45 – Cas 2D, mortier hybride : comparaison entre deux états de mortier des évolutions de
déformation εij (coupe "A-A") à t= 0 jour et 100 jours pour le modèle de MM.
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de Burgers est plus élevé que celui de MM (figure (3.47)).

Figure 3.46 – Comparaison des cartes de contraintes σ22 à 0 jour (a) et à 100 jours (b) de deux modèles,
cas de brique rigide, mortier sain. Les modules effectifs de la cellule périodique 2D sont présentés dans la
table (3.8).

Figure 3.47 – Comparaison des cartes de déplacements u2 (mm) à 0 jour (a) et à 100 jours (b) de deux
modèles, cas de brique rigide, mortier sain. Les modules effectifs de la cellule périodique 2D sont présentés
dans la table (3.8)
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3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle approche multi-échelles permettant
d’estimer le comportement local et global de maçonneries avec mortier v.l.n.v. microfissuré.
Pour simplifier cette étude, nous avons fait l’hypothèse de non-propagation de fissures.
Le couplage entre la théorie de Griffith et le schéma dilué [90] a permis d’exprimer la
fonction de fluage effective du mortier v.l.n.v. microfissuré. Le comportement global de la
maçonnerie a ensuite été obtenu par homogénéisation périodique analytique et numérique.
L’homogénéisation numérique basée sur une procédure incrémentale a permis d’évaluer la
pertinence du modèle "E.C-T" appliqué à une maçonnerie 2D.
Ce chapitre s’est intéressé d’abord à deux modèles v.l.n.v. (Burgers et MM) pour modéliser
le mortier à l’état microfissuré. Nous nous sommes limités dans ce travail à des fissures de
forme elliptique. Seul un cas de distribution isotrope de fissures a été considéré. Après le
couplage entre l’homogénéisation et la théorie de Griffith, les paramètres d’un matériau
microfissuré de type Burgers et MM dans le cas de fissures à distribution aléatoire ont été
obtenus, puis validés en considérant un chargement déviatorique. Les validations donnent
d’excellents accords entre les solutions exactes et approchées. La deuxième partie du cha-
pitre a été consacrée au problème d’homogénéisation d’une maçonnerie avec mortier v.l.n.v.
microfissuré. En utilisant une extension analytique de Cecchi et Tralli, des applications des
modèles approchés sur une cellule périodique maçonnée viscoélastique microfissurée ont
été réalisées pour obtenir le comportement global effectif. Les résultats ont montré les in-
fluences sensibles des paramètres géométriques, matériels et de la densité de fissures sur
le comportement effectif des maçonneries (1D et 2D) pour deux types de mortier. On re-
marque aussi que le modèle de MM donne des estimations des rigidités plus convenables
que le modèle de Burgers pour ces mortiers (type hybride ou S7). Ensuite, le modèle de MM
est choisi pour les calculs numériques sur une cellule périodique dans deux cas de maçon-
nerie (classique et réfractaire). Pour cela, trois cas de rigidité de briques (deux cas pour les
briques élastiques et un cas pour les briques rigides) et deux cas d’épaisseur de mortier (10
mm et 2 mm) sont considérés. Les comparaisons de cette approche avec l’approche "E.C-T"
à l’échelle globale montrent que dans le cas de maçonneries viscoélastiques microfissurées,
"E.C-T" donne de bons résultats pour Ẽ2 et G̃12 dans le cas de maçonneries avec Eb > 2Em

et pour tous les modules dans le cas de maçonneries avec Eb � Em ou briques rigides. Pour
les autres cas de maçonneries, il s’agit d’appliquer un autre modèle analytique. Dans cette
étude, nous avons proposé un modèle micromécanique qui est déduit du schéma de MT
et de l’inversion directe de TLC (cf. (G.1)). Une procédure composée de deux étapes est
suivie pour obtenir les propriétés effectives visco-élastiques de la maçonnerie (la première
concerne le mortier microfissuré et la deuxième concerne la maçonnerie). Dans un premier
temps, seul le cas le plus simple est considéré : le mortier viscoélastique est microfissuré
avec des fissures aléatoires et les briques élastiques saines sont supposées sphériques avec
une distribution aléatoire dans la matrice de mortier. De cette façon, l’effet de la densité
des fissures et de la fraction volumique de la brique sont analysés. Des validations pour
les maçonneries micro-fissurées même dans une situation transitoire, sont aussi présentées.
L’avantage de cette approche est que l’on peut résoudre le problème en 3D. Les résultats
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sur un VER en 2D confirment que cette approche est une bonne solution dans le cas où
Eb ≤ 2Em.
La troisième partie a concerné des applications du modèle "E.C-T" à des maçonneries 1D
et 2D. Quelques résultats de contraintes et déformations ont été discutés en comparant
deux modèles (Burgers et MM) pour les cas sain et microfissuré et deux mortier (S7 et
hybride). Le comportement en fluage a été observé dans ce cas (les contraintes évoluent
peu en fonction du temps). De plus, en fonction du temps, le modèle de Burgers prédit des
déplacements et déformations plus élevés que ceux du modèle de MM. L’état microfissuré
présenté le risque de rupture de la maçonnerie surtout dans le cas d’un chargement concen-
tré. De petites zones symétriques de tension observées non loin du point d’application de
la force concentrée (cas 1D et 2D) montrent que la rupture s’amorce à partir de cette zone.
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Chapitre 4

Conclusions et perspectives

4.1 Conclusions

Le travail réalisé dans cette thèse s’inscrit dans le cadre des modélisations et simulations
de maçonneries classiques et de garnissages réfractaires. Nous nous sommes intéressés à
des méthodes analytiques et numériques qui permettent de traiter le comportement de ma-
çonneries avec mortier élastique ou viscoélastique microfissuré et briques élastiques saines.
L’épaisseur du mortier est soit non négligeable soit faible, et les briques sont supposées
rigides ou déformables. L’approche multi-échelle a été choisie dans cette étude.
Tout d’abord, des méthodes de modélisation d’un milieu sec et saturé ont été rappelées et
développées dans le chapitre 1 pour le comportement du mortier élastique contenant des
pores et des microfissures de distribution aléatoire ou parallèle. Cela a permis de déduire
la loi d’interface de l’assemblage brique/mortier microfissuré dans le chapitre 2 (cf. section
(2.2) et (2.3)). On remarque que les estimations d’interface de Thomsen, de B&K et de
S&K ne sont proches que dans le cas des fissures parallèles saturées sans pores, et que
les estimations d’interface de K&L sont largement inférieures aux estimations des autres
modèles.
La méthode d’homogénéisation périodique numérique MEF appliquée sur un VER a aussi
été rappelée dans le domaine élastique avec ou sans loi d’interface dans le chapitre (2) (cf.
section (2.4.1)). Des applications numériques sur une cellule maçonnée élastique périodique
avec différents états du mortier liés à la porosité, la densité de fissures et la distribution
de fissures ont été réalisées dans le cas où l’interface brique/mortier est reproduite par
des éléments discontinus. Une extension de l’approche analytique de Cecchi et Sab pour le
cas de mortier élastique microfissuré a également été mentionnée en appliquant le modèle
d’interphase de Kanaun et Levin. On remarque que les évolutions des modules de rigidité
sont quasi-linéaires en fonction de la densité de fissures dc et non linéaires en fonction du
paramètre de géométrie des pores γ. Les modules d’élasticité et le coefficient de Poisson
d’une cellule maçonnée périodique microfissurée avec ou sans interface peuvent être déter-
minés de façon numérique et analytique.
Dans le chapitre (3), le comportement du mortier v.l.n.v. microfisuré a été considéré. Deux
modèles rhéologiques (Burgers et MM) ont été choisis. En se basant sur la technique d’ho-
mogénéisation du matériau v.l.n.v. microfissuré appliqué au béton pour le modèle de Bur-
gers, cette étude a été adaptée au mortier avec le modèle de MM. Les résultats ont été
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présentés dans les cas d’une distribution isotrope des orientations des fissures. Notons que
le comportement effectif approché obtenu par un modèle de Burgers ou MM est toujours
très bon à court et long termes. Les validations dans une situation transitoire (cas de fis-
sures aléatoires ou parallèles) ont alors été réalisées pour les deux modèles en utilisant les
données de mortiers v.l.n.v. disponibles dans la littérature. Les évolutions de la fonction
de fluage et des temps de fluage du mortier viscoélastique microfissuré ont été également
discutées.
Parallèlement aux études analytiques, des calculs numériques ont été réalisés pour un mor-
tier élastique microfissuré ("EF", cf. section(1.2.2)) et puis pour un mortier viscoélastique
microfissuré de type MM ("INC+EF", cf. section(G.2)) avec l’aide de la notion de motif
morphologique représentatif et la forme incrémentale de l’équation différentielle (cas visco-
élastique). Les microfissures de distributions isotrope et isotrope transverse ont également
été considérées. Les calculs sur une cellule périodique maçonnée avec mortier viscoélas-
tique sain ou microfissuré de l’extension du modèle de Cecchi et Tralli et du modèle nu-
mérique sont comparés et utilisés pour montrer les limites du modèle analytique "E.C-T"
(cf. (3.4.3)). On remarque que le modèle "E.C-T" donne de bons résultats dans les cas de
briques élastiques avec Eb > 2Em et de briques rigides. Dans le cas où Eb ≤ 2Em, un
modèle micromécanique déduit du schéma de MT et de l’inversion directe de ITLC a été
proposé (cf. (G.1)). Ce modèle nommé "MT+ITLC" peut être un bon choix, mais il s’agit
de le développer dans le cas isotrope transverse pour l’adapter au comportement orthotrope
des maçonneries.
Enfin, en utilisant le modèle "E.C-T" qui permet de calculer le comportement effectif d’une
cellule périodique de façon analytique, deux exemples de maçonneries (1D et 2D) ont été
considérés pour le calcul numérique dans le code Cast3m. Les résultats obtenus ont confirmé
que l’approche multi-échelle est une solution appropriée avec une grande capacité à expri-
mer le comportement des maçonneries visoélastiques microfissurés. De plus, dans le cadre
de cette étude (cas de mortier hybride, S7 par exemple), le modèle de MM est plus appro-
prié que le modèle de Burgers pour la modélisation du comportement d’une maçonnerie
avec du mortier viscoélastique microfissuré et des briques rigides ou élastiques.

4.2 Perspectives

En ce qui concerne la loi d’interface, plusieurs formules sont déduites dans différents cas de
mortier. Il reste à les valider par des essais réels. Une interface viscoélastique est envisagée.
Pour le problème d’homogénéisation d’une maçonnerie viscoélastique microfissuré, on peut
développer ces études pour les autres lois de comportement (par exemple les modèles de
MG, de KG, ou de Rs).
Sur l’étude de la densité de fissures, nous nous sommes limités dans cette thèse au cas où
le mortier est supposé viscoélastique avec des fissures ouvertes de forme elliptique et de
distribution isotrope ou isotrope transverse sans propagation des fissures et sans interaction
entre elles, et des briques qui restent élastiques saines. Il reste à développer ces études en
tenant compte de la propagation des fissures et l’interaction entre ces fissures de différentes
formes. Les études des modes II et III de sollicitation de fissures, du cas de distribution de
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fissures non isotrope et du cas de briques viscoélastiques microfissurées sont aussi envisa-
geables.
Sur les modèles de calcul, la méthode numérique pourra être développée pour les autres
cas de distribution de fissures et dans le cas de briques viscoélastiques. La méthode mi-
cromécanique "MT+ITLC" doit être étendue pour autre forme de briques de distribution
alignée pour prendre en compte le comportement non isotrope d’une maçonnerie.
De petites applications 1D et 2D ont été réalisées, mais il reste à les valider par des essais
réels. De plus, cette étude pourra être développée dans le cas de garnissages réfractaires
composés de briques et de joints sans mortier (joint sec). Il faudra également prendre en
compte les effets de la thermique (dilatation et changement de propriétés). Enfin, il sera
intéressant de décrire la (visco-)plasticité du comportement de la maçonnerie sans mortier
en considérant une approche de l’état des joints (ouverts ou fermés) [5,113–115] et dans le
cas 3D.
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Annexe A

Les bases de calcul tensoriel

A.1 Base de (J,K)

(J,K) est la base de projections sphérique et déviatorique d’un tenseur isotrope d’ordre 4
quelconque A et est défini par :

J = 1
3δij ⊗ δij, K = I− J (A.1)

où δij est le tenseur identité d’ordre deux. I est le tenseur identité d’ordre quatre.
J et K sont les projections sur les espaces des tenseurs d’ordre quatre respectivement
isotropes et déviatoriques et présentent les propriétés suivantes :

J : J = J, K : K = K, et J : K = K : J = 0 (A.2)

Si A et B peuvent être décomposés par :

A = a1J + a2K, B = b1J + b2K (A.3)

où a1 et a2 sont les deux composantes de A, b1 et b2 sont les deux composantes de B dans
la base (J,K), on a :

A−1 = 1
a1

J + 1
a2

K, A + B = (a1 + b1)J + (a2 + b2)K, A : B = a1b1J + a2b2K (A.4)

A.2 Base de Walpole

Les tenseurs d’ordre 4 isotropes transverses par rapport à l’axe e3 sont de la forme :

A =



A1111 A1122 A1133 0 0 0
A1122 A1111 A1133 0 0 0
A3311 A3311 A3333 0 0 0

0 0 0 A1313 0 0
0 0 0 0 A1313 0

0 0 0 0 0 A1111 − A1122

2


(A.5)
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Ils contiennent 5 composantes indépendantes et s’écrivent comme une combinaison linéaire
des 6 tenseurs élémentaires définis ci-dessous [42] :

A =
6∑
1
aiEi (A.6)

où Ei sont les tenseurs d’ordre 4 définis par :

E1(n) = 1
2T⊗ T, E2(n) = N⊗ N, E3(n) = T⊗T− E1(n)

E4(n) = N⊗T + T⊗N, E5(n) = N⊗ T, E6(n) = T⊗ N (A.7)

avec N = n⊗ n, T = 1− N et n la direction transversale.
On note que : (a⊗b)ijkl = 1

2 (aikbjl + ailbjk) et (a⊗ b)ijkl = 1
2 (aijbkl + aklbij). Le tenseur

A est symétrique si a5 = a6. Les scalaires dans (A.6) sont déterminés en fonction des
composantes de A par :

a1 = A1111 + A1122; a2 = A3333; a3 = A1111 − A1122

a4 = 2A1313; a5 = A3311; a6 = A1133; (A.8)

L’inverse de A est :

A−1 = a2

∆E1(n) + a1

∆E2(n) + 1
a3

E3(n) + 1
a4

E4(n)− a5

∆E1(n)− a6

∆E6(n) (A.9)

avec ∆ = a1a2−2a2
5. Si un second tenseur d’ordre 4 B s’écrit par les composantes (b1, . . . .b6),

on a la propriété :

A : B = (a1b1 + 2a6b5)E1(n) + (a2b2 + 2a5b6)E2(n) + a3b3E3(n) + a4b4E4(n)+
(a2b5 + a5b1)E5(n) + (a1b6 + a6b2)E6(n) (A.10)

Le produit doublement contracté de deux éléments de la base de Walpole est donné dans la
table A.1. Si A est le tenseur de rigidité d’un matériau isotrope, dans la base de Walpole,

E1(n) E2(n) E3(n) E4(n) E5(n) E5(n)
E1(n) E1(n) 0 0 0 0 E6(n)
E2(n) 0 E2(n) 0 0 E5(n) 0
E3(n) 0 0 E3(n) 0 0 0
E4(n) 0 0 0 E4(n) 0 0
E5(n) E5(n) 0 0 0 0 2E2(n)
E6(n) 0 E6(n) 0 0 2E1(n) 0

Table A.1 – Propriétés de la base de Walpole

il s’écrit sous la forme [c1, c2, c3, c4, c5, c6]. En utilisant (A.8), on a :

c1 = 2µm
1− 2νm , c2 = 2µm(1− νm)

1− 2νm , c3 = c4 = 2µm, c5 = c6 = 2µmνm
1− 2νm (A.11)

avec µm et νm le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du matériau. De plus,
si l’estimation du tenseur de rigidité effective s’écrit sous la forme :

C̃ =
6∑
1
ciEi (A.12)
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on a le module d’Young dans la direction longitudinale :

E3 = c2 −
2c2

5
c1

(A.13)

et dans la direction transversale :

E1 = E2 = 2c3(c1c2 − 2c2
5)

(c1 + c3)c2 − 2c2
5

(A.14)

Le coefficient de Poisson et le module de cisaillement dans le plan perpendiculaire à la
direction transversale sont :

ν31 = c5

c1
, µ12 = c3

2 (A.15)

On note que :

E1(n) E2(n) E3(n) E4(n) E5(n) E5(n)
N 0 N 0 0 T 0
T T 0 0 0 N 0

Table A.2 – Propriétés de la base de Walpole

A.3 Base de F

On introduit les notions de base de F [56] qui permettent de calculer les tenseurs de type
isotrope transverse selon l’approche de Levin et al. [53]. Les éléments de cette base sont
définis par :

F1
αβλµ = δα(λδµ)β, F2

αβλµ = δαβδλµ, F3
αβλµ = δαβnλnµ

F4
αβλµ = nαnβδλµ, F5

αβλµ = nα)n(µδλ)(β, F6
αβλµ = nαnβnλnµ (A.16)

Notons que F1 = I et F2 = 3J en comparant avec (A.3). Le tenseur d’élasticité isotrope
s’écrit alors :

C = kF2 + 2µ(F1 −
1
3F2) (A.17)

et le tenseur des souplesses S s’écrit :

S = α1F2 + α2(F1 −
1
3F2) (A.18)

où α1 = 1
9k , α2 = 1

2µ .

A.4 Base de P

Cette base est construite comme (A.16) mais la projection θαβ est sur le plan orthogonal à
un vecteur unitaire m.

θαβ = δαβ −mαmβ (A.19)
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La base de P est définie par les tenseurs d’ordre 4 suivants :

P1
αβλµ = θα(λθµ)β, P2

αβλµ = θαβθλµ, P3
αβλµ = θαβmλmµ

P4
αβλµ = mαmβθλµ, P5

αβλµ = mα)m(µθλ)(β, P6
αβλµ = mαmβmλmµ (A.20)

Les éléments de la base de P et de la base de F sont reliés par les équations :

P1

P2

P3

P4

P5

P6


=



1 0 0 0 −2 1
0 1 −1 −1 0 1
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 1


:



F1

F2

F3

F4

F5

F6


(A.21)

Si le tenseur A s’écrit dans la base de P sous la forme :

A = a1P2 + a2

(
P1 −

1
2P2

)
+ a3P3 + a4P4 + a5P5 + a6P6 (A.22)

L’inverse de A est :

A−1 = a6

2∆1
P2 + 1

a2

(
P1 −

1
2P2

)
− a3

∆1
P3 −

a4

∆1
P4 + 4

a5
P5 −

2a1

∆1
P6 (A.23)

avec ∆1 = 2(a1a6 − a3a4).
Dans la base de P, le tenseur d’élasticité isotrope transverse C = S−1 s’écrit [56] :

C = kfP2 + 2mf (P1 −
1
2P2) + lf (P3 + P4) + 4µfP5 + nfP6 (A.24)

Les cinq paramètres dans (A.24) sont en relation avec les modules élastiques par :

mf = E1

2(1 + ν12) , kf = 1
2∆E3

, lf = ν13

∆E3
, nf = 1− ν12

∆E1
, µf = E3

2(1 + ν13) (A.25)

Où E1 est le module d’Young dans le plan de θ perpendiculaire à la direction transversale
e3 et E3 est celui dans la direction e3. ν13 et ν12 sont les coefficients de Poisson,
∆ = 1− ν12

E1E3
− 2

(
ν13

E3

)2
. Si on connaît mf , kf , lf , nf , µf , de façon inverse, on a :

E1 = E2 = 4(2kfmfµf + lfmfµf )
4kfµf + 2lfµf +mfnf

, E3 = (2kf + lf )µf
kf

ν12 = 4kfmfµf + 2lfmf − µfnf
4kfµf + 2lfµf +mfnf

, ν13 = lf
2kf

(A.26)

Dans le cas isotrope, [56] a montré que : µf = mf = Ef
2(1 + νf )

, kf = λf + µf , lf = λf et
nf = λf + 2µf . De plus, si on connaît E1, E3 et ν12 dans le plan de θ, on peut calculer E0

et ν0 dans le système de coordonnées cartésiennes orthonormées de base (e1, e2, e3) selon
les relations :

E1 = 27(−E0 + 2E0ν0)
−19 + 18ν0 + 36ν2

0
, ν12 = −8 + 9ν0 + 18ν2

0
−19 + 18ν0 + 36ν2

0
(A.27)
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Annexe B

Tenseur d’Eshelby

B.1 Ellipsoïde cylindrique

Figure B.1 – Inclusion ellipsoïdale

Le tenseur d’Eshelby SE dépend toujours de la forme de l’ellipse, de l’orientation de l’inclu-
sion, du tenseur de rigidité de la matrice solide. Les composantes du tenseur d’Eshelby SE
pour un ellipsoïde cylindrique (a3 →∞) sont déterminées en fonction de 0 < X = a2/a1 ≤
1 où les ai dénotent les rayons de l’inclusion [8, 37, 116] :

S1111 = X

2(1− νm)

[
2 +X

(1 +X)2 + 1− 2νm
1 +X

]
, S2222 = 1

2(1− νm)

[
2 +X

(1 +X)2 + 1− 2νm
1 +X

]

S1122 = X

2(1− νm)

[
X

(1 +X)2 −
1− 2νm
1 +X

]
, S2211 = 1

2(1− νm)

[
1

(1 +X)2 −
1− 2νm
1 +X

]

S1133 = νm

1− νm
X

1 +X
, S2233 = νm

1− νm
1

1 +X
, S1313 = X

2(1 + νm) ;

S1212 = 1
4(1− νm)

[
1 +X2

(1 +X)2 + 1− 2νm
]
, S1212 = 1

2(1 + νm) (B.1)

Le tenseur d’Eshelby (B.1) s’écrit dans la base de Walpole :

SE = X

1 +X

{
1

1− νm , 0,
2 +X − 2νm(1 +X)

(1 +X)(1− νm) , 1, 0, νm

1− νm

}
(B.2)

B.2 Ellipsoïde aplati

On suppose que les inclusions sont des pores ellipsoïdaux aplatis selon la direction y3

(a1 = a2 = l � a3 = c) avec la même orientation et la même forme. L’équation de la
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section transversale est :

(z2
1)/c2 + (z2

2 + z2
3)/l2 = 1 (B.3)

où c dénote la demi-ouverture et l est le rayon de l’inclusion. Les composantes du tenseur

Figure B.2 – Fissure ellipsoïdale aplatie

d’Eshelby SE pour un ellipsoïde aplati sont déterminées en fonction de 0 < X = c/l ≤ 1
[37,40,41] :

S1111 = 13− 8νm
32(1− νm)πX, S3333 = 1− 1− 2νm

4(1− νm)πX

S1122 = S2211 = 8νm − 1
32(1− νm)πX; S1133 = S2233 = 1− 2νm − 1

8(1− νm)πX

S3311 = S3322 = νm

1− νm
(

1− 4νm + 1
8νm πX

)
, S1212 = 7− 8νm

32(1− νm)πX

S1313 = S2323 = 1
2

(
1 + νm − 2

4(1− νm)πX
)

(B.4)

SE dans la base de Walpole s’écrit :

SE = 3
8(1− νm)πXE1 +

(
1− 1− 2νm

4(1− νm)πX
)
E2 + 7− 8νm

16(1− νm)πXE3

+
(

1 + νm − 2
4(1− νm)πX

)
E4 + νm

1− νm
(

1− 4νm + 1
8νm πX

)
E5 +

(
1− 2νm − 1

8(1− νm)πX
)
E6

(B.5)
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Annexe C

Loi d’interface

C.1 Analyse asymptotique

C.1.1 Pour l’interface

On utilise une analyse asymptotique du tenseur de rigidité effective quand l’épaisseur tend
vers zéro.
- L’expansion asymptotique vers l’extérieur :

uε(x1, x3) = u0(x1, x3) + εu1(x1, x3) + · · · , (C.1)
eij(uε)(x1, x3) = e0

ij + εe1
ij + · · · , (C.2)

e1
ij = 1

2

(
∂u1

i

∂xj
+
∂u1

j

∂xi

)
(C.3)

σεij(x1, x3) = σ0
ij(x1, x3) + εσ1

ij(x1, x3) + · · · , (C.4)

- L’expansion asymptotique vers l’intérieur, avec y3 = x3/ε :

uε(x1, y3) = v0(x1, y3) + εv1(x1, y3) + · · · , (C.5)
eij(uε)(x1, y3) = ε−1e−1

ij + e0
ij + εe1

ij + · · · , (C.6)

en11 = ∂vn1
∂x1

, en33 = ∂vn+1
3
∂y3

, en31 = 1
2

(
∂vn3
∂x1

+ ∂vn+1
1
∂y3

)
(C.7)

σεij(x1, y3) = ε−1τ−1
ij (x1, y3) + τ 0

ij(x1, y3) + ετ 1
ij(x1, y3) + · · · , (C.8)

σεij,j =
∞∑

n=−2
εn
(
∂τni1
∂x1

+ ∂τn+1
i3
∂y3

)
(C.9)

vn = 0, n < 0; τn = 0, n < −1 (C.10)

- La condition de continuité : quand ε tend vers zéro, x3 tend vers ±0 et y3 tend vers ±∞.

v0(x1,±∞) = u0(x1,±0), τ−1(x1,±∞) = 0, τ 0(x1,±∞) = σ0(x1,±0) (C.11)

Où u0,v0 sont les déplacements au contour ; σ0, τ 0 sont les contraintes à la surface. On
suppose que limε→0

aijkl
ε

= āijkl existe, τ−1
ij = 0 et τ 0

ij = āijkle
−1
kl quand ε est petit.

- L’équilibre :

∂τ−1
i3

∂y3
= 0; ∂τ 0

i2
∂y3

= 0; v0
i = u0

i (x1, 0), τ 0
i3 = σ0

i3(x1, 0); τ 0
ij = āijkl

∂v0
i

∂y3
(C.12)
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C.2. MODÈLES D’INTERFACE EXISTANTS

Comme τ 0
i3 = āi3i3 [v0

i ], on a : σ0
i3 = āi3i3 [u0

i ] avec [u0
i ] le saut de déplacement. On définit

CN , CT respectivement les rigidités normale et tangentielle de l’interface.

CN = lim
e→0

C̃3333

e
, CT = lim

e→0

C̃1313

e
(C.13)

Où C̃ est le tenseur de rigidité effective, σ = C̃ : ε. C̃3333 = C̃L, C̃1313 = µ̃L sont les modules
dans la direction longitudinale.

C.1.2 Pour l’interphase-Modèle de Klarbring (1999)

Quand les limites (C.13) ne peuvent pas être réalisées, le modèle de Klarbring et al. [81,82]
est utilisé comme une bonne solution pour la loi d’interphase. La rigidité de l’interphase
s’écrit sous la forme :

Kh = 1
eh

[
3k̃J + 2µ̃K

]
= 1
eh

[
3k̃J + 2µ̃(I− J)

]
= 1
eh

[
2µ̃I + (3k̃ − 2µ̃)1

3n⊗ n
]

= 1
eh

[
2µ̃I + (k̃ − 2

3 µ̃)n⊗ n
]

(C.14)

On suppose que :

µ̃int = 2µ̃; k̃int = k̃ (C.15)

(C.14) devient :

Kh = 1
eh

[
µ̃intI + (k̃int − 1

3 µ̃
int)n⊗ n

]
(C.16)

C.2 Modèles d’interface existants

Cas 1 : Traction uniaxiale
Dans ce cas, la contrainte macroscopique s’exprime dans la base cartésienne orthonormée
(e1, e2, e3) (cf. figure (2.4)-a) par :

σ̄ = σ̄33e3 ⊗ e3 (C.17)

À l’interface brique/mortier, la continuité de la contrainte s’écrit :

σbj3 = σmj3 pour j = 1, 2, 3 (C.18)

La continuité des déformations dans le plan (e1, e2) s’écrit :

εbkj = εmkj pour (k, j) = (1, 1), (2, 2), (1, 2) (C.19)

Les relations (C.19) et (C.17) injectées dans (2.5) conduisent au système suivant :
ε11 = ε22 = S̄0

1133σ33

ε33 = S̄0
3333σ33

ε23 = ε13 = ε12 = 0
(C.20)
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C.2. MODÈLES D’INTERFACE EXISTANTS

Dans la phase r (r=brique ou mortier), la contrainte locale s’écrit :

σr = σ33[e3 ⊗ e3 + αr(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2)] (C.21)

où les αr sont des constantes déterminées par les conditions (C.18) et (C.19).
Rappelons que la contrainte globale est déterminée par :

σ =
∑
r=b,m

f rσr (C.22)

Les équations (C.21) et (C.22) impliquent la relation suivante :

fmαm + f bαb = 0 (C.23)

De plus, (2.4) et (C.21) donnent :

εb,mij = Sb,mijkl : σkl =
[
Sb,mij33 + αb,m(Sb,mij11 + Sb,mij22)

]
σ33 (C.24)

Si (i, j) = (1, 1) avec la condition (C.19), on a :

Sbij33 + αb(Sbij11 + Sbij22) = Smij33 + αm(Smij11 + Smij22) (C.25)

En remplaçant αm = −f bαb/fm (voir (C.23)) dans (C.25), on obtient :

αm = fm(Sm1133 − Sb1133)
fm(Sb1111 + Sb1122) + f b(Sm1111 + Sm1122) (C.26)

En combinant (2.6) avec (C.20), on a :

ε11 = S̄0
1133σ33 =

∑
i=b,m

f r [Sr1133 + αr(Sr1111 + Sr1122)]σ33 (C.27)

et :

ε33 = S̄0
3333σ33 =

∑
i=b,m

f r [Sr3333 + αr(Sr3311 + Sr3322)]σ33 (C.28)

On obtient finalement :

S̄0
1133 =

∑
i=b,m

f r [Sr1133 + αr(Sr1111 + Sr1122)] (C.29)

S̄0
3333 =

∑
i=b,m

f r [Sr3333 + αr(Sr3311 + Sr3322)] (C.30)

Cas 2 : Chargement axisymétrique
Sous chargement axisymétrique (voir la figure (2.4)-b) :

σ̄ = σ̄33[e3 ⊗ e3 −
1
2(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2)] (C.31)

La relation entre la déformation et la contrante à l’échelle macroscopique s’écrit :
ε11 = ε22 = S̄0

11klσkl =
[
S̄0

1133 − 1
2(S̄0

1111 + S̄0
1122)

]
σ33

ε33 = S̄0
33klσkl =

[
S̄0

3333 − 1
2(S̄0

3311 + S̄0
3322)

]
σ33 = (S̄0

3333 − S̄0
1133)

ε23 = ε13 = ε12 = 0
(C.32)
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On note que S̄0
1133 = S̄0

3311 = S̄0
3322. Dans la phase r, la contrainte locale s’écrit :

σr = σ33[e3 ⊗ e3 + βr(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2)] (C.33)

Où les βr sont des scalaires qui doivent être déterminés. (C.22) dans ce cas devient :

σ =
∑
r=b,m

f rσ33e3 ⊗ e3 +
∑
r=b,m

f rβrσ33(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) (C.34)

En combinant (C.30) avec (C.34), on a :
∑
r=b,m

f rβr = −1
2 (C.35)

D’autre part, on a :

εb,mij = Sb,mijkl : σb,mkl =
[
Sb,mij33 + βb,m(Sb,mij11 + Sb,mij22)

]
σ33 (C.36)

La continuité des composantes (C.19) pour (i, j) = (1, 1) donne εb11 = εm11. En introduisant
(C.35) dans cette relation, on obtient :

βb =
fm(Sm1133 − Sb1133)− 1

2(Sm1111 + Sm1122)
fm(Sb1111 + Sb1122) + f b(Sm1111 + Sm1122) (C.37)

Retournons à la relation (2.6) :

ε11 =
∑
i=b,m

f rεr11 =
∑
r=b,m

f r [Sr1133 + βr(Sr1111 + Sr1122)]σ33 (C.38)

et la relation (C.32), on obtient finalement :

S̄0
1111 + S̄0

1122 = 2S̄0
1133 − 2

∑
r=b,m

f r [Sr1133 + βr(Sr1111 + Sr1122)] (C.39)

Cas 3 : Chargement mixte
Maintenant on considère un chargement mixte (voir la figure (2.4)-c) où la contrainte
macroscopique s’écrit :

σ̄ = σ̄12(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + 1
2(σ11 − σ22)(e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) (C.40)

On suppose que σr = γrσ̄, avec la relation (C.22), on trouve facilement :∑
r=b,m

f rγr = 1 (C.41)

Les équations (2.4) et (C.40) donnent :

εb,mij = Sb,mijkl : σb,mkl = γr
[
(Sb,mij12 + Sb,mij21)σ̄12 + 1

2(σ11 − σ22)(Sb,mij11 + Sb,mij22)
]

(C.42)

A partir de (C.41), (C.42) et (C.19) avec (i, j) = (1, 1), on a :

γb(Sb1111 − Sb1122) = γm(Sm1111 − Sm1122) (C.43)
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alors, γb s’écrit :

γb = Sm1111 − Sm1122
fm(Sb1111 − Sb1122) + f b(Sm1111 − Sm1122) (C.44)

On sait que :

ε11 =
∑
i=b,m

f rεr11 =
∑
r=b,m

f rγr
[
(Sr1112 + Sr1121)σ̄12 + 1

2(σ11 − σ22)(Sr1111 − Sr1122)
]

= S̄0
11klσkl = (S0

1112 + S0
1121)σ̄12 + 1

2(σ11 − σ22)(S0
1111 − S0

1122) (C.45)

alors :

S0
1111 − S0

1122 =
∑
r=b,m

f rγr(Sr1111 − Sr1122) (C.46)

De même façon pour le cas (i, j) = (2, 2), on a :

S0
1122 − S0

2222 =
∑
r=b,m

f rγr(Sr2211 − Sr2222) (C.47)

Cas 4 : Chargement de cisaillement longitudinal
Dans ce cas (voir la figure (2.4)-d), la contrainte macroscopique s’écrit :

σ̄ = σ̄13(e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) + σ̄23(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) (C.48)

On suppose que la contrainte dans chaque phrase est σr = δrσ̄. La moyenne des contraintes
s’écrit : σ̄ = ∑

r=b,m f
rσr = ∑

r=b,m f
rδrσ̄. On a alors : ∑r=b,m f

rδr = 1. En combinant cette
équation avec la condition de continuité de la contrainte (voir (C.18)) :

σm13 = δmσ̄13 et σb13 = δbσ̄13 (C.49)

on obtient : δm = δb = 1. En reportant cette équation dans les relations (2.4) et (C.48), on
a :

ε13 =
∑
r=b,m

f r [(Sr1313 + Sr1331)σ̄13 + (Sr1323 + Sr1332)σ̄23] (C.50)

= (S0
1313 + S0

1331)σ̄13 + (S0
1323 + S0

1332)σ̄123 (C.51)

Ceci conduit à la relation :

S0
1313 =

∑
r=b,m

f rSr1313 (C.52)

Les 5 équations (C.29), (C.30), (C.39), (C.46) et (C.52) permettent de déterminer les 5
composantes indépendantes S0

1111, S
0
1122, S

0
1133, S

0
3333, S

0
1313 du tenseur de souplesse (voir

l’équation (2.1)). Alors, un premier matériau homogène équivalent MHE.1 est obtenu. On
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note que dans cette étape, les briques et le mortier sont supposés isotropes sains et :

S0 =



1
Ē0

1

−ν̄0
12

Ē0
1

−ν̄0
13

Ē0
1

0 0 0

−ν̄0
12

Ē0
1

1
Ē0

1

−ν̄0
13

Ē0
1

0 0 0

−ν̄0
13

Ē0
1

−ν̄0
13

Ē0
1

1
Ē0

3
0 0 0

0 0 0 1
2µ̄0

13
0 0

0 0 0 0 1
2µ̄0

13
0

0 0 0 0 0 1
2µ̄0

12



(C.53)
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Annexe D

Choix des modèles d’interaction

Dans le cas d’interface sèche, la figure (2.8) montre que les estimations du modèle de Mori-
Tanaka de CN et CT tendent vers l’infini pour des valeurs de dc très faibles (inférieures à
1%). Dans le cas d’interface saturée, les figures (2.13) et (2.14) montrent aussi que pour le
cas sain (dc = 0), l’estimation de K&L donne des valeurs finies alors que celles d’autres
modèles montrent des valeurs infinies. Ceci présente la limitation des modèles de Thomsen,
B&K, S&K pour une densité dc faible. On propose donc d’utiliser le modèle de K&L pour
dc ≤ 1%. Le modèle S&K est acceptable au-delà de dc = 1%. De plus, ces estimations
semblent plus rigoureuses comme elles tendent vers 0 pour des fortes valeurs de dc. On
peut faire la même remarque pour les évolutions de CN et CT en fonction de φp (voir la
figure (2.13)). Pour discuter de la limitation des modèles quand le module de compression
du fluide kf varie, on considère le cas de fissures aléatoires sans pores (figure (D.1)-a) et le
cas de fissures parallèles sans pores selon l’estimation de K&L, montré sur la figure (D.1)-b
(voir aussi la figure (2.10)). On observe que quand la compressibilité est supérieure à 3500

Figure D.1 – Comparaison des évolutions de raideur CN (ou K ′ pour le modèle de K&L) en fonction de
kf (dc = 0, 1, φp = 0, 05 MPa, table (2.1)).
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MPa avec fissures parallèles saturées, seul le modèle de K&L est valable. Par conséquent,
nous proposons ici une limitation des modèles d’interaction, comme montré sur la table
(D.1).

Distribution aléatoire des fissures
Etat dc < 0, 1 dc > 0, 1 ϕp < 0, 7 ϕp > 0, 7 kf < 2500 kf < 3500 kf > 3500
Sec K&L MT MT +K&L MT +K&L non non non
Saturé K&L S&K S&K S&K +K&L S&K +K&L S&K S&K

+K&L +K&L +K&L
Distribution parallèle des fissures

Etat dc < 0, 1 dc > 0, 1 ϕp < 0, 7 ϕp > 0, 7 kf < 2500 kf < 3500 kf > 3500
Sec K&L MT MT +K&L MT +K&L non non non
Saturé K&L K&L+ S&K K&L+ S&K K&L K&L+ S&K S&K K&L

+Thomsen +Thomsen +K&L
+B&K +B&K

Table D.1 – Limitation des modèles d’interaction.
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Annexe E

Modèles rhéologiques

E.1 Calcul des modules apparents de compressibilité et de ci-
saillement

Pour un comportement v.l.n.v. 3D isotrope, on définit les rigidités élastiques Ce
α et vis-

queuses Cν
α sous la forme :

Ce
α = 3keαJ + 2µeαK, Cν

α = ηsαJ + ηdαK (E.1)

Les tenseurs de souplesse associés sont :

Seα = 1
3keα

J + 1
2µeα

K, Sνα = 1
ηsα

J + 1
ηdα

K (E.2)

où keα et µeα sont les modules de compressibilité et de cisaillement de la partie élastique
(ressort) et ηsα et ηdα sont les viscosités des parties sphérique et déviatorique de l’amortisseur.
I est le tenseur identité d’ordre quatre (I = J + K).

E.1.1 Modèle de Maxwell

La loi de comportement non linéaire (3D) du matériau de type modèle de Maxwell s’écrit :

ε̇ = SeM σ̇ + SvMσ (E.3)

Dans l’espace symbolique de LC, elle est linéaire et s’écrit :

pε∗ = pSeMσ∗ + SvMσ∗ = σ∗(pSeM + SvM) (E.4)

Le tenseur de souplesse symbolique est alors :

S∗ = SeM + SvM
p

(E.5)

Comme chacune des composantes du modèle (ressort et amortisseur) est supposée avoir un
comportement isotrope, alors (E.5) se réécrit :

S∗ = 1
3k∗J + 1

2µ∗K = 1
3

(
1
keM

+ 1
pηsM/3

)
J + 1

2

(
1
µeM

+ 1
pηdM/2

)
K (E.6)
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Ceci permet de déduire les modules de compressibilité k∗ et de cisaillement µ∗ symboliques
du modèle de Maxwell :

1
k∗M

= 1
keM

+ 1
pηsM/3

,
1
µ∗M

= 1
µeM

+ 1
pηdM/2

(E.7)

Pour un problème de fluage, σ = σ0 =constante, σ̇ = 0, (E.3) devient :

ε̇ = SvMσ (E.8)

Avec la condition aux limites : ε |t=0= σ0SeM , la déformation est :

ε(t) = σ0(SeM + SνM t) (E.9)

E.1.2 Modèle de Kelvin-Voigt

La contrainte totale est reliée à la déformation comme suit :

σ = Ce
Kε+ Cν

K ε̇ (E.10)

Dans l’espace de LC :

σ∗ = (Ce
K + pCν

K)ε∗ = C∗ε∗ (E.11)

Sachant que Ce
K = 3keKJ + 2µeKK, Cν

K = ηsKJ + ηdKK et que C∗ = 3k∗J + 2µ∗K, alors :

k∗K = keK + pηsK
3 , µ∗K = µeK + pηdK

2 (E.12)

Pour un problème de fluage uniaxial , σ = σ0 =constante, (E.10) devient :

σ0 = Ce
Kε+ Cν

K ε̇ (E.13)

En prenant la condition aux limites : ε |t=0= 0, on a la déformation :

ε(t) = σ0SeK
(
1− e−t.T

−1
K

)
(E.14)

avec TK = Cν
KSeK .

E.1.3 Modèle de Burgers

Parce que la déformation totale est la contribution de la partie de Maxwell et celle de la
partie de Kelvin-Voigt et que ces deux parties sont disposées en série pour ce modèle, alors
on peut déduire k∗Bu et µ∗Bu comme suit :

1
k∗Bu

= 1
keM
∗ + 1

keK
∗ ,

1
µ∗Bu

= 1
µeM
∗ + 1

µeK
∗ (E.15)

ou encore :
1
k∗Bu

= 1
keM

+ 1
pηsM/3

+ 1
keK + pηsK/3

,
1
µ∗Bu

= 1
µeM

+ 1
pηdM/2

+ 1
µeK + pηdK/2

(E.16)

En combinant (E.9) et (E.14) avec (E.15), on obtient la déformation totale suivante pour
un problème de fluage :

ε(t) = σ0
[
SeM + SνM t+ SeK

(
1− e−t.T

−1
K

)]
(E.17)
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E.1.4 Modèle de Maxwell modifié (MM)

Parce que la déformation totale est la contribution de la partie de Maxwell et celle d’un
ressort disposé en parallèle avec la composante de Maxwell, alors il est possible de déduire
k∗MM et µ∗MM sous la forme :

k∗MM(p) = keM
∗ + keR

∗, µ∗MM(p) = µeM
∗ + µeR

∗ (E.18)

ou encore :

k∗MM(p) = 1
1
keM

+ 1
pηsM/3

+ keR, µ∗MM(p) = 1
1
µeM

+ 1
pηdM/2

+ µeR (E.19)

La loi de comportement du matériau correspondant au modèle de MM :

SvMσ + SeM σ̇ = SvMCe
Rε+ (I + SeMCe

R) ε̇ (E.20)

Où Ce
R est la rigidité du ressort additionnel. Pour un problème de fluage, σ = σ0 =constante,

σ̇ = 0, (E.20) devient :

SvMσ = SvMCe
Rε+ (I + SeMCe

R) ε̇ (E.21)

En prenant la condition aux limites : ε |t=0= σ0 (Ce
M + Ce

R)−1, on a la déformation :

ε(t) = σ0
[
SeM − (Ce

M + Ce
R)−1 e−t.T

−1
MM

]
(E.22)

avec TMM = Cν
M(Ce

R + Ce
M)SeMSeR.

E.2 Comportement effectif approché : distribution isotrope des
fissures

E.2.1 Modèle de Burgers

On rappelle que ce modèle est l’association en série des modèles de Maxwell et de Kelvin-
Voigt. La loi de comportement de ce modèle s’écrit :

(Ce
K : SνM)σ + (I + Ce

K : SeM + Cν
K : SνM)σ̇ + (Cν

K : SeM)σ̈ = Ce
K ε̇+ Cν

K ε̈ (E.23)

On rappelle que Ce
K et Cν

K sont respectivement les tenseurs de rigidité élastique et visqueuse
associés respectivement au ressort et à l’amortisseur pour le modèle de Kelvin-Voigt. SeM et
SνM sont respectivement les tenseurs de souplesse élastique et visqueuse associés au ressort
et à l’amortisseur pour le modèle de Maxwell. Le tenseur de souplesse dans l’espace de LC
satisfait la relation :

S̃∗Bu = SeM(dc) + 1
p
SvM(dc) + [SeK(dc)−1 + pSvK(dc)−1]−1 (E.24)

Module de compressibilité approché :
Pour le module de compressibilité apparent (3.85), cela revient à l’approcher par la fonction
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suivante qui correspond à la compressibilité effective apparente d’un matériau homogénéisé
du type "Burgers" soit :

1
k̃∗Bu(p, dc)

= 1
keM(dc)

+ 1
pηsM(dc)/3

+ 1
keK(dc) + pηsK(dc)/3

(E.25)

où l’ensemble des paramètres de viscosité du matériau endommagé keM(dc), keK(dc), ηsM(dc),
ηsK(dc) sont à déterminer de sorte que les développements en série de Taylor au second-
ordre près en p (en 1/p) des estimations apparentes (3.85) et de celle approchée du type
"Burgers" (E.25) coïncident au voisinage de p = 0 (p = ∞). Pour l’identification de ces
paramètres, il est aussi utile de se servir des relations (3.14) pour toute fonction f(t) dont

la fonction symbolique est f ∗(p). Rappelons que Q∗ = 16
9

1− ν∗2
s

1− 2ν∗s
et que ν∗s = 3k∗s − 2µ∗s

6k∗s + 2µ∗s
(voir (3.22)). Au voisinage de p = 0, le développement en série à l’ordre 2 de Q∗ donne :

Q∗ = Q0
0 +Q0

1p+O(p2) (E.26)

avec
Q0

0 = 16
9
ηsM(ηsM + 2ηdM)
ηdM(2ηsM + ηdM) (E.27)

et

Q0
1 = 16

27η
s
M

ηsM
2 + ηdMη

s
M + ηdM

2

(2ηsM + ηdM)2

3
(

1
µeM

+ 1
µeK

)
− 2η

s
M

ηdM

(
1
keM

+ 1
keK

) (E.28)

L’estimation apparente 1
k̃∗dc

(cf. (3.85)) du module de compressibilité devient alors au voi-

sinage de p = 0 :
1
k̃∗dc

=
(

3dcQ
0
1

ηsM
+ (1 + dcQ

0
0)( 1
keM

+ 1
keK

)
)

+ 31 + dcQ
0
0

ηsM

1
p

+O(p) (E.29)

et au voisinage de p =∞ :
1
k̃∗dc

= 1 + dcQ
∞
0

keM
+ 1
p

(
3(1 + dcQ

∞
0 )( 1

ηsM
+ 1
ηsK

) + dcQ
∞
−1

keM

)
+O(1/p2) (E.30)

Sachant que :
Q∗ = Q∞0 + Q∞−1

p
+O( 1

p2 ) (E.31)
avec

Q∞0 = 4
3
keM(3keM + 4µeM)
µeM(3keM + µeM) (E.32)

et

Q∞−1 = −4
3
keM
µeM

9keM 2 + 6µeMkeM + 4µeM 2

(3keM + µeM)2

3keM
(

1
ηsM

+ 1
ηsK

)
− 2µeM

(
1
ηdM

+ 1
ηdK

) (E.33)

D’autre part, le développement en série au second ordre en p de l’approximation (cf. (E.25))
de 1

k̃∗Bu(p, dc)
s’écrit :

au voisinage dep = 0 : 1
k̃∗Bu(p, dc)

=
(

1
keM(dc)

+ 1
keK(dc)

)
+ 3
pηsM(dc)

1
p

+O(p) (E.34)
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Son développement en série au second ordre en 1/p donne :

au voisinage dep =∞ : 1
k̃∗Bu(p, dc)

= 1
keM(dc)

+ 3
p

(
1

ηsM(dc)
+ 1
ηsK(dc)

)
+O(1/p2) (E.35)

L’égalité entre les équations (E.29) et (E.34) au voisinage de p = 0 et puis entre (E.30) et
(E.30) au voisinage de p =∞ permet d’identifier les 4 paramètres suivants pour le module
de compressibilité effectif apparent (3.85) du matériau viscoélastique endommagé :

1
keM(dc)

= 1 +Qe
Mdc

keM
; 1
keK(dc)

= 1 +Qe
Kdc

keK

1
ηsM(dc)

= 1 +Qv
Mdc

ηsM
; 1
ηsK(dc)

= 1 +Qv
Kdc

ηsK

(E.36)

avec

Qe
M = Q∞0 ;Qv

M = Q0
0

Qe
K = Q0

0 + 3keK
ηsM

Q0
1 −

keK
keM

(Q∞0 −Q0
0)

Qv
K = Q∞0 + ηsK

3keM
Q∞−1 −

ηsK
ηsM

(Q0
0 −Q∞0 ) (E.37)

Module de cisaillement approché :
Une démarche similaire à celle montrée dans le paragraphe précédent peut être menée pour
approcher le module de cisaillement effectif apparent µ̃∗dc (estimation (3.87)) d’un maté-
riau viscoélastique endommagé par celui qui découle de l’homogénéisation d’un matériau
viscoélastique du type Burger, i.e. de la forme :

1
µ̃∗Bu(p, dc)

= 1
µeM(dc)

+ 2
pηdM(dc)

+ 1
µeK(dc) + pηdK(dc)/2

(E.38)

Les développements en série de 1
µ̃∗dc

dans (E.38) et de 1
µ̃∗Bu(p, dc)

dans (3.87) au voisinage

de 0 et l’infini conduisent à l’identification des 4 paramètres suivants :

1
µeM(dc)

= 1 +M e
Mdc

µeM
; 1
µeK(dc)

= 1 +M e
Kdc

µeK

1
ηdM(dc)

= 1 +M v
Mdc

ηdM
; 1
ηdK(dc)

= 1 +M v
Kdc

ηdK

(E.39)

où
M e

M = M∞
0 = 16

45
(9keM + 4µeM)
(3keM + µeM)

(3keM + 4µeM)
(3keM + 2µeM) ;

M v
M = M0

0 = 32
45

(ηsM + 2ηdM)
(ηsM + ηdM)

(3ηsM + 2ηdM)
(2ηsM + ηdM) ;

M e
K = M0

0 + 2µeK
ηdM

M0
1 −

µeK
µeM

(M∞
0 −M0

0 );

M v
K = M∞

0 + ηdK
2µeM

M∞
−1 −

ηdK
ηdM

(M0
0 −M∞

0 )

(E.40)
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avec

M0
1 = 32

45
ηsMη

d
M

(ηsM + ηdM)2
(7ηsM 2 + 10ηsMηdM + 4ηdM

2)
(2ηsM + ηdM)2

[
ηsM
3

(
1
keM

+ 1
kK

)
− ηdM

2

(
1
µeM

+ 1
µeK

)]

M∞
−1 = 16

15
keMµ

e
M

(3keM + µeM)2
(63keM 2 + 60µeMkeM + 16µeM 2)

(3keM + 2µeM)2 .

[
3keM

(
1
ηsM

+ 1
ηsK

)
− 2µeM

(
1
ηdM

+ 1
ηdK

)]
(E.41)

E.2.2 Modèle de Maxwell modifié

On rappelle que la loi de comportement de ce modèle est donnée par dans l’équation (E.20).
Si le comportement effectif était rigoureusement de type MM, le tenseur d’élasticité dans
l’espace de LC s’écrivait :

C̃∗MM = Ce
R(dc) +

[
SeM(dc) + 1

p
SνM(dc)

]−1

(E.42)

De la même façon qu’indiqué plus tôt dans la section (E.2.1) pour le modèle de Burgers, le
développement en série de C̃∗MM au second ordre au voisinage de 0 en p et de l’infini en 1/p
permet d’identifier les 6 paramètres d’élasticité et de viscosité de ce modèle. Au voisinage
de p = 0, (E.42) s’écrit :

C̃∗MM = Ce
R(dc) + pCν

M(dc) +O(p2) (E.43)

Au voisinage de p =∞, (E.42) s’écrit :

C̃∗MM = Ce
R(dc) + Ce

M(dc) +O(1/p) (E.44)

Si on a la relation :

C̃∗MM = C∗s
1 + dcN∗

(E.45)

où C∗s = 3kes∗J+2µes∗K à l’état sain. N∗ est un paramètre qui dépend du type de chargement
et de la distribution des fissures.

Au voisinage de p = 0, N∗ = N0
0 + pN0

1 +O(p2) (E.46)
Au voisinage de p =∞, N∗ = N∞0 +O(1/p) (E.47)

D’autre part, (E.45) s’écrit au voisinage de p = 0 :

C̃∗MM = Ce
R

1 +N0
0dc

+ p

1 +N0
0dc

(
Cν
M −

Ce
RN

0
1dc

1 +N0
0dc

)
+O(p2) (E.48)

et au voisinage de p =∞ :

C̃∗MM = Ce
R + Ce

M

1 +N∞0 dc
+O(1/p) (E.49)
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L’égalité entre les équations (E.43) et (E.48) au voisinage de p = 0 et puis entre (E.44) et
(E.49) au voisinage de p =∞ permet d’identifier les 3 paramètres suivants :

Ce
R(dc) = Ce

R

1 +N0
0dc

Cν
M(dc) = Cν

M

1 +N0
0dc

(
1− N0

1dc
1 +N0

0dc

Ce
R

Cν
M

)
Ce
M(dc) = Ce

R + Ce
M

1 +N∞0 dc
− Ce

R

1 +N0
0dc

(E.50)

- Chargement sphérique : identification du module de compressibilité approché :

On remplace N∗ dans (E.45) par Q∗ = 16
9

1− ν∗2
s

1− 2ν∗s
(voir (3.85)) et on suppose que (voir

(E.19)) :

k̃∗MM(p, dc) = keR(dc) +
[

1
keM(dc)

+ 1
pηsM(dc)/3

]−1

(E.51)

Le développement en série de Q∗ au voisinage de p = 0 (voir (E.26) et (3.85)) donne :

Qv
M = Q0

0 = 4
3
keR(3keR + 4µeR)
µeR(3keR + µeR) (E.52)

Q0
1 = 2

9
(9keR2 + 6keRµeR + 4µeR2)(−3keRηdM + 2µeRηsM)

µeR
2(3keR + µeR)2 (E.53)

Au le voisinage de p =∞ :

Qe
M = Q∞0 = 4

3
(keR + keM)[3(keR + keM) + 4(µeR + µeM)]
(µeR + µeM)[3(keR + keM) + (µeR + µeM)] (E.54)

Avec (E.50), on identifie les paramètres suivants :

1
keR(dc)

= 1 +Qv
Mdc

keR
,

1
keM(dc)

= 1 +Qe
Mdc

keR + keM −
keR(1 +Qe

Mdc)
1 +Qv

Mdc
1

ηsM(dc)
= (1 +Qv

Mdc)2

ηsM(1 +Qv
Mdc)− 3dckeRQ0

1
(E.55)

- Chargement déviatorique : identification du module de cisaillement approché :
Pour trouver les paramètres effectifs déviatoriques µeR(dc), µeM(dc), ηdM(dc), on suppose que
(cf. (E.19)) :

µ̃∗MM(p, dc) = µeR(dc) +
[

1
µeM(dc)

+ 1
pηdM(dc)/2

]−1

(E.56)

De plus, en remplacent N∗ dans (E.45) par M∗ (cf. (3.87)), on identifie :

1
µeR(dc)

= 1 +M v
Mdc

µeR
,

1
µeM(dc)

= 1 +M e
Mdc

µeR + µeM −
µeR(1 +M e

Mdc)
1 +M v

Mdc
1

ηdM(dc)
= (1 +M v

Mdc)2

ηdM(1 +M v
Mdc)− 2dcµeRM0

1
(E.57)
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avec

M e
M = M∞

0 = 16
45

(
3(keR + keM) + 4(µeR + µeM)
3(keR + keM) + (µeR + µeM)

)(
9(keR + keM) + 4(µeR + µeM)
3(keR + keM) + 2(µeR + µeM)

)

M v
M = M0

0 = 16
45

(3keR + 4µeR)(9keR + 4µeR)
9keR2 + 9keRµeR + 2µeR2

M0
1 = 8

45
(63keR2 + 60keRµeR + 16µeR2)(3keRηdM − 2µeRηsM)

(9keR2 + 9keRµeR + 2µeR2)
(E.58)

E.3 Autres modèles rhéologiques

E.3.1 Modèle de Maxwell généralisé (MG)

Figure E.1 – Modèle de MG.

Le modèle de Maxwell généralisé est constitué de n modèles de Maxwell assemblés en
parallèle (figure E.1). La fonction de relaxation de ce modèle est fournie dans la littérature
[102] et est appliquée à des structures maçonnées [103]. La loi de comportement du matériau
correspondant à ce modèle s’écrit :

ε̇ =
n∑
i=1

ε̇i = SeRσ̇ +
n∑
i=1

(SeMiσ̇ + SvMiσ) (E.59)

Le tenseur de souplesse symbolique est alors :

S∗MG =
(
SeR +

n∑
i=1

SeMi

)
+
∑n
i=1 SvMi

p
(E.60)

Les modules apparents de compression volumique et de cisaillement sont :

k∗MG = keR +
n∑
i=1

kMi
p

p+ 1
τ sMi

, µ∗MG = µeR +
n∑
i=1

µeMi

p

p+ 1
τ dMi

(E.61)

avec τ sMi = ηsMi

3kMi

, τ dMi = ηdMi

2µeMi

.
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Figure E.2 – Modèle de KG.

E.3.2 Modèle de Kelvin généralisé (KG)

Ce modèle est l’association en série d’un ressort et de n modèles de KV (figure E.2). Les
modules apparents de compression volumique et de cisaillement sont :

1
k∗KG

= 1
keR

+
n∑
i=1

1
keKi(1 + pτ sKi)

,
1

µ∗KG
= 1
µeR

+
n∑
i=1

1
µeKi(1 + pτ dKi)

(E.62)

La fonction de fluage de ce modèle est donnée dans l’espace de LC par :

S∗KG = 1
9keR

+ 1
3µeR

+
n∑
i=1

1
9(kKi + p

ηsKi
3 )

+
n∑
i=1

1
3(µeKi + p

ηdKi
2 )

(E.63)

et dans l’espace des temps réels par :

SKG(t) = 1
9keR

+ 1
3µeR

+
n∑
i=1

1
9keKi

(
1− e−t/τsKi

)
+

n∑
i=1

1
3µeKi

(
1− e−t/τdKi

)
(E.64)

où τ sKi et τ dKi sont respectivement les temps de relaxation de la partie sphérique et dévia-
torique de la partie i (Ce

Ki
,Cv

Ki
) du modèle de Kelvin-Voigt, voir (3.63).

E.3.3 Modèle de Ross (Rs)

Figure E.3 – Modèle de Ross (a) et sa réponse (c) sous l’effet d’une contrainte constante σ0 (b).

Ce modèle est composé de deux ressorts et d’un amortisseur [83,100]. La loi de comporte-
ment du matériau correspondante à ce modèle s’écrit :

(Ce
R + Ce

K)σ̇ + Cν
K σ̈ = Ce

RCe
K ε̇+ Ce

RCν
K ε̈ (E.65)

Parce que la déformation totale est la contribution de la partie ressort (R) et celle de la
partie de Kelvin-Voigt, on peut déduire k∗Rs et µ∗Rs selon la disposition (en série) de ces
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deux parties :
1
k∗Rs

= 1
keR

+ 1
k∗K

,
1
µ∗Rs

= 1
µeR

+ 1
µ∗K

(E.66)

Dans l’espace de LC, la fonction de fluage S∗Rs est donnée par (voir Annexe D.1) :

S∗Rs = 1
9keR

+ 1
3µeR

+ 1
9(keK + p

ηsK
3 )

+ 1
3(µeK + p

ηdK
2 )

(E.67)

Dans l’espace des temps réels, cette fonction s’écrit :

SRs(t) = 1
9keR

+ 1
3µeR

+ 1
9keK

(
1− e−t/τsK

)
+ 1

3µeK

(
1− e−t/τdK

)
(E.68)

où τ sK et τ dK sont les temps de relaxation respectivement des parties sphériques et dévia-
toriques du modèle de Ross qui sont identiques à ceux du modèle de Kelvin Voigt (voir
(3.63)). Ce modèle a le même problème que celui de Kelvin Voigt puisqu’il ne prévoit pas
de déformation élastique instantanée.

E.3.4 Modèle de l’US Bureau de Réclamation (USBR)

Figure E.4 – Modèle de l’US bureau de Réclamation.

Ce modèle dévelopé par l’US Bureau de Réclamation nommé modèle de USBR [104], est
composé d’un ressort de raideur Ce et d’un amortisseur dont la fonction visqueuse Cv

dépend linéairement du temps (cf. figure E.4) comme suit Cν(t) = a + bt. Si on pose :
FU = A

bL
et le temps de fluage τU = a/b, où L est la longueur de l’échantillon et A est la

surface soumise à une force extérieure, la fonction du fluage du modèle USBR s’écrit sous
la forme (cf. [83]) :

SUSBR(t) = 1
Ce

+ FU ln( t
τU

+ 1) (E.69)

Sa fonction dans l’espace de LC :

S∗ = 1
Ce

+ epτUFUΓ(0, pτU) (E.70)

où Γ(0, τU) est la fonction gamma incomplète, qui est déterminée par :

Γ(0, pτU) =
∫ pτU

0

e−p

p
dp (E.71)
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Annexe F

Influence des paramètres sur le
comportement global de la
maçonnerie selon le modèle "E.C-T"

F.1 Cas du mortier S7 à l’état sain (cellule périodique 1D)

Pour chaque modèle rhéologique de mortier, de Burgers, de MM et USBR [83], on propose
d’exprimer la fonction de fluage Sm(t) et la fonction visqueuse Φm(t) tel que S−1

m (t) =
E0Φm(t) où E0 = Em est le module d’Young de référence du mortier i.e. à l’instant initial
t0. Les essais de compression uniaxiaux réalisés sur des échantillons de maçonnerie dans les
travaux de Choi et al., [83] montrent que la fonction visqueuse de la maçonnerie dépend de
la durée t0, de l’humidité et de la résistance à la compression. On s’intéressera alors tout
d’abord à l’ensemble d’échantillons S7 qui présente une humidité de 35% avec un module
d’Young E(t0) = 7700 MPa à t0 = 28 jours. Le rapport entre la contrainte de compression
maintenue σ0 et la résistance de compression fc est σ0/fc = 18%. Notons de plus que le
modèle USBR (S7) est utilisé dans les travaux de Cecchi et Tralli [36] pour une colonne
1D avec un mortier sain.
Les évolutions temporelles des fonctions de fluage Sm(t) et visqueuse Φm(t) sont présen-
tées dans les équations (F.1), (F.2) pour le modèle USBR ; (F.3) (F.4) pour le modèle de
Burgers et (F.5), (F.6) pour le modèle de MM.

– Modèle USBR (S7) :

SmUSBR(t) = 1
E(t0) + FU ln

(
t− t0
τU

+ 1
)

(F.1)

avec FU = 1, 4.10−5 (MPa−1), τU = 1 jour, E(t0) = 7700 MPa.
L’équation (3.109) permet de déduire la fonction visqueuse associée à ce modèle :

Φm
USBR(t) = 1

1 + FUE(t0)ln( t−t0
τU

+ 1) = 1
1 + 0, 1078ln(t− 27) (F.2)

– Modèle de Burgers (S7) : dans ce cas, la fonction de fluage du mortier sain est :

SmBu(t) = 1
E(t0) + A

Lv1
(t− t0) + Aα2

L
(1− e−(t−t0)/τB) (F.3)
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avec v1 = ηA/L = 5, 85.107 MPa.m, α2 = 4, 1.10−4 (MPa.m)−1, τB = 1, 4 jours, A
L

=
Su

α2E(t0) avec Su = 1, 3 et E(t0) = 7700 MPa. L et A sont respectivement la longueur et
la surface de l’échantillon soumis au chargement. La fonction visqueuse s’écrit :

Φm
Bu(t) = 1

1 + E(t0) A

Lν1
(t− t0) + E(t0)Aα2

L
(1− e−(t−t0)/τB)

= 1
2, 2984 + 5, 42.10−5t− 1, 3.e(20−0,71428t) (F.4)

– Modèle de MM (S7) : pour ce modèle, la fonction de fluage est donnée par :

SmMM(t) = 1
E(t0)

[
Ju + (1− Ju)e−(t−t0)/τMM

]
(F.5)

avec Ju = 1, 3 et τMM = 34, 9 jours.
La fonction visqueuse est :

Φm
MM(t) = 1

Ju + (1− Ju).e−(t−t0)/τMM
= 1

1, 3− 0, 3.e−(t−28)/34,9 (F.6)

Les variations de Φm(t) et de Sm(t) en fonction du temps sont reportées sur la figure
(F.1). On remarque que l’estimation de MM s’approche de celle de USBR pour t de 200
à 600 jours. La fonction Φm(t) estimée par le modèle de Burgers décroissent très rapide-
ment vers des valeurs qui évoluent très peu en fonction du temps mais qui tendent vers
une asymptote nulle pour t très grand (par exemple, après 10 jours, Φm(t) = 0, 432 mais
après 600 jours, cette valeur est de 0, 428 et Φm(t) = 0, 1 à t = 390 ans). Φm(t) estimée
par le modèle de USBR tendent très lentement vers 0. Au contraire, celle du modèle de
MM tendent vers une asymptote non nulle quand t n’est pas très grand (t = 200 jours).
Les nombres de jours choisis pour chaque modèle satisfont la condition "quasi-constante"
de la fonction visqueuse (t = 38 jours pour le modèle de Burgers, t = 228 jours pour le
modèle de MM, et t = 6000 jours pour celui de USBR).

Figure F.1 – Évolution des fonctions visqueuse Φm(t) et de fluage Sm(t) pour le mortier S7 de type
Burgers, MM et USBR.

Les évolutions de C̃nn(t,ξ)
C̃nn(t0) en fonction du temps sont reportées à la figure (F.2).

Estimation de la rigidité effective normale pour différents rapports ξ = eh/a et
α = Eb/Em

Voir les figures (F.3) à (F.8).
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Figure F.2 – Cas 1D, mortier (S7) à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ sur l’évolution
temporelle de C̃nn(t,ξ)

C̃nn(t0) pour les modèles de USBR (a), Burgers (b) et MM (c).

Figure F.3 – Cas 1D, mortier (S7) de type USBR à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ et
du ratio α = Eb/Em sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas α fixé.
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Figure F.4 – Cas 1D, mortier (S7) de type Burgers à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ
et du ratio α = Eb/Em sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas α fixé.

Figure F.5 – Cas 1D, mortier (S7) de type MM à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ et
du ratio α = Eb/Em sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas α fixé.
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Figure F.6 – Cas 1D, mortier (S7) de type USBR à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ et
du ratio α = Eb/Em sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas ξ fixé.

Figure F.7 – Cas 1D, mortier (S7) de type Burgers à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ
et du ratio α = Eb/Em sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas ξ fixé.
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Figure F.8 – Cas 1D, mortier (S7) de type MM à l’état sain : influence du paramètre géométrique ξ et
du ratio α = Eb/Em sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas ξ fixé.

167



F.2. CAS D’UNE CELLULE PÉRIODIQUE 1D AVEC MORTIER MICROFISSURÉ

F.2 Cas d’une cellule périodique 1D avec mortier microfissuré

Estimation de la rigidité effective normale C̃nn

- Influence du paramètre géométrique (ξ = eh

a
) et du ratio α = Eb/Em :

En fixant la valeur de dc (dc = 0, 0, dc = 0, 1 et dc = 0, 2), on trace les évolutions de C̃nn
en fonction du temps pour différents rapports ξ et α (cf. figures (F.9) à (F.13)).
- Influence du ratio α = Eb/Em et de dc (cf. figures F.14 et F.15) :
Pour le modèle de Burgers, on observe que la rigidité normale C̃nn décroît rapidement avec
dc et qu’au-delà de 10 jours, le rapport α = Eb/Em influence peu l’évolution de C̃nn en
fonction de dc (à t=90 jours, les courbes de C̃nn sont quasiment confondues pour tout α).
Pour le modèle de MM (figure F.15), on constate qu’au-delà de t = 5 jours le rapport α
n’affecte plus les évolutions de C̃nn et que C̃nn dépend sensiblement de la densité de fissures
dc.

Figure F.9 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type Burgers (a) et MM (b) : influence du paramètre
dc sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas de briques rigides et ξ = 0, 1.
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Figure F.10 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type Burgers : influence du paramètre géométrique
ξ sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas Eb = Em(t0, dc) (a) et cas Eb =
100Em(t0, dc) (b).

Figure F.11 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type MM : influence du paramètre géométrique
ξ sur l’évolution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas Eb = Em(t0, dc) (a) et cas Eb =
100Em(t0, dc) (b).

169



F.2. CAS D’UNE CELLULE PÉRIODIQUE 1D AVEC MORTIER MICROFISSURÉ

Figure F.12 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type Burgers : influence du paramètre dc sur l’évo-
lution temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas Eb = Em(t0, dc) (a) et cas Eb = 100Em(t0, dc)
(b).

Figure F.13 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type MM : influence du paramètre dc sur l’évolution
temporelle de la rigidité effective normale C̃nn, cas Eb = Em(t0, dc) (a) et cas Eb = 100Em(t0, dc) (b).
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Figure F.14 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type Burgers : évolutions temporelles de la rigidité
effective normale C̃nn avec dc variable et pour différents ratios α = Eb/Em, ξ = 0, 1

Figure F.15 – Cas 1D, mortier hybride microfissuré de type MM : évolutions temporelles de la rigidité
effective normale C̃nn avec dc variable et pour différents ratios α = Eb/Em, ξ = 0, 1.
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F.3 Cas d’un mur 2D

F.3.1 Cas de cellule périodique 2D avec mortier sain

Influence du ratio α = Eb/Em

Les données matériau du mortier de l’ensemble d’échantillons S7 [83] sont utlisées pour
déduire les fonction de fluage de mortiers de type USBR (figures (F.16)), Burgers (figures
(F.17)) et MM (figures (F.18)).

Figure F.16 – Cas 2D : influence du ratio α = Eb/Em sur C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) et C̃iiii/C̃ijij(t,ξ)
C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)

pour le
modèle de USBR (S7).

Les résultats des figures (F.16), (F.17), (F.18) montrent des raideurs effectives qui dé-
pendent sensiblement du rapport Eb/Em. Le cas homogène Em(t0) = Eb est faiblement
dépendant du temps à l’opposé des autres cas (α > 1). La figure (F.17)-a associée au
mortier de type Burgers montre une raideur effective qui décroît rapidement vers la valeur
asymptotique 0, 42 (après 10 jours) alors que celle de MM reste constante égale à 0, 78
(après 160 jours). La valeur asymptotique du modèle de Burgers est moins élevée que celle
de MM. Le modèle de USBR ne montre pas de valeur asymptotique même après 6000 jours
(16,4 ans). De plus, pour tous les modèles, les rapports présentés sur les figures (F.16)-b,
(F.17)-b, (F.18)-b montrent que C̃1111 décroît plus rapidement que C̃1212, mais on constate
l’inverse pour C̃2222.
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Figure F.17 – Cas 2D : influence du ratio α = Eb/Em sur C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) et C̃iiii/C̃ijij(t,ξ)
C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)

pour le
modèle de Burgers (S7).

Figure F.18 – Cas 2D : influence du ratio α = Eb/Em sur C̃ijkl(t, ξ)/C̃ijkl(t0) et C̃iiii/C̃ijij(t,ξ)
C̃iiii(t0)/C̃ijij(t0)

pour le
modèle de MM (S7).
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F.3.2 Cas microfissuré 2D

Influence de la densité de fissures dc

Figure F.19 – Cas 2D, mortier hybride de type Burgers : évolutions de la rigidité effective C̃Bu2222(dc)
(MPa) pour dc fixé à dc = 0 (a) et à dc = 0, 2 (b), ou pour t fixé à 1 jour (c) et à 100 jours (d).

Figure F.20 – Cas 2D, mortier hybride de type Burgers : évolutions de la rigidité effective C̃Bu1212(dc)
(MPa) pour dc fixé à dc = 0 (a) et à dc = 0, 2 (b), ou pour t fixé à 1 jour (c) et à 100 jours (d).
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Figure F.21 – Cas 2D, mortier hybride de type MM : évolutions de la rigidité effective C̃MM
2222 (dc) (MPa)

pour dc fixé à dc = 0 (a) et à dc = 0, 2 (b), ou pour t fixé à 1 jour (c) et à 100 jours (d).

Figure F.22 – Cas 2D, mortier hybride de type MM : évolutions de la rigidité effective C̃MM
1212 (dc) (MPa)

pour dc fixé à dc = 0 (a) et à dc = 0, 2 (b), ou pour t fixé à 1 jour (c) et à 100 jours (d).
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Annexe G

Modèles proposés pour le
comportement global des
maçonneries

G.1 Modèle micromécanique : schéma de MT et inversion directe
de TLC

Ce modèle ("MT+ITLC") repose sur deux étapes : la première consiste à homogénéiser le
comportement du mortier v.l.n.v. microfissuré comme indiqué à la section (3.3) selon la
démarche suivie par S.T. Nguyen et al. [106]. À la seconde étape, on propose d’estimer le
comportement global de l’assemblage briques/mortier à l’aide de l’estimation classique de
Mori-Tanaka [11]. Cela suppose que les briques sont assimilées à des inclusions ellipsoïdales
(ou sphériques) disposées selon une distribution aléatoire (ou parallèle) dans une matrice
de mortier. Comme le comportement de la matrice (mortier) est viscoélastique de type
MM par exemple, caractérisé dans l’espace symbolique par six paramètres keR(dc), keM(dc),
ηsM(dc) (cf. équation (E.55)), µeR(dc), µeM(dc) et ηdM(dc) (cf. (E.57)), le comportement global
de la maçonnerie estimé par le modèle est aussi viscoélastique. Celui-ci peut être approché
par le modèle de MM. Cela simplifiera l’étape d’inversion de la TLC de l’estimation globale
de MT.

En effet, dans le cas élastique, si les estimations globales de MT de l’assemblage brique/mortier
sont données par :

k̃MT =

 (1− ϕb)

km + 4µm
3

+ ϕb

kb + 4µm
3


−1

− 4µm
3 (G.1)

µ̃MT =
(

(1− ϕb)
µm + a

+ ϕb
µb + a

)−1

− a (G.2)

avec a = µm
6

9km + 8µm
km + 2µm

. kb, µb et ϕb sont respectivement le module de compressibilité, de
cisaillement et la fraction volumique des inclusions de briques.
Pour le problème viscoélastique, l’approche de Mori-Tanaka permet d’estimer les modules

176



G.1. MODÈLE MICROMÉCANIQUE : SCHÉMA DE MT ET INVERSION DIRECTE DE TLC

de compressibilité et de cisaillement effectif apparents de la maçonnerie micro-fissurée dans
l’espace de LC comme suit (cf. (G.1) et (G.2)) :

k̃∗mb =

 1− ϕb
k̃∗m + 4µ̃∗m

3

+ ϕb

kb + 4µ̃∗m
3


−1

− 4µ̃∗m
3 (G.3)

µ̃∗mb =
(

1− ϕb
µ̃∗m + a∗m

+ ϕb
µb + a∗m

)−1

− a∗m (G.4)

où a∗m = µ̃∗m
6

9k̃∗m + 8µ̃∗m
k̃∗m + 2µ̃∗m

, k̃∗m = k̃∗(dc) et µ̃∗m = µ̃∗(dc) (cf. équations (E.51), (E.56)) sont

respectivement les modules apparents de compressibilité et de cisaillement du mortier mi-
crofissuré.
Pour éviter la complexité due à la transformation inverse de la TLC, on suppose que le
comportement viscoélastique effectif du mélange est similaire au comportement viscoélas-
tique de la matrice définie par le même modèle rhéologique (i.e. du modèle de MM). Les
modules de compressibilité et de cisaillement effectif apparents (G.3) et (G.4) sont alors
approchés par :

k̃MM∗
mb = k̃eR(dc, ϕb) +

[
1

k̃eM(dc, ϕb)
+ 3
pη̃sM(dc, ϕb)

]−1

(G.5)

µ̃MM∗
mb = µ̃eR(dc, ϕb) +

[
1

µ̃eM(dc, ϕb)
+ 3
pη̃dM(dc, ϕb)

]−1

(G.6)

où les paramètres k̃eR(dc, ϕb), k̃eM(dc, ϕb), µ̃eR(dc, ϕb), µ̃eM(dc, ϕb), η̃sM(dc, ϕb), η̃dM(dc, ϕb) sont
à identifier avec les quasi-égalités k̃∗mb ≈ k̃MM∗

mb , µ̃∗mb ≈ µ̃MM∗
mb des développements en série

au voisinage de 0 et de l’infini des modules effectifs apparents.
Ainsi, on développe des formules explicites pour les propriétés viscoélastiques effectives
de la maçonnerie en faisant correspondre le comportement à court et long termes et en
validant les formules développées dans une situation transitoire. Les développements en
série de k̃∗mb (G.3) et µ̃∗mb (G.4) sont :

Au voisinage de p = 0 : k̃∗mb = A+ pB +O(p2), µ̃∗mb = E + pF +O(p2) (G.7)
Au voisinage de p =∞ : k̃∗mb = C +O(1/p), µ̃∗mb = G+O(1/p) (G.8)

où A, B, C, E, F et G sont fonctions des propriétés viscoélastiques du mortier, de la
densité des fissures, des propriétés élastiques de la brique et de la fraction volumique des
inclusions de brique.

A = 1
ϕb

kb + 4µeR(dc)
3

+ (1− ϕb)

keR(dc) + 4µeR(dc)
3

− 4µeR(dc)
3

B = (1− ϕb)[ηsM(dc)(3kb + 4µeR(dc))2 + 18ϕbηdM(dc)(keR(dc)− kb)2]
3[(3kb + 4µeR(dc)) + 3ϕb(keR(dc)− kb)]2
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C = 1
ϕb

kb + C1
+ (1− ϕb)
keR(dc) + keM(dc) + C1

− C1

E = 1
ϕb

µb + E1
+ (1− ϕb)
µeR(dc) + µeM(dc) + E1

− E1

F =
F2F4

(
(1− ϕb) F1+3F5ηdM (dc)

F4(E1+µeR(dc)) + ϕb
F1

F2(E1+µb)

)
6F5(F2 + F3ϕb)

(
1−ϕb

E1+µeR(dc) + ϕb
E1+µb

) − F1

6F5

G = 1
ϕb

µb +G1
+ (1− ϕb)
µeR(dc) + µeM(dc) +G1

−G1 (G.9)

avec

C1 = 4
3(µeR(dc) + µeM(dc)), E1 = µeR(dc)(9keR(dc) + 8µeR(dc))

6(keR(dc) + 2µeR(dc))

G1 = (µeR(dc) + µeM(dc))(9(keR(dc) + keM(dc)) + 8(µeR(dc) + µeM(dc)))
6((keR(dc) + keM(dc)) + 2(µeR(dc) + µeM(dc)))

F1 = µeR(dc)[4ηdM(dc) + 3ηsM(dc)] + 1
2η

d
M(dc)[9keR(dc) + 8µeR(dc)]− E1[6ηdM(dc) + 2ηsM(dc)]

F2 = 6µbkeR(dc) + 12µbµeR(dc) + 9keR(dc)µeR(dc) + 8µeR2(dc)
F3 = 6[keR(dc)µeR(dc) + 2µeR2(dc)− keR(dc)µb − 2µeR(dc)µb]
F4 = 5µeR(dc)(3keR(dc) + 4µeR(dc)), F5 = keR(dc) + 2µeR(dc) (G.10)

Le développement en série de k̃∗mb (G.5) et µ̃∗mb (G.6) au voisinage de p = 0 donne (voir
(E.43)) :

k̃∗mb = k̃eR(dc, ϕb) + p
η̃sM(dc, ϕb)

3 +O(p2)

µ̃∗mb = µ̃eR(dc, ϕb) + p
η̃dM(dc, ϕb)

3 +O(p2) (G.11)

et au voisinage de p =∞, on a (voir (E.44)) :

k̃∗mb = k̃eR(dc, ϕb) + k̃eM(dc, ϕb) +O(1/p)
µ̃∗mb = µ̃eR(dc, ϕb) + µ̃eM(dc, ϕb) +O(1/p) (G.12)

La combinaison de (G.7) et (G.8) avec (G.11) et (G.12) nous permet d’identifier les modules
et les caractéristiques visqueuses suivants du modèle de MM :

k̃eR(dc, ϕb) = A, k̃eM(dc, ϕb) = C − A
µ̃eR(dc, ϕb) = E, µ̃eM(dc, ϕb) = G− E
η̃sM(dc, ϕb) = 3B, η̃dM(dc, ϕb) = 2F (G.13)

Pour valider cette approximation dans une situation transitoire, on considère un cas de
fluage sous une contrainte macroscopique sphérique imposée (3.97). La déformation ma-
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croscopique approchée s’écrit (cf. (3.100)) :

ε̄nn(dc, ϕb, t) =
(

1
3k̃eR(dc, ϕb)

− k̃eM(dc, ϕb)
3k̃eR(dc, ϕb)(k̃eR(dc, ϕb) + k̃eM(dc, ϕb))

e−t/t2(dc,ϕb)
)
.Σ0

(G.14)

où

t2(dc, ϕb) = [k̃eR(dc, ϕb) + k̃eM(dc, ϕb)] ∗ ηsM(dc, ϕb)
3k̃eR(dc, ϕb).k̃eM(dc, ϕb)

(G.15)

La solution exacte est obtenue par la transformation inverse de la relation suivante :

ε̄∗nn = Σ0

3k̃∗mb
(G.16)

où k̃∗mb est donné par (G.3).
La validation en terme de déformation globale ε̄nn de l’approximation de la solution globale
"exacte" est montrée aux figures (G.1) et (G.2) respectivement pour différentes valeurs de
dc (dc = 0; 0, 1; 0, 2) et de ϕb (ϕb = 0, 7; 0, 8; 0, 9).
La figure (G.3) montre les estimations des modules élastiques et coefficients de viscosité
effectifs de la maçonnerie v.l.n.v. microfissurée selon le modèle de MT classique.

Figure G.1 – Comparaison entre la solution réelle et l’approximation par le modèle de MM - Compor-
tement des maçonneries microfissurées. Les coefficients du mortier hybride sain sont donnés dans la table
(3.2), Eb = 11000 MPa, νb = 0, 2, ϕb = 0, 8.

La figure (G.4) montre que le modèle "MT+ITLC" peut donner des résultats cohérents avec
le calcul numérique dans le cas où les briques sont légèrement plus raides que le mortier.

G.2 Approche numérique : modèle incrémental

Anthoine et al. [24] ont proposé un modèle d’homogénéisation périodique d’une maçon-
nerie dont les composants ont un comportement élastique linéaire. Toutefois, ce modèle
ne peut pas être appliqué directement à une maçonnerie dont l’un des constituants est
viscoélastique linéaire. La TLC est l’une des façons permettant de passer de l’espace des
temps réels à l’espace symbolique où le comportement du constituant v.l.n.v devient élas-
tique linéaire. Autrement, il est possible d’utiliser une méthode numérique basée sur la
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Figure G.2 – Comparaison entre la solution réelle et l’approximation par le modèle de MM - Compor-
tement des maçonnerie microfissurée. Les coefficients du mortier hybride sain sont donnés dans la table
(3.2), Eb = 11000 MPa, νb = 0, 2, dc = 0, 1.

Figure G.3 – Estimations des modules du comportement effectif d’une maçonnerie viscoélastique micro-
fissurée selon le modèle "MT+ITLC". Les propriétés du mortier hybride sain de type MM sont données
dans la table (3.2), Eb = 11000 MPa et νb = 0, 2.
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Figure G.4 – Comparaison des modules Ẽ11, Ẽ22 et µ̃12 et coefficient ν̃12 pour Eb = Em - cas sain
(cf. section (3.4.3.1)) (a) et Eb ≈ 2Em(t0) - cas microfissuré (cf. section (3.4.3.2)) (b) issus des modèles
numérique et micromécanique "MT+ITLC".
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procédure incrémentale sans passer par la conversion de la TLC. Ce schéma numérique fait
appel à la méthode des différences finies qui permet d’approcher les fonctions dérivées ä et
ȧ comme cela a été proposé par S.T. Nguyen et al. [40, 90] lors de l’étude du fluage d’un
béton de type Burgers. Ainsi, comme montré ci-dessous, cette démarche sera suivie pour
une maçonnerie avec mortier v.l.n.v de type MM.

G.2.1 Forme incrémentale de la loi de MM

Comme mentionné précédemment, la fonction dérivée par rapport au temps de ȧ peut être
approchée par :

ȧ ' a(t+ dt)− a(t)
dt

(G.17)

Rappelons que la loi de MM est écrite dans (3.72). En introduisant (G.17) dans (3.72),
celle-ci devient :(

SvM + SeM
dt

)
σ(t+ dt)− SeM

dt
σ(t) =

(
X + Y

dt

)
ε(t+ dt)− Y

dt
ε(t) (G.18)

On pose :

X + Y
dt

= c1J + c2K,
Y
dt

= c3J + c4K, SvM + SeM
dt

= c5J + c6K,
SeM
dt

= c7J + c8K

(G.19)
avec

c1 = 3keR
ηsM

+ 1
dt

(1 + keR
keM

), c2 = 2µeR
ηdM

+ 1
dt

(1 + µeR
µeM

)

c3 = 1
dt

(1 + keR
keM

), c4 = 1
dt

(1 + µeR
µeM

)

c5 = 1
ηsM

+ 1
dt

1
3keM

, c6 = 1
ηdM

+ 1
dt

1
2µeM

c7 = 1
dt

1
3keM

, c8 = 1
dt

1
2µeM

La relation (G.18) peut alors se réécrire sous la forme :

(c5J + c6K)σ(t+ dt)− (c7J + c8K)σ(t) = (c1J + c2K)ε(t+ dt)− (c3J + c4K)ε(t) (G.20)

Levin [58] a présenté son théorème qui permet d’aborder l’homogénéisation des matériaux
à constituants élastiques linéaires avec précontrainte ou déformation initiale. Le champ de
contrainte macroscopique à l’instant t+ dt s’écrit sous la forme :

σ(t+ dt) = CINC
MM : ε(t+ dt) + σpMM(t) (G.21)

où σpMM(t) est la précontrainte, qui a l’expression comme suit :

σpMM(t) = −
(
c3

c5
J + c4

c6
K
)
ε(t) +

(
c7

c5
J + c8

c6
K
)
σ(t) (G.22)

Et le tenseur de rigidité fictif CINC
MM :

CINC
MM = c1

c5
J + c2

c6
K (G.23)
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On note que : (
c3

c5
J + c4

c6
K
)
ε(t) =

(
c7

c5
J + c8

c6
K
)
σRM(t) (G.24)

avec σRM(t) = Ce
RMε(t), Ce

RM = C |t=0= Ce
M + Ce

R.
Remarquons que les coefficients ci dépendent explicitement du pas de temps choisi et que
la relation (G.21) qui lie σ(t + dt) à ε(t + dt) est formellement semblable à une équation
d’état élastique linéaire avec une précontrainte σpMM(t).
Pour l’algorithme de calcul incrémental du comportement d’un mortier v.l.n.v. de type
MM, on procède comme suit.
À l’instant t1 = 0, la réponse instantanée est élastique. Seules les parties élastiques du
ressort et de Maxwell contribuent à la rigidité du matériau. La loi de comportement (G.21)
s’écrit :

σ1 = Ce
RM : ε1 (G.25)

où Ce
RM = Ce

R +Ce
M . À cet instant, la rigidité K1 de la structure est fonction de la rigidité

Ce
RM et du maillage. La relation entre le vecteur des déplacements nodaux et le vecteur des

forces f1 est :

u1 = K−1
1 .f1 (G.26)

À partir de u1, on a la contrainte et la déformation par la loi de comportement élastique
à l’instant souhaité selon la relation (G.21), avec la précontrainte σp(t) calculée à l’instant
précédent. Ainsi, pour l’instant t2 = dt, la relation linéaire entre ε2 et σ2 s’écrit :

σ2 = C : ε2 + σp1 (G.27)

où σp1 = 0 (cf. (G.24) et (G.25)). Ainsi, ε2 et σ2 sont déterminés par des calculs élastiques :
σ2 = C : ε2 ou ε2 = C−1 : σ2.
Pour l’instant ti = (i − 1) ∗ dt avec i > 2, la contrainte σi et la déformation εi sont liées
par la relation (G.21) avec σpi−1 non nul déterminé par (G.22).

G.2.2 Validation de la procédure incrémentale sur l’exemple d’une sphère
creuse

Figure G.5 – Maillage de la sphère creuse, [106]
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On étudie maintenant le comportement de fluage d’une sphère creuse (voir figure (G.5))
soumise à une traction Σ = Σ0.i sur son bord l3 et une pression unité fictive sur le bord l1
qui donne la force nodale P . La déformation macroscopique est déterminée par :

ε = ϕεp + (1− ϕ)εs (G.28)

où ϕ est le fraction volumique de la phase poreuse. εs est la moyenne du champ de défor-
mation de la phase solide, donnée par :

εs = 1
Ωs

∫
Ωs

tr(ε)
3 dΩ (G.29)

La déformation moyenne du pore s’écrit sous la forme :

εp = P.U

3.Ωp
(G.30)

avec U le vecteur des déplacements nodaux. Ωs et Ωp sont les volumes de la phase solide
et poreuse, respectivement. La méthode des éléments finis nous permet de calculer la dé-
formation ε à l’instant t.

Pour valider le calcul numérique, on détermine analytiquement cette déformation en utili-
sant la relation bien connue pour le cas élastique :

ε = Σ0

3k(ϕ) (G.31)

où k est le module de compressibilité effectif de la sphère estimé par le modèle de Hashin

k(ϕ) = ks

(
1− ϕ 3ks + 4µs

3ϕks + 4µs

)
. Comme le matériau est viscoélastique linéaire, la déforma-

tion E est obtenue par l’inversion de la TLC de ε∗ donnée par :

ε∗ = Σ0

3k∗(ϕ) (G.32)

où k∗(ϕ) = k∗
(

1− ϕ 3k∗ + 4µ∗
3ϕk∗ + 4µ∗

)
, k∗ et µ∗ sont définis par (E.19). En utilisant les données

viscoélastiques de la table (3.2) [101] pour un mortier hybride de type MM, on obtient les
déformations macroscopiques analytiques et numériques montrées dans la figure (G.6). Avec
dt suffisamment petit (i.e dt = 104 s), on a une très bonne validation entre ces deux calculs.

G.2.3 Application à la maçonnerie v.l.n.v. microfissurée

Dans les sections (G.2.1) et (G.2.2) nous avons proposé et validé la procédure incrémentale
permettant d’obtenir le comportement d’un mortier viscoélastique microfissuré à l’instant
t. Les calculs sont réalisés pas à pas avec la méthode des éléments finis sur un VER (voir
figure (1.20)-b) en utilisant la loi de comportement rhéologique exacte du mortier (i.e.
Maxwell modifié) par une formulation incrémentale. Dans cette partie, une expérimenta-
tion numérique sera effectuée afin de vérifier l’évolution de la fonction de fluage du mortier
et les rigidités effectives pour différents rapports entre le module d’Young de la brique et du
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Figure G.6 – Déformation de fluage pour la fraction volumique ϕ = 0, 125.

mortier, Eb/Em. Ces calculs sont menés pour dt = 104 s qui est suffisamment petit comme
montré à l’étape de validation (cf. figure (G.6)). Les briques et le mortier sont supposés
parfaitement collés (cas sans interface).

Notons que la relation entre la précontrainte σpMM exprimée à l’instant précédent t dans le
mortier (voir (G.22)) et la force nodale fictive Pi est :

Pi = Am : σpMM (G.33)

avec Am transformation des contraintes en forces.
La précontrainte σpMM est alors transformée en force nodale fictive sur le mortier selon
cette relation. On constitue ainsi un champ de forces en utilisant l’opérateur BSIGMA de
Castem. Cette force est ensuite considérée comme une force extérieure sur le mortier en
plus du chargement de déplacement au bord du VER. Alors, le comportement global de la
cellule périodique est élastique pour chaque pas du temps et s’écrit sous cette forme :

σcell(t+ dt, dc) = C̃cell(t+ dt, dc) : ε(t+ dt, dc) (G.34)

Notons que ce calcul dépend aussi de la densité de fissures dc du mortier en plus de sa
dépendance au temps. Dans ce travail, on se limite au cas sans propagation de fissures avec
dc fixé (dc = 0, 0 ou 0, 1).
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Annexe H

Résultats

H.1 Cas d’une colonne maçonnée (1D)

Voir les figures (H.1) et (H.2).

H.2 Cas d’un mur maçonné (2D)

Cas sain du mortier (S7)

Pour ces calculs, on suppose que l’instant de référence est t0 = 28 jours. Les propriétés
matériaux du mortier sont celles proposées par Choi et al. [83] de l’ensemble d’échantillons
S7 (cf. annexe (F.1)). Pour Em(t0) = 1000 MPa la fonction visqueuse (cf. (F.1)) pour le
modèle USBR (S7) est :

Φm
USBR(t) = 1

1 + FUE(t0)ln( t−t0
τU

+ 1) = 1
1 + 0, 014ln(t− 27) (H.1)

En introduisant (H.1) dans (3.116) et en rappelant que les rigidités C̃ijkl peuvent s’exprimer
en fonction des constantes de l’ingénieur : modules de cisaillement µ̃12, modules d’Young
effectifs Ẽ1, Ẽ2 et coefficients de Poisson effectifs ν̃12, ν̃21 (cf. équation (1.162)) :

C̃1111 = Ẽ1

1− ν̃12.ν̃21
, C̃2222 = Ẽ2

1− ν̃12.ν̃21
, C̃1122 = Ẽ1.ν̃21

1− ν̃12.ν̃21
, C̃1212 = µ̃12,

il est possible d’évaluer les propriétés effectives (Ẽ1, Ẽ2, ν̃12, µ̃12) d’une cellule périodique
de maçonnerie (2D) dans la table (H.1). De même, les propriétés effectives d’une cellule de
maçonnerie avec mortiers (S7) de type Burgers ou MM sont présentées dans la table (H.1).
Les résultats en termes d’évolutions de contraintes et déformations avec la coordonnée −→x
(abscisse) du mur au niveau de la coupe "A-A" pour les modèles USBR, Burgers et MM
sont reportés respectivement dans les figures (H.3), (H.4) et (H.5). La comparaison des
trois modèles rhéologiques, USBR, Burgers et MM d’un mortier (S7), est présentée sur les
figures (H.6) et (H.7).
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H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Figure H.1 – Cartes de contraintes locales σ11 (I) et σ22 (II) de la colonne maçonnée sous compression à
t = 0 jour (a) et t = 100 jours (b). Mortier hybride microfissuré ( dc = 0, 1) de type Burgers et MM - cas
de briques élastiques.
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H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Figure H.2 – Cartes de contraintes locales σ11 (I) et σ22 (II) de la colonne maçonnée sous compression à
t = 0 jour (a) et t = 100 jours (b). Mortier hybride microfissuré ( dc = 0, 1) de type Burgers et MM - cas
de briques rigides.
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H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Figure H.3 – Mortier (S7) de type USBR à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et déformations
ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A".
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H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Figure H.4 – Mortier (S7) de type Burgers à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et déformations
ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A".

190



H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Figure H.5 – Mortier (S7) de type MM à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et déformations
ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A". 191



H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Modèle t (jours) Ẽ1 (MPa) Ẽ2 (MPa) ν̃12 µ̃12 (MPa)
USBR S7 28 32191, 1 4085, 0 0, 13 2055, 3

6000 29714, 1 3535, 4 0, 125 1872, 4
Burgers S7 28 32191, 1 4085, 0 0, 13 2055, 3

38 17028, 9 1431 0, 09 100, 0
MM S7 28 32191, 1 4085, 0 0, 13 2055, 3

228 26719, 1 2937, 3 0, 119 1657, 5

Table H.1 – Propriétés effectives d’une cellule périodique (2D) de maçonnerie.

Figure H.6 – Comparaison des contraintes locales pour les deux cas de chargements BC1 et BC2. Mortier
(S7) sain de type USBR (6000 jours), Burgers (38 jours) et MM (228 jours).
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H.2. CAS D’UN MUR MAÇONNÉ (2D)

Figure H.7 – Comparaison des déformations locales pour les deux cas de chargements BC1 et BC2.
Mortier (S7) sain de type USBR (6000 jours), Burgers (38 jours) et MM (228 jours).
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G.4 Comparaison des modules Ẽ11, Ẽ22 et µ̃12 et coefficient ν̃12 pour Eb = Em - cas sain (cf.
section (3.4.3.1)) (a) et Eb ≈ 2Em(t0) - cas microfissuré (cf. section (3.4.3.2)) (b) issus des
modèles numérique et micromécanique "MT+ITLC". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

G.5 Maillage de la sphère creuse, [106] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
G.6 Déformation de fluage pour la fraction volumique ϕ = 0, 125. . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

H.1 Cartes de contraintes locales σ11 (I) et σ22 (II) de la colonne maçonnée sous compression à
t = 0 jour (a) et t = 100 jours (b). Mortier hybride microfissuré ( dc = 0, 1) de type Burgers
et MM - cas de briques élastiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

H.2 Cartes de contraintes locales σ11 (I) et σ22 (II) de la colonne maçonnée sous compression à
t = 0 jour (a) et t = 100 jours (b). Mortier hybride microfissuré ( dc = 0, 1) de type Burgers
et MM - cas de briques rigides. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

H.3 Mortier (S7) de type USBR à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et déformations
ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

H.4 Mortier (S7) de type Burgers à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et déformations
ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

H.5 Mortier (S7) de type MM à l’état sain : évolution des contraintes σ22, σ12 et déformations
ε22, ε12 et ε11 au niveau de la coupe "A-A". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

H.6 Comparaison des contraintes locales pour les deux cas de chargements BC1 et BC2. Mortier
(S7) sain de type USBR (6000 jours), Burgers (38 jours) et MM (228 jours). . . . . . . . . . 192

H.7 Comparaison des déformations locales pour les deux cas de chargements BC1 et BC2. Mortier
(S7) sain de type USBR (6000 jours), Burgers (38 jours) et MM (228 jours). . . . . . . . . . 193

207





Thi Thu Nga NGUYEN
Approches multi-échelles pour des maçonneries

viscoélastiques

Résumé : Les structures maçonnées sont largement connues en génie civil comme constituant d’une partie
des bâtiments, mais également en tant que garnissages réfractaires dans des structures utilisées à hautes
températures, par exemple en sidérurgie. Malheureusement, les outils actuels ne sont pas suffisamment
puissants pour prédire le comportement de ces structures avec l’apparition de fissures et pour tenir compte
du comportement non linéaire d’un des deux constituants (le mortier par exemple).

Ce travail de thèse contribue à la modélisation multi-échelles des maçonneries classiques et des garnissages
réfractaires avec un faible coût numérique grâce à la technique d’homogénéisation périodique. Les techniques
de modélisation et de simulation du comportement des maçonneries sont présentées et développées. L’in-
fluence des lois d’interface entre briques et mortier, des paramètres géométriques et matériels, ainsi que de la
densité des fissures sur le comportement effectif des maçonneries est étudié. Trois approches (une extension
analytique de Cecchi et Tralli, une approche numérique et un modèle micromécanique) sont proposées
pour la détermination du comportement effectif d’une cellule périodique dans le cas de maçonneries avec
mortier viscoélastique microfissuré et briques saines élastiques ou rigides. Les résultats des calculs sur deux
exemples de maçonneries (1D et 2D) ont confirmé que l’approche multi-échelle est une solution appropriée
avec une grande capacité à exprimer le comportement des maçonneries viscoélastiques microfissurées. Ce
travail, limité au cas sans propagation de fissures, peut être étendu aux mortiers à comportement viscoplastique.

Mots clés : Homogénéisation, Maçonnerie, Structure périodique, Viscoélasticité, Microfissures, Trans-
formée de Laplace-Carson, Interface, Analyse asymptotique, Méthode des Éléments Finis, Approches
Multi-échelles.

Multi-scale approaches for viscoelastic masonries

Abstract : Masonry structures are widely used in civil engineering as part of buildings or in refractory linings
of structures working at high temperatures, like in steel industry. Unfortunately, the present tools are not
powerful enough to predict the behavior of these structures at their micro-cracked state and/or if one of their
constituents behaves nonlinearly (e.g. the mortar).

This research contributes to the multi-level modeling of classical masonries and refractory linings with a low
numerical cost using basically the periodic homogenization technique. Modeling and simulation techniques of
masonry behavior are presented and developped. The influence of interface law between bricks and mortar,
of geometrical and material parameters, and of crack density on the effective masonry behavior is studied.
Three approaches (analytical extension of Cecchi and Tralli, numerical approach and micromechanical
modeling) were proposed to determine the effective behavior of a periodic masonry cell with micro-cracked
viscoelastic mortar and safe elastic or rigid bricks. The results obtained on two examples of masonry (1D
and 2D) confirmed that the multi-scale approach is a suitable solution with a great ability to model the
effective behavior of microcracked viscoelastic masonry. This work, actually limited to the case without crack
propagation, could be extended to mortars with viscoplastic behavior.

Keywords : Homogenization, Masonry, Periodic Structure, Viscoelasticity, Micro-cracks, Laplace-Carson
Transform, Interface, Asymptotic Analysis, Finite Element Method, Multi-scale Approaches.
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