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♠♦✐♥" ❜♦♥" ♠♦♠❡♥("✱ ❡( ♠❡#❝✐ / ◆❛(❤❛❧✐❡ ♣♦✉# ❝❡( ❡①(#❛♦#❞✐♥❛✐#❡ ❝♦❛❝❤✐♥❣ ❞❡ (❤A"❡ ✦

❈♦♠♠❡ ❞✐#❛✐( ❧✬❛✉(#❡✱ 3✉❡❧ ❜❡❛✉ (#❛✈❛✐❧ ❞✬,3✉✐♣❡ ✦

✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡& ♠❛(✐*+❡&

▲✐"#❡ ❞❡" ❛❜()✈✐❛#✐♦♥" ✶

■♥#(♦❞✉❝#✐♦♥ ❣)♥)(❛❧❡ ✶

■ ➱#✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐6✉❡ ✺

■✳✶ ▲❡% &'❛❝*❡✉&% ♥✉❝❧'❛✐&❡% ❞✉ ❢✉*✉& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

■✳✶✳✶ ▲❡ ❝♦♥*❡①*❡ ♥✉❝❧'❛✐&❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

■✳✶✳✷ ❙♦❧❧✐❝✐*❛*✐♦♥% ❞❡% ♠❛*'&✐❛✉① ❞❡ %*&✉❝*✉&❡ ❞❡% &'❛❝*❡✉&% ♥✉❝❧'❛✐&❡% ✳ ✼

■✳✶✳✸ ❙♦❧❧✐❝✐*❛*✐♦♥% %♣'❝✐✜;✉❡% ❞❡% ♠❛*'&✐❛✉① ❞❡ %*&✉❝*✉&❡ ♣♦✉& ❧❡% &'✲

❛❝*❡✉&% ❞✉ ❢✉*✉& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■✳✷ ▲❡% ❛❝✐❡&% ❖❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

■✳✷✳✶ ❍✐%*♦&✐;✉❡ ❞❡% ❛❝✐❡&% ❖❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

■✳✷✳✷ ❈♦♠♣♦%✐*✐♦♥ ❞❡% ❛❝✐❡&% ❖❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

■✳✷✳✸ ➱❧❛❜♦&❛*✐♦♥ ❞❡% ❛❝✐❡&% ❖❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■✳✷✳✹ F&♦♣&✐'*'% ❞❡% ❛❝✐❡&% ❖❉❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

■✳✷✳✺ ❋♦&♠❛*✐♦♥ ❞❡% ♥❛♥♦✲♦①②❞❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

■✳✸ ■♥*❡&❛❝*✐♦♥% ❡♥*&❡ ❧❡% ❧❛❝✉♥❡% ❡* ❧❡% %♦❧✉*'% ❞❛♥% ❧❡ ❢❡& α ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

■✳✸✳✶ ❆♠❛% ❞❡ ❧❛❝✉♥❡% ♣✉&❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

■✳✸✳✷ ❆♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*'% ✐♥*❡&%*✐*✐❡❧% ✭❈✱ ◆ ❡* ❖✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

■✳✸✳✸ ❆♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*'% %✉❜%*✐*✉*✐♦♥♥❡❧% ✭❨ ❡* ❚✐✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✳✹ ❈♦♥❝❧✉%✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

■■ ▼)#❤♦❞❡" ✸✸

■■✳✶ ❉'♠❛&❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■■✳✷ ❈❛❧❝✉❧% ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■✳✷✳✶ ❚❤'♦&✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥%✐*' ✭❉❋❚✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■✳✷✳✷ ❋♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬'❝❤❛♥❣❡ ❡* ❞❡ ❝♦&&'❧❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

■■✳✷✳✸ F%❡✉❞♦✲♣♦*❡♥*✐❡❧% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

■■✳✷✳✹ ❇❛%❡% ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥% ❞✬♦♥❞❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

■■✳✷✳✺ ❉❡%❝&✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❛♣♣&♦①✐♠❛*✐♦♥% ❝❤♦✐%✐❡% ♣♦✉& ❧❡% ❝❛❧❝✉❧% ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✳ ✸✾

✐✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

■■✳✷✳✻ ❉./❡1♠✐♥❛/✐♦♥ ❞❡8 ♣1♦♣1✐./.8 ❞✉ 8②8/<♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

■■✳✸ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❡♥ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✬❛♠❛8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

■■■ ➱"✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡& ♣(♦♣(✐+"+& +♥❡(❣+"✐.✉❡& ❞❡& ❛♠❛& ❧❛❝✉♥❡&✲

&♦❧✉"+& ✐♥"❡(&"✐"✐❡❧& ✭❈✱ ◆ ❡" ❖✮ ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α ✺✺

■■■✳✶ E1♦♣1✐./.8 ❞❡ ♠✐8❡ ❡♥ 8♦❧✉/✐♦♥ ❞❡8 8♦❧✉/.8 ✐♥/❡18/✐/✐❡❧8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

■■■✳✶✳✶ ❙✐/❡8 ✐♥/❡18/✐/✐❡❧8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

■■■✳✶✳✷ ❙✐/❡8 8✉❜8/✐/✉/✐♦♥♥❡❧ ❡/ ❞.❧♦❝❛❧✐8. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

■■■✳✷ ❆♥❛❧②8❡ ❞❡8 ✐♥/❡1❛❝/✐♦♥8 8♦❧✉/.✲8♦❧✉/. ✐♥/❡18/✐/✐❡❧8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

■■■✳✸ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ❛♠❛8 ❧❛❝✉♥❡8✲8♦❧✉/.8 ✐♥/❡18/✐/✐❡❧8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

■■■✳✸✳✶ ❆♠❛8 ❝♦♥/❡♥❛♥/ ❞❡8 8♦❧✉/.8 ❞✬✉♥❡ ♠K♠❡ ❡8♣<❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

■■■✳✸✳✷ ❆♠❛8 ❝♦♥/❡♥❛♥/ ❞❡8 8♦❧✉/.8 ❞❡ ❞✐✛.1❡♥/❡8 ❡8♣<❝❡8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

■■■✳✹ ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

■❱ ➱"✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐"+ ❞❡& ❛♠❛& ❧❛❝✉♥❡&✲&♦❧✉"+& ✐♥"❡(&"✐✲

"✐❡❧& ✭❈✱ ◆ ❡" ❖✮ ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α ✽✶

■❱✳✶ ➱✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛11✐<1❡ ❞❡ ♠✐❣1❛/✐♦♥ ❞❡8 8♦❧✉/.8 ✐♥/❡18/✐/✐❡❧8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

■❱✳✷ ▼.❝❛♥✐8♠❡8 ❞❡ ♠✐❣1❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐1❡ ❖2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

■❱✳✸ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ♠.❝❛♥✐8♠❡8 ❞❡ ♠✐❣1❛/✐♦♥ ❞❡8 ♣❛✐1❡8 ❧❛❝✉♥❡✲8♦❧✉/.

✐♥/❡18/✐/✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■❱✳✹ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ♠.❝❛♥✐8♠❡8 ❞❡ ♠✐❣1❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛8 V X2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

■❱✳✺ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ♠.❝❛♥✐8♠❡8 ❞❡ ♠✐❣1❛/✐♦♥ ❞❡8 ❛♠❛8 V2X ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

■❱✳✻ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ♠.❝❛♥✐8♠❡8 ❞❡ ♠✐❣1❛/✐♦♥ ❞❡8 ❛♠❛8 V3X ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

■❱✳✼ ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

❱ ➱"✉❞❡ ♣❛( ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✬❛♠❛& ❞❡ ❧✬❡✛❡" ❞❡& ♣❡"✐"& ❛♠❛& ♠♦❜✐❧❡&

❧❛❝✉♥❡&✲♦①②❣D♥❡ ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α ✶✵✺

❱✳✶ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ❞♦♥♥.❡8 ❞✬❡♥/1.❡ ❞✉ ♠♦❞<❧❡

❧❛❝✉♥❡8✲♦①②❣<♥❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✬❛♠❛8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

❱✳✷ ▼✐8❡ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡/✐/8 ❛♠❛8 ♠♦❜✐❧❡8 ❧❛❝✉♥❡8✲♦①②❣<♥❡

✈✐❛ ❞❡8 8✐♠✉❧❛/✐♦♥8 ❡♥ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✬❛♠❛8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

❱✳✸ ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❱■ ➱"✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡& ♣(♦♣(✐+"+& +♥❡(❣+"✐.✉❡& ❡" ❝✐♥+"✐.✉❡& ❞❡& ❛♠❛&

❝♦♥&"✐"✉+& ❞❡ &♦❧✉"+& &✉❜&"✐"✉"✐♦♥♥❡❧& ✭❨ ❡" ❚✐✮ ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α ✶✷✶

❱■✳✶ E1♦♣1✐./.8 ❞❡8 8♦❧✉/.8 8✉❜8/✐/✉/✐♦♥♥❡❧8 ❞❛♥8 ❧❛ ♠❛/1✐❝❡ ❞❡ ❢❡1 α ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

❱■✳✷ ❉❡8❝1✐♣/✐♦♥ ❞❡8 ❛♠❛8 8♦❧✉/. 8✉❜8/✐/✉/✐♦♥♥❡❧✲♦①②❣<♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✐✈



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❱■✳✸ ➱/✉❞❡ ❞❡3 ♣5♦♣5✐8/83 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉/83 3✉❜3/✐/✉/✐♦♥♥❡❧3 ❞❛♥3

❧❛ ♠❛/5✐❝❡ ❞❡ ❢❡5 α ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❱■✳✸✳✶ ❉❡3❝5✐♣/✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉/83 3✉❜3/✐/✉/✐♦♥♥❡❧3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❱■✳✸✳✷ ▼8❝❛♥✐3♠❡3 ❞❡ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❞✉ /✐/❛♥❡ ❡/ ❞❡ ❧✬②//5✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

❱■✳✹ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❱■■ ➱#✉❞❡ ❞✉ '(❧❡ ❞❡* ❧❛❝✉♥❡* ❡# ❞❡ ❧✬♦①②❣3♥❡ ❞❛♥* ❧❡* ♣'♦♣'✐6#6*

❞✬❛❣❣❧♦♠6'❛#✐♦♥ ❡# ❞❡ ❞✐✛✉*✐♦♥ ♣♦✉' ✉♥ *②*#3♠❡ ❨✲❚✐✲❖✲V ❞❛♥*

❧❡ ❢❡' α ✶✹✾

❱■■✳✶ ❙/❛❜✐❧✐/8 ❞❡3 ❛♠❛3 ❛✈❡❝ ❧❛ /❡♠♣85❛/✉5❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❱■■✳✷ ❍✐85❛5❝❤✐❡ ❞❡3 ♠♦❜✐❧✐/83 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

❱■■✳✸ ❈♦♠♣8/✐/✐♦♥ ❡♥/5❡ ❧❡3 ❞✐✛85❡♥/3 8❧8♠❡♥/3 ❧♦53 ❞❡ ❧✬❛❣❣❧♦♠85❛/✐♦♥ ❞❡3

❛♠❛3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❱■■✳✹ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✻✾

B✉❜❧✐❝❛#✐♦♥* ✐**✉❡* ❞❡ ❝❡* #'❛✈❛✉① ❞❡ #❤3*❡ ✶✼✺

❘6❢6'❡♥❝❡* ✶✼✼

✈



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✈✐



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡

▲✬"♥❡%❣✐❡ ♥✉❝❧"❛✐%❡ ♣♦✉%%❛✐. ❛✐❞❡% 0 ❢❛✐%❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❞"✜4 "♥❡%❣".✐5✉❡4 %"4✉❧.❛♥.

❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝%♦✐44❛♥.❡ ❡♥ "♥❡%❣✐❡✳ ▲❡4 %"4❡%✈❡4 ❡♥ "♥❡%❣✐❡ ❢♦44✐❧❡ 4✬❛♣♣❛✉✈%✐44❡♥.

❡. ❧❛ ♣%♦❞✉❝.✐♦♥ ❡♥ ❣❛③ 0 ❡✛❡. ❞❡ 4❡%%❡ ❛✉❣♠❡♥.❡✳ ▲✬"♥❡%❣✐❡ ❛.♦♠✐5✉❡ ♥❡ ♣%♦❞✉✐.

♣❛4 ❞❡ ❣❛③ 0 ❡✛❡. ❞❡ 4❡%%❡ ❡. ♣❡%♠❡. ❞✬❛44✉%❡% ✉♥❡ ♣%♦❞✉❝.✐♦♥ ❞✬"❧❡❝.%✐❝✐." ♠❛44✐✈❡
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❜❛##❡# 4♥❡'❣✐❡# ♦♥0 404 ❝❛'❛❝04'✐#4❡# ♣♦✉' ♠❡00'❡ ❡♥ 4✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡# ❡✛❡0# ❞❡# ❧❛❝✉♥❡#

#✉' ❧✬❛❣❣❧♦♠4'❛0✐♦♥ ❞❡# #♦❧✉04#✳

▲✬♦❜❥❡❝0✐❢ #✉✐✈❛♥0 ❛ ❝♦♥#✐#04 < ❞40❡'♠✐♥❡' #✐ ❝❡# ❛♠❛# ❧❛❝✉♥❡#✲#♦❧✉04# ✐♥0❡'#0✐0✐❡❧#

VnXm 40❛✐❡♥0 ♠♦❜✐❧❡#✳ )♦✉' ❝❡❧❛✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠✐# ❡♥ 4✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡# ♠4❝❛♥✐#♠❡# ❞❡
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❝❡# ❞❡✉① #♦❧✉04#✳ )✉✐#✱ ❧❡# ♣'♦♣'✐404# ❝✐♥40✐=✉❡# ❞❡# ❛♠❛# VnZ✱ n ✈❛'✐❛♥0 ❞❡ ✷ < ✹✱

♦♥0 404 4✈❛❧✉4❡#✳

➚ ❝❡ #0❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞4♠❛'❝❤❡✱ ❧❡# ♠4❝❛♥✐#♠❡# ❞❡ ❢♦'♠❛0✐♦♥ ❡0 ❞❡ ♠✐❣'❛0✐♦♥ ❞❡# ❛♠❛#

❧❛❝✉♥❡#✲#♦❧✉04# ♦♥0 404 4✈❛❧✉4# #4♣❛'4♠❡♥0✳ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# '4#✉❧0❛0# ❛ 404 '4✉♥✐ ❛✜♥
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♥❛%✉&❡❧✳ ❆✐♥9✐✱ ♣♦✉& ✉♥❡ ♠O♠❡ 1✉❛♥%✐%5 ❞✬✉&❛♥✐✉♠✱ ❧❡9 ❘◆❘ ♣❡✉✈❡♥% ♣&♦❞✉✐&❡ ✺✵ 7

✶✵✵ ❢♦✐9 ♣❧✉9 ❞✬5❧❡❝%&✐❝✐%5 1✉❡ ❧❡9 &5❛❝%❡✉&9 ❛❝%✉❡❧9 %♦✉% ❡♥ ❝♦♥9♦♠♠❛♥% ❧✬✉&❛♥✐✉♠

❛♣♣❛✉✈&✐ ✐99✉ ❞❡9 ♣&♦❝5❞59 ❞✬❡♥&✐❝❤✐99❡♠❡♥% ❞✉ ❝♦♠❜✉9%✐❜❧❡ ❞✉ ♣❛&❝ ♥✉❝❧5❛✐&❡ ❛❝%✉❡❧✳

❉❡ ♣❧✉9✱ ❧❡9 &5❛❝%❡✉&9 7 ♥❡✉%&♦♥9 &❛♣✐❞❡9 ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞❡ ♠✉❧%✐✲&❡❝②❝❧❡& ❧❡ ♣❧✉%♦♥✐✉♠

❡% ❞♦♥❝ ❞❡ ❣❛&❛♥%✐& 9❛ ♥♦♥✲♣&♦❧✐❢5&❛%✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡% ❧❛ ❞✉&5❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡9

❞5❝❤❡%9 ✉❧%✐♠❡9 9♦♥% &5❞✉✐%9 ❀ ❧❡9 ♥❡✉%&♦♥9 &❛♣✐❞❡9 %&❛♥9♠✉%❡♥% ❧❡9 ❛❝%✐♥✐❞❡9 ♠✐♥❡✉&9✱

✐❧9 %&❛♥9❢♦&♠❡♥% ❛✐♥9✐ ❝❡9 ✐9♦%♦♣❡9 &❛❞✐♦❛❝%✐❢9 7 ✈✐❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡♥ ✐9♦%♦♣❡9 7 ✈✐❡ ❝♦✉&%❡✳

❈♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞❡ 9❛ ❣&❛♥❞❡ ❡①♣5&✐❡♥❝❡ ❛❝1✉✐9❡ ❛✈❡❝ ❧❡9 &5❛❝%❡✉&9 ❘❛♣9♦❞✐❡✱ C❤5♥✐①

❡% ❙✉♣❡&♣❤5♥✐①✱ ❧❛ ❋&❛♥❝❡ ❛ ❞5❝✐❞5 ❞❡ ♣&✐✈✐❧5❣✐❡& ❧❡9 5%✉❞❡9 ❞❡9 &5❛❝%❡✉&9 7 ♥❡✉%&♦♥9

&❛♣✐❞❡9 &❡❢&♦✐❞✐9 ❛✉ 9♦❞✐✉♠ ♣♦✉& 9❡9 &5❛❝%❡✉&9 ❞✉ ❢✉%✉& ✭❋✐❣✉&❡ ■✳✶✮✳ ▲❛ ❝♦♥9%&✉❝%✐♦♥

❞✬✉♥ ♣&♦%♦%②♣❡ ❞✬✉♥ ❘◆❘ &❡❢&♦✐❞✐ ❛✉ 9♦❞✐✉♠ ❞✉ ♥♦♠ ❞✬❆❙❚❘■❉ ✭❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙♦❞✐✉♠

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡❛❝-♦0 ❢♦0 ■♥❞✉,-0✐❛❧ ❉❡♠♦♥,-0❛-✐♦♥ ✮ ❡9% ♣&5✈✉❡ ❡♥ ❋&❛♥❝❡ ♣♦✉& ✷✵✸✵✳

■❧ ♣❡&♠❡%%&❛ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❞❡ %❡9%❡& ❧❡9 ♠❛%5&✐❛✉① ❞❡ ❝X✉& ❡♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥9 &5❡❧❧❡9✳

✻



■✳✶✳ ▲❡% &'❛❝*❡✉&% ♥✉❝❧'❛✐&❡% ❞✉ ❢✉*✉&

■✳✶✳✷ ❙♦❧❧✐❝✐)❛)✐♦♥, ❞❡, ♠❛)01✐❛✉① ❞❡ ,)1✉❝)✉1❡ ❞❡, 10❛❝)❡✉1,

♥✉❝❧0❛✐1❡,

▲❡% ♠❛*'&✐❛✉① ❞❡ %*&✉❝*✉&❡ ✉*✐❧✐%'% ❞❛♥% ❧❡% &'❛❝*❡✉&% ♥✉❝❧'❛✐&❡% %♦♥* %♦✉♠✐% 4

❞❡% ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* *&5% %'✈5&❡%✱ ❡♥ ♣❛&*✐❝✉❧✐❡& ❝❡✉① %✐*✉'% 4 ♣&♦①✐♠✐*'

❞✉ ❝9✉& ❞✉ &'❛❝*❡✉&✳ ▲✬✐&&❛❞✐❛*✐♦♥✱ ❧❡% *&5% ❤❛✉*❡% *❡♠♣'&❛*✉&❡% ❡* ❧✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥*

❝❤✐♠✐<✉❡ ❝♦&&♦%✐❢ ♣&♦✈♦<✉❡♥* ❞✐✈❡&% ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥*% ❛②❛♥* ♣♦✉& ♦&✐❣✐♥❡ ❞✐✛'&❡♥*%

♠'❝❛♥✐%♠❡%✳

▲✬✐&&❛❞✐❛*✐♦♥ ❞'❣&❛❞❡ ❧❡ ♠❛*'&✐❛✉ ❞❡ ♣❧✉%✐❡✉&% ❢❛@♦♥%✳ ■❧ ♣❡✉* *♦✉* ❞✬❛❜♦&❞ B*&❡

❛❝*✐✈' ♣❛& *&❛♥%♠✉*❛*✐♦♥ ❡♥ ❡♥*&❛♥* ❡♥ ❝♦♥*❛❝* ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉① ♥❡✉*&♦♥✐<✉❡ ✿ ❧❛ ❝❛♣*✉&❡

❞❡ ♥❡✉*&♦♥% *&❛♥%❢♦&♠❡ ❧❡% ❛*♦♠❡% ❡♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ '❧'♠❡♥* <✉✐ ♣❡✉* B*&❡ &❛❞✐♦❛❝*✐❢✳

❉❡% &'❛❝*✐♦♥% ♥✉❝❧'❛✐&❡% ❞❡ *②♣❡ ✭♥✱ α✮ ♦♥* '❣❛❧❡♠❡♥* ❧✐❡✉ ❝♦♥❞✉✐%❛♥* 4 ❧❛ ❢♦&♠❛✲

*✐♦♥ ❞✬❤'❧✐✉♠✳ ❉❡ ♣❡*✐*% ❞'❢❛✉*% ❧❛❝✉♥❛✐&❡% ♣❡✉✈❡♥* ♣✐'❣❡& ❝❡* ❤'❧✐✉♠ ❧❡% &❡♥❞❛♥*

♣❧✉% %*❛❜❧❡%✳ ▲❡ %✉&♣❧✉% ❞✬❤'❧✐✉♠ ♣❡✉* ❛✐♥%✐ ♠❡♥❡& 4 ❧❛ ❢♦&♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❜✉❧❧❡% ❞❛♥%

❧❡ ♠❛*'&✐❛✉ ♣&♦✈♦<✉❛♥* %♦♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥*✳ ❯♥ ♥❡✉*&♦♥ ❡♥ ❡♥*&❛♥* ❡♥ ❝♦♥*❛❝* ❛✈❡❝ ❧❡

♠❛*'&✐❛✉ ♣❡✉* '❣❛❧❡♠❡♥* ❝&'❡& %♦✐* ✉♥❡ ♣❛✐&❡ ❞❡ ❋&❡♥❦❡❧✱ ❝♦♥%*✐*✉'❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡

❡* ❞✬✉♥ ❛✉*♦✲✐♥*❡&%*✐*✐❡❧✱ %♦✐* ❡♥❝♦&❡ ✉♥❡ ❝❛%❝❛❞❡ ❞❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥*%✱ %❡❧♦♥ ❧❛ <✉❛♥*✐*'

❞✬'♥❡&❣✐❡ *&❛♥%♠✐%❡ ❛✉ %②%*5♠❡✳ ▲❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥* ♣❛& ❛*♦♠❡ ✭❞♣❛✮ ❡%* ✉*✐✲

❧✐%'❡ ♣♦✉& <✉❛♥*✐✜❡& ❧❡% ❡✛❡*% ❞❡ ❧✬'♥❡&❣✐❡ ❝✐♥'*✐<✉❡ *&❛♥%♠✐%❡ ❛✉ ♠❛*'&✐❛✉ ♣❛& ❧❡

♥❡✉*&♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣*❛❜✐❧✐%❛♥* ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❢♦✐% ♦M ❧❡% ❛*♦♠❡% ♦♥* '*' '❥❡❝*'% ❞❡ ❧❡✉&

%✐*❡ %♦✉% ❧✬❡✛❡* ❞❡% ❝♦❧❧✐%✐♦♥% '❧❛%*✐<✉❡%✳ ❈❡ ♠'❝❛♥✐%♠❡ '*❛♥* %❡♥%✐❜❧❡ 4 ❧❛ ✈✐*❡%%❡ 4

❧❛<✉❡❧❧❡ ❧❡% ❞'❢❛✉*% %♦♥* ❝&''%✱ ❧❡ *❛✉① ❞❡ ❞♦♠♠❛❣❡ ✭❞♣❛✴%✮ ❡%* '❣❛❧❡♠❡♥* ❞'✜♥✐✳

▲❛ ❝♦♥❝❡♥*&❛*✐♦♥ ❞❡ ❞'❢❛✉*% ♣♦♥❝*✉❡❧% ❛✉❣♠❡♥*❡ ❧❛ ❢♦&♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡% ❞❡ ❞✐%✲

❧♦❝❛*✐♦♥% ♦✉ ❞❡ ❝❛✈✐*'%✳ ▲❛ ♣&'%❡♥❝❡ ❞✬❛♠❛% ❞❡ ❞'❢❛✉*% ♣♦♥❝*✉❡❧% ✭❜♦✉❝❧❡% ❞❡ ❞✐%✲

❧♦❝❛*✐♦♥%✱ ❝❛✈✐*'%✱ ❡!❝✳✮ ❜❧♦<✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❞❡% ❞✐%❧♦❝❛*✐♦♥%✱ ❝❡ <✉✐ ❝♦♥❞✉✐* ❛✉

❞✉&❝✐%%❡♠❡♥* ❡* 4 ❧❛ ❢&❛❣✐❧✐%❛*✐♦♥ ❞✉ ♠❛*'&✐❛✉✳ ▲❛ ♣&'%❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡% ❞'❢❛✉*% ♣❡✉* '❣❛✲

❧❡♠❡♥* ❛❝❝'❧'&❡& ❧❛ ❞✐✛✉%✐♦♥ ❛*♦♠✐<✉❡✱ ❡* ♣❛& ❝♦♥%'<✉❡♥* ❛✉%%✐ ❧❛ ♣&'❝✐♣✐*❛*✐♦♥ ♦✉ ❧❛

❞✐%%♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛%❡% %*❛❜❧❡%✳ ▲❡ ✢✉❛❣❡ ❞✬✐&&❛❞✐❛*✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞&❡ ❛✉%%✐ ✉♥❡ ❞'❢♦&♠❛*✐♦♥

♣❧❛%*✐<✉❡✳

➚ ❝❡&*❛✐♥❡% *❡♠♣'&❛*✉&❡% ❡* ❞✬❛♣&5% ❧❡ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛%❡ ❞✉ ♠❛*'&✐❛✉✱ ❞❡%

♣❤❛%❡% ♥♦♥ ❞'%✐&'❡% ♣&'❝✐♣✐*❡♥* ♦✉ ❛✉ ❝♦♥*&❛✐&❡ ❝❡❧❧❡% %♦✉❤❛✐*'❡% %❡ ❞✐%%♦❧✈❡♥*✳ ➚

*❡♠♣'&❛*✉&❡% '❧❡✈'❡% ❡* %♦✉♠✐% 4 ✉♥❡ ❝♦♥*&❛✐♥*❡ ✐♥❢'&✐❡✉&❡ 4 %❛ ❧✐♠✐*❡ '❧❛%*✐<✉❡✱ ❧❡

♠❛*'&✐❛✉ ♣❡✉* '❣❛❧❡♠❡♥* %❡ ❞'❢♦&♠❡& ❧❡♥*❡♠❡♥* ❞❡ ♠❛♥✐5&❡ ♣❡&♠❛♥❡♥*❡ ✿ ❝✬❡%* ❧❡

♣❤'♥♦♠5♥❡ ❞❡ ✢✉❛❣❡ *❤❡&♠✐<✉❡✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❡% ♠❛*'&✐❛✉① ❞❡ ❝9✉& %♦♥* ❡♥ ❝♦♥*❛❝* ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧♦♣♦&*❡✉& ❡* ❧❡ ❝♦♠❜✉%✲

*✐❜❧❡✳ ■❧% ❞♦✐✈❡♥* ❞♦♥❝ &'%✐%*❡& 4 ❧❛ ❝♦&&♦%✐♦♥ ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❝❤✐♠✐<✉❡% ❛❣&❡%%✐❢%✳

▲❛ ③♦♥❡ ❧❛ ♣❧✉% %♦❧❧✐❝✐*'❡ ♣❛& ❝❡% ❝♦♥❞✐*✐♦♥% %'✈5&❡% ❡%* ❧❛ ❣❛✐♥❡ <✉✐ ❡%* ❧❛ ♣&❡♠✐5&❡

✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

❋✐❣✉$❡ ■✳✷ ✕ ❙❝❤6♠❛ ❞✬✉♥❡ ❣❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉:%✐❜❧❡ ❞✬✉♥ &6❛❝%❡✉& ; ♥❡✉%&♦♥: &❛♣✐❞❡:

&❡❢&♦✐❞✐ ❛✉ :♦❞✐✉♠✳ ❋✐❣✉&❡ ✐::✉❡ ❞❡ ❧❛ &6❢6&❡♥❝❡ ❬✶✷❪ ✳

❜❛&&✐A&❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥% ❞✉ ❝♦♠❜✉:%✐❜❧❡✳ ❉❛♥: ❧❡: &6❛❝%❡✉&: ❞❡ ❣6♥6&❛%✐♦♥ ■■✱ ❝❡%%❡

❣❛✐♥❡ ❡:% ✉♥ %✉❜❡ ❞❡ ♣❡%✐% ❞✐❛♠A%&❡ ✭❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞✉ ❝❡♥%✐♠A%&❡✮ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ 6♣❛✐::❡✉&

✭✐♥❢6&✐❡✉&❡ ❛✉ ♠✐❧❧✐♠A%&❡✮ ❡% ❞❡ ♣❧✉:✐❡✉&: ♠A%&❡: ❞❡ ❧♦♥❣✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥%✐❡♥% ❧❡ ❝♦♠❜✉:%✐❜❧❡

:♦✉: ❢♦&♠❡ ❞❡ ♣❛:%✐❧❧❡: ❡♠♣✐❧6❡: ❧❡: ✉♥❡: :✉& ❧❡: ❛✉%&❡: ✭❋✐❣✉&❡ ■✳✷✮✳ ❊❧❧❡ ❡:% ❛❝%✉❡❧✲

❧❡♠❡♥% ❝♦♥:%✐%✉6❡ ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ ③✐&❝♦♥✐✉♠ 1✉✐ &6:✐:%❡ ; %♦✉%❡: ❧❡: :♦❧❧✐❝✐%❛%✐♦♥:

♣&6:❡♥%6❡: ❞❛♥: ❝❡%%❡ :❡❝%✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡: :♣6❝✐✜❝❛%✐♦♥: ♦♥% 6%6 ❢♦&♠✉❧6❡: ❞❛♥: ❧❡

❝❛❤✐❡& ❞❡: ❝❤❛&❣❡: ❞❡: &6❛❝%❡✉&: ♥✉❝❧6❛✐&❡: ❞❡ ❣6♥6&❛%✐♦♥ ■❱✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡: ♠❛%6&✐❛✉①

❞❡ :%&✉❝%✉&❡ :✬❡♥ %&♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜6✳

■✳✶✳✸ ❙♦❧❧✐❝✐)❛)✐♦♥, ,♣.❝✐✜0✉❡, ❞❡, ♠❛).5✐❛✉① ❞❡ ,)5✉❝)✉5❡ ♣♦✉5

❧❡, 5.❛❝)❡✉5, ❞✉ ❢✉)✉5

▲❡: ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❡% ❧❡: %❡♠♣6&❛%✉&❡: ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡: &6❛❝%❡✉&:

❞❡ ❣6♥6&❛%✐♦♥ ■❱ ❡% ❞❡: &6❛❝%❡✉&: ❞❡ ❢✉:✐♦♥ %❤❡&♠♦♥✉❝❧6❛✐&❡ :❡&♦♥% ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% :✉✲

♣6&✐❡✉&: ; ❝❡✉① ❞❡ ❣6♥6&❛%✐♦♥ ■■ ❛❝%✉❡❧❧❡♠❡♥% ❡♥ :❡&✈✐❝❡ ✭❋✐❣✉&❡ ■✳✸✮✳ ❉✬❛♣&A: ♥♦:

❝♦♥♥❛✐::❛♥❝❡: ❛❝%✉❡❧❧❡: :✉& ❧❡: &6❛❝%❡✉&: ; ♥❡✉%&♦♥: &❛♣✐❞❡: &❡❢&♦✐❞✐: ❛✉ :♦❞✐✉♠✱ ❧❡:

♠❛%6&✐❛✉① ❞❡ ❝O✉& ❞❡✈&♦♥% &6:✐:%❡& ; ❞❡: %❡♠♣6&❛%✉&❡: ❝♦♠♣&✐:❡: ❡♥%&❡ ✹✵✵ ❡% ✻✵✵

◦
❈

✭✈♦✐&❡ ♣❧✉: ❡♥ ❝❛: ❞✬❛❝❝✐❞❡♥%:✮ ❡% ; ❞❡: ❞♦:❡: ❞✬✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵✲✶✺✵ ❞♣❛✳ T♦✉& ❧❡:

&6❛❝%❡✉&: ❜❛:6: :✉& ❧❛ ❢✉:✐♦♥ ♥✉❝❧6❛✐&❡✱ ❧❡: ♠❛%6&✐❛✉① :❡&♦♥% ❡①♣♦:6: ; ❞❡: %❡♠♣6✲

&❛%✉&❡: ❞✬❛✉ ♠♦✐♥: ✺✵✵

◦
❈ ❡% ; ❞❡: ❞♦:❡: ❞✬✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❞❡ ✶✺✵✲✷✵✵ ❞♣❛✳ ❉❡ ♣❧✉:✱

❝❡: &6❛❝%❡✉&: ♥✉❝❧6❛✐&❡: :❡&♦♥% :♦✉♠✐: ; ❞❡: ♥❡✉%&♦♥: ❞❡ ♣❧✉: ❤❛✉%❡: 6♥❡&❣✐❡: 1✉❡

❝❡✉① ❣6♥6&6: ❞❛♥: ❧❡: &6❛❝%❡✉&: ; ✜::✐♦♥✳ ▲❛ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✬❤6❧✐✉♠ ❡% ❞✬❤②❞&♦❣A♥❡ ♣❛&

%&❛♥:♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥: ❧❡: ♠❛%6&✐❛✉① ❞❡ :%&✉❝%✉&❡ ❞❡: &6❛❝%❡✉&: ; ❢✉:✐♦♥ :❡&❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉:

✐♠♣♦&%❛♥%❡ 1✉❡ ♣♦✉& ❧❡: ❘◆❘✳

▲❡: ♠❛%6&✐❛✉① ❞❡ :%&✉❝%✉&❡ ❞❡: &6❛❝%❡✉&: ❞✉ ❢✉%✉& ❞❡✈&♦♥% ❞♦♥❝ X%&❡ ❝❛♣❛❜❧❡: ❞❡

:✉♣♣♦&%❡& ❞❡: ❝♦♥❞✐%✐♦♥: ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% :6✈A&❡:✳ T❧✉:✐❡✉&: ❣❛♠♠❡: ❞❡ ♠❛%6&✐❛✉①

❞❡ :%&✉❝%✉&❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡: ❛❧❧✐❛❣❡: ❞❡ ③✐&❝♦♥✐✉♠ ❡% ❧❡: ❛❝✐❡&: ❛✉:%6♥✐%✐1✉❡: ♦♥% ❞6❥; 6%6

❡♠♣❧♦②6❡:✱ ❧❡: ♣&❡♠✐❡&: ♣♦✉& ❧❡: ❣❛✐♥❡: ❡% ❧❡: :❡❝♦♥❞: ♣♦✉& ❧❡: :%&✉❝%✉&❡: ✐♥%❡&♥❡:

✽



■✳✶✳ ▲❡% &'❛❝*❡✉&% ♥✉❝❧'❛✐&❡% ❞✉ ❢✉*✉&

❋✐❣✉$❡ ■✳✸ ✕ ❉♦%❡% ❞✬✐&&❛❞✐❛*✐♦♥ ✭❞♣❛✮ ❡* *❡♠♣'&❛*✉&❡% ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ✭

◦
❈✮

❞❡% &'❛❝*❡✉&% ❛❝*✉❡❧% ✭●❡♥ ■■✮✱ ❞❡ ❣'♥'&❛*✐♦♥ ■❱ ❡* ❞❡% &'❛❝*❡✉&% ? ❢✉%✐♦♥ *❤❡&✲

♠♦♥✉❝❧'❛✐&❡✳ ▲❡% %✐① &'❛❝*❡✉&% ❞❡ ❧❛ ❣'♥'&❛*✐♦♥ ■❱ %♦♥* ❧❡% &'❛❝*❡✉&% ? *&C% ❤❛✉*❡

*❡♠♣'&❛*✉&❡ ✭❱❍❚❘✮✱ ❝❡✉① ? ❡❛✉ %✉♣❡&❝&✐*✐G✉❡ ✭❙❈❲❘✮✱ ❝❡✉① ? %❡❧% ❢♦♥❞✉% ✭▼❙❘✮✱

♣✉✐% ❧❡% &'❛❝*❡✉&% ? ♥❡✉*&♦♥% &❛♣✐❞❡% &❡❢&♦✐❞✐% ❛✉ ❣❛③ ✭●❋❘✮✱ ❛✉ ♣❧♦♠❜ ✭▲❋❘✮✱ ❡* ❛✉

%♦❞✐✉♠ ✭❙❋❘✮✳ ❋✐❣✉&❡ ✐%%✉❡ ❞❡ ❧❛ &'❢'&❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳

❞❡% &'❛❝*❡✉&% ❞❡ ❣'♥'&❛*✐♦♥% ■■ ❡* ■■■✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❧❡% ❛❧❧✐❛❣❡% ❞❡ ③✐&❝♦♥✐✉♠ ♥❡ &'✲

%✐%*❛♥* ♣❛% ? ❞❡% *❡♠♣'&❛*✉&❡% %✉♣'&✐❡✉&❡% ? ✹✵✵

◦
❈✱ ❧❡✉& ✉%❛❣❡ ♥❡ ♣♦✉&&❛ ♣❛% R*&❡

&❡*❡♥✉ ❞❛♥% ❧❡% &'❛❝*❡✉&% ❞✉ ❢✉*✉&✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐*✱ ❧❡% ❣❛✐♥❡% ❞✉ ❞'♠♦♥%*&❛*❡✉& ❆❙❚❘■❉

%❡&♦♥* ❝♦♥%*✐*✉'❡% ❞✬✉♥❡ ♥✉❛♥❝❡ ❞✬❛❝✐❡& ❛✉%*'♥✐*✐G✉❡ ✶✺✴✶✺ ❚✐✱ ❝❡**❡ ♥✉❛♥❝❡ ❛②❛♥*

❞'❥? '*' ❡①♣'&✐♠❡♥*'❡ %✉& ❙✉♣❡&♣❤'♥✐① ❡* X❤'♥✐①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡% ❛❝✐❡&% ♣&'✲

%❡♥*❡♥* ✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ✐♠♣♦&*❛♥* %♦✉% ✐&&❛❞✐❛*✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞&❛ ❧❡% &❡♠♣❧❛❝❡& ? *❡&♠❡

♣❛& ❞✬❛✉*&❡% ♠❛*'&✐❛✉①✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛* %✬❡%* ❞♦♥❝ ♦&✐❡♥*' ✈❡&% ❧❡% ❛❝✐❡&% ❢❡&&✐✲

*✐G✉❡%✴♠❛&*❡♥%✐*✐G✉❡% G✉✐ ❣♦♥✢❡♥* ♠♦✐♥% %♦✉% ✐&&❛❞✐❛*✐♦♥ G✉❡ ❧❡% ❛❝✐❡&% ❛✉%*'♥✐*✐G✉❡%

✭❋✐❣✉&❡ ■✳✹✮ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❊♥ &❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡% ❛❝✐❡&% ❢❡&&✐*✐G✉❡%✴♠❛&*❡♥%✐*✐G✉❡% ♦♥* ✉♥❡ ♠❛✉✲

✈❛✐%❡ *❡♥✉❡ ♠'❝❛♥✐G✉❡ ? ❤❛✉*❡ *❡♠♣'&❛*✉&❡ ❬✶✻❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝*✐❢ ❡%* ❞♦♥❝ ❞❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡&

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬❛❝✐❡&% ❢❡&&✐*✐G✉❡%✴♠❛&*❡♥%✐*✐G✉❡% &❡♥❢♦&❝'% ♣❛& ❞✐%♣❡&%✐♦♥ ❞❡

♥❛♥♦✲♦①②❞❡% ✭❖❉❙ ✭❖①✐❞❡ ❉✐&♣❡(&✐♦♥ ❙,(❡♥❣,❤❡♥❡❞ ✮✮ ❛❧❧✐❛♥* ? ❧❛ ❢♦✐% ❧❛ &'%✐%*❛♥❝❡

❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ %❛ ♠❛*&✐❝❡ ❢❡&&✐*✐G✉❡✴♠❛&*❡♥%✐*✐G✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❛✉ ✢✉❛❣❡ ❣&^❝❡ ❛✉①

♥❛♥♦♣&'❝✐♣✐*'% G✉✐ ❜❧♦G✉❡♥* ❧❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥* ❞❡% ❞✐%❧♦❝❛*✐♦♥%✳ ❈❡% ❛❝✐❡&% ❖❉❙ %♦♥*✱

♥♦♥ %❡✉❧❡♠❡♥*✱ ❞❡% ❝❛♥❞✐❞❛*% ♣♦*❡♥*✐❡❧% ♣♦✉& ❧❡% ❣❛✐♥❡% ❞❡ ❝❡&*❛✐♥% &'❛❝*❡✉&% ? ✜%%✐♦♥

❞❡ ❣'♥'&❛*✐♦♥ ■❱✱ ♠❛✐% ❛✉%%✐ ♣♦✉& ❧❡% ❝♦✉✈❡&*✉&❡% ❞❡% &'❛❝*❡✉&% ? ❢✉%✐♦♥✳

✾



❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

❋✐❣✉$❡ ■✳✹ ✕ ●♦♥✢❡♠❡♥% ✭❡♥ ✪✮ ❞❡; ❛❝✐❡&; ❛✉;%=♥✐%✐1✉❡; ✭✸✶✻ ❚✐ ❡% ✶✺✴✶✺ ❚✐✮ ❡%

❢❡&&✐%✐1✉❡;✴♠❛&%❡♥;✐%✐1✉❡; ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦;❡ ❞✬✐&&❛❞✐❛%✐♦♥✳ ❋✐❣✉&❡ ✐;;✉❡ ❞❡ ❧❛

&=❢=&❡♥❝❡ ❬✶✼❪✳

■✳✷ ▲❡% ❛❝✐❡)% ❖❉❙

■✳✷✳✶ ❍✐&'♦)✐*✉❡ ❞❡& ❛❝✐❡)& ❖❉❙

▲❡; ❛❝✐❡&; ❖❉❙ ;♦♥% ❞❡; ❛❝✐❡&; ❣=♥=&❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥;%✐%✉=; ❞✬✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ♠=%❛❧❧✐1✉❡
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❉❚ ;♦♥% =❧❛❜♦&=❡; ♣❛& ❧❡ ❈❊◆✲❙❈❑ ♣✉✐; ❢❛❜&✐1✉=❡; ♣❛& ❉❖❯❘ ▼=%❛❧ ❡♥ ❇❡❧❣✐1✉❡✳
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▲❡3 ❛❝✐❡&3 ❖❉❙ ♣❡✉✈❡♥% :%&❡ &❡%❡♥✉3 ♣♦✉& ❝♦♥3%✐%✉❡& ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉3%✐❜❧❡✱ ❝❛&

✐❧3 ♣♦33=❞❡♥% ❞❡3 ♣&♦♣&✐>%>3 ✐♥%>&❡33❛♥%❡3 ? ❤❛✉%❡ %❡♠♣>&❛%✉&❡ ❡% 3♦✉3 ✐&&❛❞✐❛%✐♦♥✳

▲❛ ♠✐❝&♦3%&✉❝%✉&❡ ❞❡3 ❛❝✐❡&3 ❖❉❙ ❡3% 3%❛❜❧❡ ❛✉① %❡♠♣>&❛%✉&❡3 ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%

❡♥✈✐3❛❣>❡3✳ ❉❡3 ❡33❛✐3 ❞❡ ✈✐❡✐❧❧✐33❡♠❡♥% ♦♥% ♠♦♥%&> 1✉❡ ❧❡3 ❣&❛✐♥3 ❞❡ ❢❡&&✐%❡ ❞❡ ❧❛

♠❛%&✐❝❡ &❡3%❡♥% 3%❛❜❧❡3✱ ❡% 1✉❡ ❧❡3 ♥❛♥♦♣&>❝✐♣✐%>3 ❝&♦✐33❡♥% %&=3 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥% ❬✺✼✱ ✺✽❪✳

❉✬❛♣&=3 ▼✐❧❧❡& ❡! ❛❧✳✱ ❧❛ 3%❛❜✐❧✐%> ❞❡3 ♥❛♥♦♣&>❝✐♣✐%>3 ? %&=3 ❤❛✉%❡ %❡♠♣>&❛%✉&❡ 3❡&❛✐%

❞✉❡ ? ✉♥❡ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❧❡♥%❡ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞✉ %✐%❛♥❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& ❛✐♥3✐ 1✉✬? ❧❡✉& %&=3

❢♦&%❡ ❛✣♥✐%> ❛✈❡❝ ❧✬♦①②❣=♥❡ ❬✺✾❪✳ ➚ ❤❛✉%❡ %❡♠♣>&❛%✉&❡✱ ❧❡3 ❛❝✐❡&3 ❖❉❙ ♣&>3❡♥%❡♥%

❞❡3 ♣&♦♣&✐>%>3 ❞❡ &>3✐3%❛♥❝❡ ? ❧❛ %&❛❝%✐♦♥✱ ❛✉ ✢✉❛❣❡ ❡% ? ❧❛ ❢❛%✐❣✉❡ %&=3 ✐♥%>&❡33❛♥%❡3
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%✐♦♥ ♠❛✐3 ♣♦3❡ ✉♥ ♣&♦❜❧=♠❡ ❞❡ %&❛♥3✐%✐♦♥ ❞✉❝%✐❧❡✴❢&❛❣✐❧❡✳ ▲❡ ♠❛%>&✐❛✉ ❞♦✐% ❞♦♥❝ ❛✈♦✐&

✉♥❡ %❡♠♣>&❛%✉&❡ ❞❡ %&❛♥3✐%✐♦♥ ❞✉❝%✐❧❡✴❢&❛❣✐❧❡ ✐♥❢>&✐❡✉&❡ ? ❧❛ %❡♠♣>&❛%✉&❡ ❛♠❜✐❛♥%❡

❛✜♥ ❞❡ ♣&>3❡♥%❡& ✉♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞✉❝%✐❧❡ 1✉❡❧❧❡ 1✉❡ 3♦✐% 3❛ ♣❤❛3❡ ❞✬✉%✐❧✐3❛%✐♦♥
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%❡♠♣>&❛%✉&❡ ❞❡ %&❛♥3✐%✐♦♥ ❞✉❝%✐❧❡✴❢&❛❣✐❧❡ ❡3% ❜❛33❡ ❬✻✹❪✳ ▲❡ %&❛✐%❡♠❡♥% %❤❡&♠✐1✉❡ ❞❡
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♣✐❡ ❞❡3 ❣&❛✐♥3 ❡♥%&❛b♥❡ ✉♥❡ %❡♠♣>&❛%✉&❡ ❞❡ %&❛♥3✐%✐♦♥ ❞✉❝%✐❧❡✴❢&❛❣✐❧❡ %&♦♣ >❧❡✈>❡✳

❈✬❡3% ❧❛ &❛✐3♦♥ ♣♦✉& ❧❛1✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❞✐3%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦♣&>❝✐♣✐%>3 ❧❛ ♣❧✉3 ✜♥❡ ❡% ❤♦✲

♠♦❣=♥❡ ❡3% ✐♥❞✐3♣❡♥3❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛&❛♥%✐& ❧❛ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❝✐❡& ❖❉❙ ❛②❛♥% ❞❡3

❝❛&❛❝%>&✐3%✐1✉❡3 ♠>❝❛♥✐1✉❡3 ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡3✳

▲❛ 3%❛❜✐❧✐%> 3♦✉3 ✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❞❡3 ♥❛♥♦♣&>❝✐♣✐%>3 &❡3♣♦♥3❛❜❧❡3 ❞❡3 ♣&♦♣&✐>%>3 ♠>✲

❝❛♥✐1✉❡3 ❞❡3 ❛❝✐❡&3 ❖❉❙ ❡3% ❡33❡♥%✐❡❧❧❡✳ ▲❡3 ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥3 ? ❝❡ 3✉❥❡% ♥❡ 3♦♥% ❝❡♣❡♥❞❛♥%

♣❛3 ❞>✜♥✐%✐✈❡♠❡♥% >%❛❜❧✐❡3 ♠❛❧❣&> ❧❡3 ♥♦♠❜&❡✉3❡3 >%✉❞❡3 ❡✛❡❝%✉>❡3✳ ]❛&❡✐❣❡ ❡! ❛❧✳
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6✉)❡ ❝J✉)✴❝♦H✉✐❧❧❡ ❡6 ✭❜✮ ❊✛❡6 ❞❡ ❧❛ 6❛✐❧❧❡ ❞❡% ♣❛)6✐❝✉❧❡% %✉) ❧❛ ❝)0❛6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %6)✉❝6✉)❡

❝J✉)✴❝♦H✉✐❧❧❡✳ ❋✐❣✉)❡% ✐%%✉❡% ❞❡ ❧❛ )0❢0)❡♥❝❡ ❬✾✸❪✳

❉✬❛✉6)❡% ♠0❝❛♥✐%♠❡% ❞❡ ❢♦)♠❛6✐♦♥ ❞❡% ♥❛♥♦♣)0❝✐♣✐60% %♦♥6 0❣❛❧❡♠❡♥6 ♠✐% ❡♥

❛✈❛♥6 ♣❛) ❞❡% 6)❛✈❛✉① 6❤0♦)✐H✉❡%✳ ❉❡% %✐♠✉❧❛6✐♦♥% ▼♦♥6❡ ❈❛)❧♦ ♦♥6 060 ❡✛❡❝6✉0❡% ❛✜♥

❞❡ ❝♦♠♣)❡♥❞)❡ ❧❡% ♠0❝❛♥✐%♠❡% ❞❡ ❢♦)♠❛6✐♦♥ ❞❡% ♥❛♥♦♣❛)6✐❝✉❧❡% ❨✲❚✐✲❖ G ❧✬0❝❤❡❧❧❡

❛6♦♠✐H✉❡ ❬✹✱ ✾✹✱ ✺❪✳ ❍✐♥ ❡! ❛❧✳ ♦♥6 ❡①❛♠✐♥0 ❧❛ ♣)0❝✐♣✐6❛6✐♦♥ ❞❡% %②%6D♠❡% ❋❡✲❨✲❖ ❬✹✱ ✾✹❪

❡6 ❋❡✲❚✐✲❖ ❬✾✹❪ ❛✉ ❝♦✉)% ❞✬✉♥ 6)❛✐6❡♠❡♥6 6❤❡)♠✐H✉❡✳ ❉❛♥% ❝❡% ❞❡✉① ❝❛%✱ ❧✬♦①②❣D♥❡
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❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

❞✐✛✉3❛♥% ♣❧✉3 ✈✐%❡ 1✉❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❧❡ %✐%❛♥❡✱ ❝✬❡3% ✉♥ ♦①②❞❡ ♠<%❛3%❛❜❧❡ ❞❡ %②♣❡ ❋❡ 2❖3

1✉✐ ❡3% ❢♦&♠< ❡♥ ♣&❡♠✐❡&✳ ▲❛ ♣&<❝✐♣✐%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞❡ %✐%❛♥❡ ❛ ❡♥3✉✐%❡

❧✐❡✉ A ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡% ♦①②❞❡ ♠<%❛3%❛❜❧❡✳ ▲❡3 &<3✉❧%❛%3 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❋✉ ❡$ ❛❧✳ 3✉& ❧❛ 3%❛❜✐❧✐%<

❡% ❧✬❛❣❣❧♦♠<&❛%✐♦♥ ❞❡3 ♥❛♥♦✲♦①②❞❡3 ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α ♦♥% ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ♠✐3 ❡♥ <✈✐❞❡♥❝❡

✉♥ ♠<❝❛♥✐3♠❡ ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡3 ♣&❡♠✐❡&3 ❛♠❛3 ✈✐❛ ❧❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ❬✶❪✳ ❈❡3 ❧❛❝✉♥❡3 3♦♥%

♣❛& ❛✐❧❧❡✉&3 ❝&<<❡3 ❡♥ ❡①❝F3 ♣❛& ❧❡ ❜&♦②❛❣❡ ♠<❝❛♥✐1✉❡ ❬✾✺❪✳ ❋✉ ❡$ ❛❧✳ ♦♥% ❡♥ ❡✛❡%

❝❛❧❝✉❧< 1✉❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣F♥❡ ❡3% %&F3 ❢♦&%❡ ❬✶❪✳ ■❧3 ♦♥% <❣❛❧❡♠❡♥% ♠♦♥%&<

1✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐&❡ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣F♥❡ ♥❡ ♥<❝❡33✐%❡ ♣&❡31✉❡ ♣❛3 ❞✬<♥❡&❣✐❡ 3✐

❧❡3 ❧❛❝✉♥❡3 3♦♥% ❞<❥A ♣&<3❡♥%❡3 ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡&✳ ▲❛ ❢♦&%❡ ❛%%&❛❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣F♥❡ ❡3%

❞✬❛✐❧❧❡✉&3 ✉♥❡ ❞❡3 ❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥3 A ❧❛ 3✉&3❛%✉&❛%✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣F♥❡ ♠❡3✉&<❡ ❞❛♥3 ❧❛ ♠❛%&✐❝❡

♠<%❛❧❧✐1✉❡ ❞❡3 ❛❝✐❡&3 ❖❉❙ ❬✽✷✱ ✷✺✱ ✺✽✱ ✺✾✱ ✷✻❪✳ ❏✐❛♥❣ ❡$ ❛❧✳ ♦♥% ♣&♦♣♦3< ❞❡ ❧❡✉& ❝P%<

❞❡3 ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥3 ❞✐✛<&❡♥%❡3 A ♣❛&%✐& ❞✬✉♥❡ <%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ 3✐♠✐❧❛✐&❡ ❬✸❪✳ R♦✉& ❡✉①✱

❧❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ♥✬♦♥% ❛✉❝✉♥ &P❧❡ ♣&<❞♦♠✐♥❛♥% ❞❛♥3 ❧❛ 3%❛❜✐❧✐3❛%✐♦♥ ❞❡3 ♥❛♥♦♣&<❝✐♣✐%<3✱

❝❛& ❡❧❧❡3 3❡&❛✐❡♥% <❧✐♠✐♥<❡3 ❞❡ ❧❛ 3♦❧✉%✐♦♥ 3♦❧✐❞❡ ♣❛& ❞❡3 ♣✉✐%3 ✭❞✐3❧♦❝❛%✐♦♥3✱ ❝❛✈✐%<3✱

❡$❝✳✮ ❛✈❛♥% ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✐❧3 ♦♥% ❞<♠♦♥%&< 1✉❡ ❞❡3 ❛♠❛3 3%❛❜❧❡3

❝♦♥%❡♥❛♥% ❞✉ %✐%❛♥❡✱ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞❡ ❧✬♦①②❣F♥❡ ♣❡✉✈❡♥% 3❡ ❢♦&♠❡& 3❛♥3 ❧❛❝✉♥❡3

❣&V❝❡ ❛✉① ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥3 ❛%%&❛❝%✐✈❡3 ❖✲❖✱ ❖✲❚✐ ❡% ❖✲❨✳ ■❧3 ♦♥% ❛✐♥3✐ ❝♦♥3%&✉✐% ❞❡3

♣❡%✐%3 ❛♠❛3 ❞❡ 3♦❧✉%<3 ❨✲❚✐✲❖ 1✉✐ ♣❡✉✈❡♥% ❝♦♥3%✐%✉❡& ❧❡3 ♣&❡♠✐F&❡3 <%❛♣❡3 ❞❡ ❧❛

❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡3 ♥❛♥♦✲♦①②❞❡3✳ ▲❡ ♣❧✉3 ❣&❛♥❞ ❛♠❛3 3%❛❜❧❡ ❞♦♥% ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❛ <%<

❞<%❡&♠✐♥<❡ ❛✈❡❝ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧3 ❡3% ❞✉ %②♣❡ ❨2❚✐❖3✳

❈❡3 ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥3 ❝♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❡3 <%✉❞❡3 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ 3✉& ❧❡ &P❧❡ ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ❞❛♥3 ❧❛

❝&<❛%✐♦♥ ❞❡3 ❝♦♠♣❧❡①❡3 ❞✬♦①②❞❡3 3♦♥% ❞♦♥❝ ❝♦♥%&❛❞✐❝%♦✐&❡3✳ ❉❡3 <%✉❞❡3 ❡①♣<&✐♠❡♥✲

%❛❧❡3 ❜❛3<❡3 3✉& ❧❛ ❞<%❡&♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡3 %❡♠♣3 ❞❡ ✈✐❡ ❞❡3 ♣♦3✐%♦♥3 ♦♥% <%< ♠❡♥<❡3 ❡♥

♣❛&❛❧❧F❧❡ ♣♦✉& ❝♦♠♣❧<%❡& ❧❡3 ❞♦♥♥<❡3 3✉& ❧❡ &P❧❡ ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ❞❛♥3 ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡3

♥❛♥♦✲♦①②❞❡3 ❬✾✻✱ ✾✼✱ ✾✽✱ ✾✾❪✳ ❈❡ %②♣❡ ❞❡ %❡❝❤♥✐1✉❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ ❞<%❡❝%❡& ❧❛ ♣&<3❡♥❝❡ ❞❡

❧❛❝✉♥❡3 ❞❛♥3 ✉♥ ❝&✐3%❛❧ ♥♦♥ 3❡✉❧❡♠❡♥% 3♦✉3 ❢♦&♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐%<3 ♠✐❝&♦3❝♦♣✐1✉❡3✱ ♠❛✐3

❛✉33✐ ❞❡ ♣❡%✐%3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❛✐&❡3 A ❧✬<❝❤❡❧❧❡ ❛%♦♠✐1✉❡ ❬✶✵✵❪✳ ❆♥%✐♣❛&%✐❝✉❧❡ ❞❡ ❧✬<❧❡❝%&♦♥✱

❧❡ ♣♦3✐%♦♥ 3✬❛♥♥✐❤✐❧❡ 1✉❛♥❞ ✐❧ ✐♥%❡&❛❣✐% ❛✈❡❝ ❧❡3 <❧❡❝%&♦♥3 ❞❡3 ❛%♦♠❡3✳ ▲❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%<

❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛%✐♦♥ ❞❡3 ♣♦3✐%♦♥3✱ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ 3♦♥ %❡♠♣3 ❞❡ ✈✐❡✱ ❡3% ❞♦♥❝ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❧✐<❡ ❛✉

✈♦❧✉♠❡ ❧✐❜&❡ ♣&<3❡♥% ❞❛♥3 ❧✬<❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✳ ▲❡ %❡♠♣3 ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦3✐%♦♥ 3❡ ❞<%❡&♠✐♥❡

❡♥ ♠❡3✉&❛♥% ❧❛ ❞✉&<❡ 1✉✐ 3✬<❝♦✉❧❡ ❡♥%&❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥% ♦] ✐❧ &❡♥%&❡ ❞❛♥3 ❧❡ 3♦❧✐❞❡ ❡% ❝❡❧✉✐

♦] ✐❧ 3✬❛♥♥✐❤✐❧❡✳ ❈❡% ✐♥3%❛♥% ❡3% ❞<%❡❝%< ❣&V❝❡ A ❧❛ ❧✐❜<&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬<♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❞❡✉①

♣❤♦%♦♥3 ❣❛♠♠❛ ❝&<<3 ♣❛& ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ <❧❡❝%&♦♥✲♣♦3✐%♦♥✳

❉❛♥3 ✉♥❡ <%✉❞❡ ❞❡ ♠❡3✉&❡ ❞❡ %❡♠♣3 ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ♣♦3✐%♦♥✱ ❳✉ ❡$ ❛❧✳ ♦♥% ❡①❛♠✐♥< ❧❛

❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✬❛♠❛3 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡3 ❞❛♥3 ❞❡✉① %②♣❡3 ❞✬❛❝✐❡&3 ✿ ✉♥ ❛❝✐❡& ❖❉❙ ♣&<♣❛&< ♣❛&

❜&♦②❛❣❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❞❡3 ♥❛♥♦♣&<❝✐♣✐%<3 ❡% ✉♥ ❛❝✐❡& ❞❡ ♠`♠❡ ❝♦♠♣♦3✐%✐♦♥ ❝❤✐♠✐1✉❡

♠❛✐3 ♣&<♣❛&< ♣❛& ❢♦♥❞❡&✐❡ ♥❡ ♣♦33<❞❛♥% ♣❛3 ❞✬❛♠❛3 ❬✾✼❪✳ ❉❡3 ❛♠❛3 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡3 ♥✬♦♥%
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■✳✸✳ ■♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❧❡+ +♦❧✉$.+ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α

.$. ❞.$❡❝$.+ 1✉❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❧✬❛❝✐❡& ❖❉❙✳ ▲❡✉&+ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥+ +♦♥$ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝

❝❡❧❧❡+ ❞❡ ❋✉ ❡! ❛❧ ✿ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ +♦♥$ ♥.❝❡++❛✐&❡+ : ❧❛ +$❛❜✐❧✐+❛$✐♦♥ ❞❡+ ♥❛♥♦♣&.❝✐♣✐$.+

❢♦&♠.+ ❞❛♥+ ❧✬❛❝✐❡& ❖❉❙✳ ❚♦✉$❡❢♦✐+✱ ❖&$❡❣❛ ❡! ❛❧✳ ♦♥$ ♥♦♥ +❡✉❧❡♠❡♥$ ♦❜+❡&✈. ❞❡+

❛♠❛+ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡+✱ ♠❛✐+ ❛✉++✐ ❞❡+ ❝❛✈✐$.+ ❞❡ $❛✐❧❧❡+ ♥❛♥♦♠.$&✐1✉❡+ ❬✾✻❪✳ ❈❡+ ❝❛✈✐$.+

+❡&❛✐❡♥$ +$❛❜✐❧✐+.❡+ ♣❛& ❧❛ ♣&.+❡♥❝❡ ❞❡+ ♥❛♥♦♣&.❝✐♣✐$.+ : ❤❛✉$❡ $❡♠♣.&❛$✉&❡ ✿ ❞❡+

❝❛✈✐$.+ ❛++♦❝✐.❡+ : ❞❡+ ♥❛♥♦✲♦①②❞❡+ +✉❜+✐+$❡♥$ ♣❡♥❞❛♥$ ✉♥ &❡❝✉✐$ ❥✉+1✉✬: ✶✺✷✸ ❑

: ❧❛ ❞✐✛.&❡♥❝❡ ❞❡+ ❛✉$&❡+ 1✉✐ ❞✐+♣❛&❛✐++❡♥$ ❛✉✲❞❡❧: ❞❡ ✶✸✼✸ ❑✳ ▲❡✉&+ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥+

&❡❥♦✐❣♥❡♥$ ❧❡ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❏✐❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✿ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ +✬❛❣❣❧♦♠R&❡♥$ ❡♥ ❣&♦++❡+

❝❛✈✐$.+ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛✐❞❡& : ❧❛ +$❛❜✐❧✐+❛$✐♦♥ ❞❡+ ♥❛♥♦♣&.❝✐♣✐$.+✳

▲❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ♣♦✉&&❛✐❡♥$ ❞♦♥❝ ❥♦✉❡& ✉♥ &S❧❡ +✉& ❧❛ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ❡$ ❧❛ +$❛❜✐❧✐+❛$✐♦♥

❞❡+ ♥❛♥♦✲♦①②❞❡+✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥$.&❡++❡&♦♥+ ❞♦♥❝ ❞❛♥+ ❧❛ +✉✐$❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐$&❡ ♣❧✉+

♣❛&$✐❝✉❧✐R&❡♠❡♥$ ❛✉① ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❧❡+ +♦❧✉$.+✳

■✳✸ ■♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❧❡+ +♦❧✉$.+ ❞❛♥+

❧❡ ❢❡& α

▲❡+ .♥❡&❣✐❡+ ❞✬✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐&❡+ ❡♥$&❡ ❧❡+ $&♦✐+ +♦❧✉$.+ ②$$&✐✉♠✱ $✐$❛♥❡ ❡$ ♦①②✲

❣R♥❡✱ ❡$ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♦♥$ .$. ❞.$❡&♠✐♥.❡+ ♣❛& ❝❛❧❝✉❧+ ❛❜ ✐♥✐!✐♦ ❞❛♥+ ❧❡+ ❝♦♥✜❣✉&❛$✐♦♥+

♣&❡♠✐❡& ❡$ +❡❝♦♥❞ ♣❧✉+ ♣&♦❝❤❡ ✈♦✐+✐♥ ✭nn ✭♥❡❛)❡*!✲♥❡✐❣❤❜♦) ✮✱ ❝❢✳ ❋✐❣✉&❡ ■■✳✺ ♣♦✉&

❧❛ ❞❡+❝&✐♣$✐♦♥ ❞❡+ ❞✐+$❛♥❝❡+✮ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■✳✷✮✳ ▲❡+ ❛$♦♠❡+ ❞✬②$$&✐✉♠ ❡$ ❞❡ $✐$❛♥❡ +♦♥$

&.♣✉❧+✐❢+ ❞❛♥+ ❧❛ ♠❛$&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α ❬✼✱ ✸❪✳ ■❧+ +♦♥$ ♣❛& ❛✐❧❧❡✉&+ ❢♦&$❡♠❡♥$ ❛$$✐&.+ : ❧❛ ❢♦✐+

♣❛& ✉♥ ❛$♦♠❡ ❞✬♦①②❣R♥❡ ❡$ ♣❛& ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ▲❡+ ❛$♦♠❡+ ❞✬♦①②❣R♥❡ ❡$ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ♣❡&✲

♠❡$$❡♥$ ❞♦♥❝ ♣♦$❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❛✉① ♦①②❞❡+ ❨✲❚✐✲❖ ❞❡ +❡ +$❛❜✐❧✐+❡& ❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡

$❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐1✉❡✳ ▲❡+ ❛$♦♠❡+ ❞✬②$$&✐✉♠ ✐♥$❡&❛❣✐++❡♥$ ♥.❛♥♠♦✐♥+ ♥❡$$❡♠❡♥$ ♠♦✐♥+

❛✈❡❝ ✉♥ ❛$♦♠❡ ❞✬♦①②❣R♥❡ 1✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ❈❧❛✐++❡ ❡! ❛❧✳ ♦♥$ ❡♥ ❡✛❡$ ♠♦♥$&. 1✉❡

❧❛ ♣&.+❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡+ ❛✉❣♠❡♥$❡ ❝♦♥+✐❞.&❛❜❧❡♠❡♥$ ❧❡+ .♥❡&❣✐❡+ ❞❡ ❧✐❛✐+♦♥ ❞❡+ ❛♠❛+

❨✲❚✐✲❖ ❬✼❪✳ ▲❡+ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ +♦❧✉$.+ ❡$ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ +♦♥$ ❞♦♥❝ ❧❡+ ♣&♦♣&✐.$.+

❞.✈❡❧♦♣♣.❡+ ❞❛♥+ ❧❛ +✉✐$❡ ❞❡ ❝❡$$❡ +❡❝$✐♦♥✳ ▲❡+ ❝❛&❛❝$.&✐+$✐1✉❡+ ❞❡+ ❛♠❛+ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡+

♣✉&❡+ +♦♥$ ❞✬❛❜♦&❞ ♣&.+❡♥$.❡+ +✉✐✈✐❡+ ❞❡ ❝❡❧❧❡+ ❞❡+ ❛♠❛+ ❧❛❝✉♥❡+✲+♦❧✉$.+✳ ▲❡+ +♦❧✉$.+

❝♦♥+✐❞.&.+ ♣❡✉✈❡♥$ Y$&❡ ❝❧❛++.+ +❡❧♦♥ ❧❡✉& +✐$❡ ♣&.❢.&❡♥$✐❡❧ ❞❡ ♠✐+❡ ❡♥ +♦❧✉$✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❡

❢❡& α ✿ ✐♥$❡&+$✐$✐❡❧ ♦✉ +✉❜+$✐$✉$✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥+ ♥♦$&❡ ❝❛+✱ ❧❡ +♦❧✉$. ✐♥$❡&+$✐$✐❡❧ ♣&✐♥❝✐♣❛❧

❡+$ ❧✬♦①②❣R♥❡ ✭❖✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❢❛✐$ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& +❡+ ♣&♦♣&✐.$.+

: ❝❡❧❧❡+ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ✭❈✮ ❡$ ❞❡ ❧✬❛③♦$❡ ✭◆✮ 1✉✐ +♦♥$ ❡✉① ❛✉++✐ ❞❡+ +♦❧✉$.+ ✐♥$❡&+$✐$✐❡❧+

❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α $♦✉❥♦✉&+ ♣&.+❡♥$+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❛❝✐❡&+✳ ▲❡+ +♦❧✉$.+ +✉❜+$✐$✉$✐♦♥♥❡❧+ ❞❡ ♥♦$&❡

.$✉❞❡ +♦♥$ ❧✬②$$&✐✉♠ ✭❨✮ ❡$ ❧❡ $✐$❛♥❡ ✭❚✐✮✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

❚❛❜❧❡❛✉ ■✳✷ ✕ ➱♥❡&❣✐❡6 ❞❡ ❧✐❛✐6♦♥ ✭❡❱✮ ❞❡6 ♣❛✐&❡6 6♦❧✉%:✲6♦❧✉%: ❡% ❧❛❝✉♥❡✲6♦❧✉%: ✭❝❢✳

❋✐❣✉&❡ ■■✳✺✮✳ ❯♥❡ :♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐6♦♥ ♣♦6✐%✐✈❡ 6✐❣♥✐✜❡ 1✉❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ ❡6% ❛%%&❛❝%✐✈❡✳

❊

b
✭❡❱✮ ✶

 ❡ nn ✷

❡ nn

❨✲❨ ✲✵✱✷✵ ❬✸❪ ❀ ✲✵✱✵✺ ❬✼❪ ✵✱✵✵ ❬✸❪ ❀ ✵✱✵✺ ❬✼❪

❚✐✲❚✐ ✲✵✱✷✾ ❬✸❪ ✲✵✱✶✺ ❬✸❪

❖✲❖ ✲✵✱✻✻ ❬✻❪ ✲✵✱✹✹ ❬✻❪

❨✲❚✐ ✲✵✱✷✽ ❬✸❪ ✲✵✱✶✺ ❬✸❪

❖✲❨ ✲✵✱✷✽ ❬✸❪ ✵✱✽✺ ❬✸❪

❖✲❚✐ ✵✱✷✼ ❬✸❪ ✵✱✺✺ ❬✸❪

V ✲❨ ✶✱✹✺ ❬✷❪ ✵✱✷✻ ❬✷❪

V ✲❚✐ ✵✱✷✻ ❬✷❪ ✵✱✶✻ ❬✷❪

V ✲❖ ✶✱✹✺ ❬✶❪ ✵✱✻✵ ❬✶❪

■✳✸✳✶ ❆♠❛' ❞❡ ❧❛❝✉♥❡' ♣✉/❡'

❉❡6 ♣❡%✐%6 ❛♠❛6 6%❛❜❧❡6 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡6 Vn ♣❡✉✈❡♥% 6❡ ❢♦&♠❡& ❞❛♥6 ❧❡ ❢❡& α ❝♦♥❞✉✐6❛♥%

T ❧❛ ❝&:❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❛✈✐%:6✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡6 ❛♠❛6 ❛ :%: ❞:%❡&♠✐♥:❡ ❞❡ ♠❛♥✐V&❡

%❤:♦&✐1✉❡ ❬✶✵✶✱ ✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺❪✳ ▲❡✉&6 :♥❡&❣✐❡6 ❞❡ ❧✐❛✐6♦♥ ❡% ❧❡✉&6 ♠:❝❛♥✐6♠❡6 ❞❡

♠✐❣&❛%✐♦♥ ♦♥% :❣❛❧❡♠❡♥% :%: ❞:%❡&♠✐♥:6 ♣❛& ❝❛❧❝✉❧6 ❛❜ ✐♥✐'✐♦ ❬✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪✳ ▲❡6

:♥❡&❣✐❡6 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡6 ♣❡%✐%6 ❛♠❛6 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡6 6♦♥% ✐♥❢:&✐❡✉&❡6 ♦✉ :❣❛❧❡6 T ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❬✶✵✹❪✳ ▲❡6 :♥❡&❣✐❡6 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡6 ❛♠❛6 ❧❛❝✉♥❛✐&❡6 Vn 6♦♥% ❡♥

❡✛❡% &❡6♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✵✱✻✾✱ ✵✱✼✵✱ ✵✱✷✺ ❡% ✵✱✹✼ ❡❱ ♣♦✉& ♥ ❂ ✶✱ ✷✱ ✸ ❡% ✹ ❬✶✵✻❪✳ ▲❛ ❣&❛♥❞❡

♠♦❜✐❧✐%: ❞❡ ❧✬❛♠❛6 V3 ❡6% ♣❛&%✐❝✉❧✐V&❡♠❡♥% ✐♥%:&❡66❛♥%❡✱ ❝❛& ❡❧❧❡ ❡6% ♥♦♥ 6❡✉❧❡♠❡♥%

%&V6 ✐♥❢:&✐❡✉&❡ T ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡✱ ♠❛✐6 6♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦&%❡

1✉✬✉♥❡ 6❡✉❧❡ ❜❛&&✐V&❡ ❝♦♥%&❛✐&❡♠❡♥% T V2 ❡% V4 1✉✐ ♥:❝❡66✐%❡♥% ❞❡✉① :%❛♣❡6 ❬✶✵✹❪

✭❋✐❣✉&❡ ■✳✶✷✮✳

❈❡6 ❞♦♥♥:❡6 ❛❜ ✐♥✐'✐♦ 6♦♥% ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡6 ✐♥%❡&♣&:%❛%✐♦♥6 ❞❡6 ❡①♣:&✐❡♥❝❡6 ❞❡

&❡❝✉✐% ❞❡ &:6✐6%✐✈✐%: ❛♣&V6 ✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❛✉① :❧❡❝%&♦♥6 ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ❚❛❦❛❦✐ ❡' ❛❧✳ ♦♥% ❡♥

❡✛❡% ✐&&❛❞✐: ❛✉① :❧❡❝%&♦♥6 ✉♥ :❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❞❡ ❢❡& ❞❡ ❤❛✉%❡ ♣✉&❡%: ❝&:❛♥% ❛✐♥6✐ ❞❡6

❞:❢❛✉%6 ❬✶✵✽❪✳ ▲❛ %❡❝❤♥✐1✉❡ ❞✉ &❡❝✉✐% ❞❡ &:6✐6%✐✈✐%: ♣❡&♠❡% ❞❡ &:✈:❧❡& ❧❛ ♣&:6❡♥❝❡ ❞❡

❝❡6 ❞:❢❛✉%6✳ ❉❡6 ♠:❝❛♥✐6♠❡6 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❞✐66♦❝✐❛%✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥% 6✬❛❝%✐✈❡& ❡♥
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■✳✸✳ ■♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❧❡+ +♦❧✉$.+ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α

❋✐❣✉$❡ ■✳✶✷ ✕ ❇❛&&✐5&❡+ ❞❡ ♠✐❣&❛$✐♦♥ ❞❡ ✭❛✮ V ✱ ✭❜✮ V2✱ ✭❝✮ V3 ❡$ ✭❞✮ V4✳ ❋✐❣✉&❡ ✐++✉❡

❞❡ ❧❛ &.❢.&❡♥❝❡ ❬✶✵✹❪✳

✷✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

❛✉❣♠❡♥%❛♥% ❧❛ %❡♠♣4&❛%✉&❡✳ ❚❛❦❛❦✐ ❡! ❛❧✳ ♦♥% ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛♥✐8&❡ ❞4❞✉✐% 1✉❡ ❧✬4♥❡&❣✐❡

❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❡;% ❞✬❡♥✈✐&♦♥ ✵✱✺✺ ❡❱ ❝♦&&❡;♣♦♥❞❛♥% A ✉♥❡ %❡♠♣4&❛✲

%✉&❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❛✉%♦✉& ❞❡ ✷✷✵ ❑✳ ❈❡%%❡ %❡♠♣4&❛%✉&❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❡;% 4❣❛❧❡♠❡♥% ❡♥

❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❞❡; ❡①♣4&✐❡♥❝❡; ❞❡ &❡❝✉✐% ❞✬4❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❞❡ ❢❡& ❞❡ ♣✉&❡%4 4❧❡✈4❡ ❡✛❡❝%✉4❡;

♣❛& ❛♥❛❧②;❡ ❞❡ %❡♠♣; ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ♣♦;✐%♦♥ ❬✶✵✾❪✳

▲❡ ❢❛✐% 1✉❡ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡; ❛♠❛; V2 ❡% V3 ❛✐% ❧✐❡✉ ❛✉%♦✉& ❞❡ ❧❛ ♠M♠❡ %❡♠♣4&❛✲

%✉&❡ 1✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ V ✭❣4♥4&❛❧❡♠❡♥% ❞4;✐❣♥4❡ ♣❛& ❧❡ %❡&♠❡ ❞❡ ;%❛❞❡ ■■■ ❞❛♥; ❧❡;

❡①♣4&✐❡♥❝❡; ❞❡ &❡❝✉✐%✮ ❡;% 4❣❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥✜&♠4 ♣❛& ❞❡; ♠❡;✉&❡; ❞❡ %&❛Q♥❛❣❡ ♠❛❣♥4✲

%✐1✉❡ ❬✶✶✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡; ❡①♣4&✐❡♥❝❡; ❞❡ ❝❡ %②♣❡ ❡✛❡❝%✉4❡; ♣❛& ❙❝❤✇❡♥❞❡♠❛♥♥ ❡! ❛❧✳

♦♥% &4✈4❧4 ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❞4❢❛✉%; ❞♦♥% ❧❛ ;②♠4%&✐❡ ❡;% ✐♥❢4&✐❡✉&❡ A ❝❡❧❧❡ ❞✉ &4;❡❛✉ ❞✉✲

&❛♥% ❝❡ ;%❛❞❡ ■■■✱ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥; ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡; ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐✲ ❡% %&✐✲❧❛❝✉♥❡ ❬✶✶✶❪✳ ❈♦♠♣%❡

%❡♥✉ ❞❡ ❧❛ %❡♠♣4&❛%✉&❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ✭❚ ❃ ✷✷✵ ❑✮✱ ❝❡; ♣❡%✐%;

❛♠❛; ❧❛❝✉♥❛✐&❡; ✭Vn✱ n ≤ 4✮ ♣❡✉✈❡♥% ;❡ ❢♦&♠❡& ❡% 4❣❛❧❡♠❡♥% ♠✐❣&❡& A %❡♠♣4&❛%✉&❡

❛♠❜✐❛♥%❡ ❞❛♥; ❧❡ ❢❡& α✱ ❧❡✉&; 4♥❡&❣✐❡; ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 4%❛♥% ;✐♠✐❧❛✐&❡; ♦✉ ✐♥❢4&✐❡✉&❡; A

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡✳

■✳✸✳✷ ❆♠❛' ❧❛❝✉♥❡'✲'♦❧✉/0' ✐♥/❡2'/✐/✐❡❧' ✭❈✱ ◆ ❡/ ❖✮

▲❡; ❛%♦♠❡; ❞✬♦①②❣8♥❡✱ ❞✬❛③♦%❡ ❡% ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ;♦♥% ❞❡; ;♦❧✉%4; ✐♥%❡&;%✐%✐❡❧; %♦✉❥♦✉&;

♣&4;❡♥%; ❞❛♥; ❧❡; ♠❛%4&✐❛✉① A ❜❛;❡ ❞❡ ❢❡&✳ ■❧; ;♦♥% ;♦✐% ;♦✉; ❢♦&♠❡ ❞✬✐♠♣✉&❡%4;✱ ♠M♠❡

❞❛♥; ❞❡; ♠4%❛✉① ❞❡ ❤❛✉%❡ ♣✉&❡%4✱ ;♦✐% ❝♦♠♠❡ 4❧4♠❡♥%; ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✐❧; ♣❡✉✈❡♥%

♣&4❝✐♣✐%❡& ;♦✉; ❢♦&♠❡ ❞✬♦①②❞❡; ✭❧❡ ❝❛; ❞❡; ❖❉❙✮✱ ❞❡ ♥✐%&✉&❡; ♦✉ ❞❡ ❝❛&❜✉&❡; ❛✈❡❝

♣♦✉& ❝♦♥;41✉❡♥❝❡ ❧✬❛♠4❧✐♦&❛%✐♦♥ ❞❡; ♣&♦♣&✐4%4; ♠4❝❛♥✐1✉❡; ❞❡; ❛❧❧✐❛❣❡;✳ ❈❡; ;♦❧✉%4;

♣❡✉✈❡♥% ♣❛& ❛✐❧❧❡✉&; ❛✈♦✐& ❞❡; &4♣❡&❝✉;;✐♦♥; ;✉& ❧❡; ♣&♦♣&✐4%4; %❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐1✉❡;

❡% ❝✐♥4%✐1✉❡; ❞❡; ❧❛❝✉♥❡; ♠M♠❡ A %&8; ❢❛✐❜❧❡; ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥; ✭❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ 1✉❡❧1✉❡;

♣❛&%✐❡; ♣❛& ♠✐❧❧✐♦♥ ❡♥ ❛%♦♠❡ ✭❛♣♣♠✮✮✳ Z❧✉;✐❡✉&; ❡①♣4&✐❡♥❝❡; ♦♥% &4✈4❧4 ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&

❧❡✉& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ;✉& ❧❛ ❞✐✛✉;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❬✶✶✷✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ■&♠❡& ❡! ❛❧✳ ♦♥% ♣❛&

❡①❡♠♣❧❡ ♠❡;✉&4 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞✬❛✉%♦✲❞✐✛✉;✐♦♥ ❞❛♥; ❞✉ ❢❡& α ❞❡ ❞✐✛4&❡♥%❡; ❣❛♠♠❡;

❞❡ ♣✉&❡%4 ❬✶✶✷❪✳ ■❧ ❛ 4%4 ❛✐♥;✐ ♠♦♥%&4 1✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞✬❛✉%♦✲❞✐✛✉;✐♦♥ ❡;% ❞4♣❡♥❞❛♥%

❞❡ ❧❛ ♣&4;❡♥❝❡ ❞✬❛%♦♠❡; ❞✬♦①②❣8♥❡ ❡% ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ✐♥%❡&;%✐%✐❡❧; 1✉✐ ;❡ ❧✐❡♥% ❢♦&%❡♠❡♥%

❛✈❡❝ ❧❡; ❧❛❝✉♥❡; ✿ ❧❡ ♣&4❢❛❝%❡✉& ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉;✐♦♥ ❡;% ❢♦&%❡♠❡♥% ❛✛❡❝%4 A

❧❛ ❞✐✛4&❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬4♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥✳ ❱❡❤❛♥❡♥ ❡! ❛❧✳ ❡% ❚❛❦❛❦✐ ❡! ❛❧✳ ♦♥% 4❣❛❧❡♠❡♥%

4%✉❞✐4 ❧✬✐♠♣❛❝% ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ;✉& ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡; ❧❛❝✉♥❡; ❧♦&; ❞❡ &❡❝✉✐%; ❡♥ ❝♦♠♣❛&❛♥%

❞❡; 4❝❤❛♥%✐❧❧♦♥; ❞❡ ❢❡& α ❞❡ ❤❛✉%❡ ♣✉&❡%4 ❛✈❡❝ ❞❡; 4❝❤❛♥%✐❧❧♦♥; ❞♦♣4; ❡♥ ❝❛&❜♦♥❡

❛♣&8; ✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❛✉① 4❧❡❝%&♦♥; ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ❱❡❤❛♥❡♥ ❡! ❛❧✳ ♦♥% ;✉✐✈✐ ❧✬4✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡;

❧❛❝✉♥❡; ❡♥ ♠❡;✉&❛♥% ❧❡ %❡♠♣; ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ♣♦;✐%♦♥ ❛❧♦&; 1✉❡ ❚❛❦❛❦✐ ❡! ❛❧✳ ♦♥% 4✈❛❧✉4 ❧❛

&4;✐;%✐✈✐%4 ❞❡ ❧✬4❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✳ ❉❛♥; ❧❡; ❞❡✉① 4%✉❞❡;✱ ❧❛ ♣&4;❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❛❣✐% ;✉& ❧❛

♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡; ❧❛❝✉♥❡; ❡♥ ❧❡; ♣✐4❣❡❛♥% ❞❛♥; ❞❡; ❛♠❛; ❧❛❝✉♥❡;✲❝❛&❜♦♥❡✳ ▲✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥

✷✻



■✳✸✳ ■♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❧❡+ +♦❧✉$.+ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α

❛$$&❛❝$✐✈❡ ❡♥$&❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❡$ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡+ +♦❧✉$.+ ✐♥$❡&+$✐$✐❡❧+ ❡①♣❧✐5✉❡ ❧❛ ❝&.❛$✐♦♥

❞❡ ❝❡ $②♣❡ ❞✬❛♠❛+✳ ❉❡+ ❝❛❧❝✉❧+ $❤.♦&✐5✉❡+ ♦♥$ ♣❛& ❧❛ +✉✐$❡ ❝♦♥✜&♠. ❧❡+ ♣&.❞✐❝$✐♦♥+

❡①♣.&✐♠❡♥$❛❧❡+✳ ▲✬✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲+♦❧✉$. ❛ .$. ❛✐♥+✐ ❧❛&❣❡♠❡♥$ ❡①❛♠✐♥.❡ ✈✐❛ ❞❡+

❝❛❧❝✉❧+ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❬✶✶✸✱ ✶✱ ✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺✱ ✶✶✻✱ ✶✶✼✱ ✼❪✳ ❚♦✉+ ♦♥$ &.✈.❧. 5✉❡ ❝❡$$❡ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥

❡+$ ❛$$&❛❝$✐✈❡ ♣♦✉& ❧❡+ $&♦✐+ +♦❧✉$.+ ❝♦♥+✐❞.&.+✳ ▲❡+ ♣&♦♣&✐.$.+ ❞❡+ ❛♠❛+ ❝♦♥$❡♥❛♥$

♣❧✉+✐❡✉&+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ♣❧✉+✐❡✉&+ +♦❧✉$.+ ♦♥$ .❣❛❧❡♠❡♥$ .$. .$✉❞✐.❡+✳ ❈❡❧❧❡+ +✉& ❧❡+ ❛♠❛+

❝♦♥$❡♥❛♥$ ❞❡ ❧✬❛③♦$❡ ❡$ ♣❧✉+ ❡♥❝♦&❡ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ♦♥$ .$. ❧❛&❣❡♠❡♥$ ❛♥❛❧②+.❡+ ❝♦♠♣$❡

$❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❣&❛♥❞❡ 5✉❛♥$✐$. ❞❡ &.+✉❧$❛$+ ❡①♣.&✐♠❡♥$❛✉① ♣&.+❡♥$+ ❞❛♥+ ❧❛ ❧✐$$.&❛$✉&❡

J ❧❡✉&+ +✉❥❡$+✳ ▲✬❛❝❝❡♥$ ❛ .$. ❡♥ ♣❛&$✐❝✉❧✐❡& ♠✐+ +✉& ❧✬❛♠❛+ V ❈2 5✉✐ ❡+$ $&L+ +$❛❜❧❡

❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ .♥❡&❣.$✐5✉❡ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺✱ ✶✶✻✱ ✶✶✼❪ ✭❋✐❣✉&❡ ■✳✶✸✮✳

❋✐❣✉$❡ ■✳✶✸ ✕ ❈♦♥✜❣✉&❛$✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉+ +$❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛+ V ❈2✳ ▲❡+ +♣❤L&❡+ ❜❧❡✉❡+ ❡$

♥♦✐&❡+ &❡♣&.+❡♥$❡♥$ &❡+♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡+ ❛$♦♠❡+ ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ❡$ ❞❡ ❢❡&✱ ❡$ ❧❡ ❝✉❜❡ ❣&✐+

❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳

❆✐♥+✐✱ ✉♥❡ ❢♦&$❡ ❧✐❛✐+♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥$❡ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❞❡✉① ❛$♦♠❡+ ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ +❡ ❝&.❡ ❞❛♥+ ❝❡$

❛♠❛+ ❛❧♦&+ 5✉❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ ❝❛&❜♦♥❡✲❝❛&❜♦♥❡ ❡+$ ❢♦&$❡♠❡♥$ &.♣✉❧+✐✈❡ J ❝♦✉&$❡ ❞✐+$❛♥❝❡✱

❡$ ♣&.+❡♥$❡ ❞❡ $&L+ ❢❛✐❜❧❡+ .♥❡&❣✐❡+ ❞❡ ❧✐❛✐+♦♥ J ♣❧✉+ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐+$❛♥❝❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& ❡♥

❧✬❛❜+❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✼❪✳ ▲❡+ .♥❡&❣✐❡+ ❞❡ ❧✐❛✐+♦♥+ ❞❡+ ❛♠❛+ ❧❛❝✉♥❡+✲

+♦❧✉$.+ Vn❈m ♦♥$ .$. ❞.$❡&♠✐♥.❡+ ♣❛& ❋R&+$ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✶✺❪ ♣♦✉& n ✈❛❧❛♥$ ✶ ❡$ ✷ ❡$✱ m

✈❛&✐❛♥$ ❞❡ ✶ J ✻✱ ♣✉✐+ ❡♥+✉✐$❡ ♣❛& ❏♦✉&❞❛♥ ❡$ ❛❧✳ ♣♦✉& n ❡$ m ✈❛&✐❛♥$ ❞❡ ✶ J ✹ ❬✶✶✽❪✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②+❡ ❛♣♣&♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡+ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥+ J ❧✬.❝❤❡❧❧❡ .❧❡❝$&♦♥✐5✉❡ ❡♥$&❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❡$

❧❡+ .❧.♠❡♥$+ ❝❛&❜♦♥❡ ❡$ ❛③♦$❡ ❛ .$. ❡✛❡❝$✉.❡ ♣❛& ❉♦♠❛✐♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ❡$ ❖❤♥✉♠❛

❡$ ❛❧✳ ❬✶✶✻❪✳ ■❧+ ♦♥$ &.✈.❧. ❞❡+ +✐♠✐❧✐$✉❞❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝♦♠♣♦&$❡♠❡♥$ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡$ ❞❡

❧✬❛③♦$❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α ♣❛&❢❛✐$ ❡$ J ♣&♦①✐♠✐$. ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ▲❡✉&+ &❡❝❤❡&❝❤❡+ +❡ +♦♥$

❝❡♣❡♥❞❛♥$ ❢♦❝❛❧✐+.❡+ +✉& ❞❡+ ❛♠❛+ ♥❡ ❝♦♥$❡♥❛♥$ 5✉✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡$ ♣❧✉+✐❡✉&+ +♦❧✉$.+

✭❥✉+5✉✬J ❞❡✉① +♦❧✉$.+ ♣♦✉& ❉♦♠❛✐♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ❡$ +✐① ♣♦✉& ❖❤♥✉♠❛ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✶✻❪✮✳

❈❡$$❡ ❛♥❛❧②+❡ +②+$.♠❛$✐5✉❡ ❛ .$. ❣.♥.&❛❧✐+.❡ J ❧✬♦①②❣L♥❡ ♣❛& ❋✉ ❡$ ❛❧✳ ❬✶❪✳ ■❧+ ♦♥$

♠♦♥$&. 5✉❡ ❧✬♦①②❣L♥❡ ♣&.+❡♥$❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦&$❡♠❡♥$ ❞✐✛.&❡♥$ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡$ ❞❡ ❧✬❛③♦$❡

❡♥ ♣&.+❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡♥ ❝❡ 5✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ +❡+ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❛✈❡❝ ❧❡+ ❛$♦♠❡+ ❞❡

❢❡&✳ ■❧+ ♦♥$ .❣❛❧❡♠❡♥$ ✐❞❡♥$✐✜. ❞❡+ ❛♠❛+ ❧❛❝✉♥❡+✲♦①②❣L♥❡ .♥❡&❣.$✐5✉❡♠❡♥$ +$❛❜❧❡+✱

J +❛✈♦✐& ❧❡+ ❛♠❛+ V2❖ ❡$ V❖2✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛&❛♥$ ❧❡+ $&♦✐+ .♥❡&❣✐❡+ ❞❡ ❧✐❛✐+♦♥ V ✲X

♣♦✉& ❧❡+ $&♦✐+ +♦❧✉$.+✱ ❧❛ ❧✐❛✐+♦♥ V ✲❖ +✬❡+$ ❛✈.&.❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉+ ❢♦&$❡ 5✉❡ V ✲❈ ❡$

✷✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

V ✲◆✳ ▲❡5 ❝❛❧❝✉❧5 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ 5♦♥% ♣&8❝✐5 ♠❛✐5 8❣❛❧❡♠❡♥% ❝♦:%❡✉① ❡♥ %❡♠♣5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❉❡5 ❝❛❧❝✉❧5 ♦♥% 8%8 ❡✛❡❝%✉85 > ♣❛&%✐& ❞❡5 ♣♦%❡♥%✐❡❧5 ❡♠♣✐&✐1✉❡5 ♣♦✉& ♦❜%❡♥✐& ✉♥❡

❞❡5❝&✐♣%✐♦♥ ❞❡5 ❛♠❛5 ♣❧✉5 ❣&❛♥❞5 %♦✉% ❡♥ ❧✐♠✐%❛♥% ❧❡ %❡♠♣5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡5 ❛♥❛❧②5❡5

❞❡5 ❛♠❛5 ❧❛❝✉♥❡5✲❝❛&❜♦♥❡ ♦♥% ✐❝✐ ❛✉55✐ 8%8 ♣&✐✈✐❧8❣✐8❡5 ❬✶✶✾✱ ✶✵✶✱ ✶✷✵✱ ✶✷✶✱ ✶✷✷✱ ✶✷✸❪✳

❚❡&❡♥%②❡✈ ❡$ ❛❧✳✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥% ❝♦♠❜✐♥8 %&♦✐5 ♣♦%❡♥%✐❡❧5 ❡♠♣✐&✐1✉❡5 ❞✐✛8&❡♥%5 ❞❡

❋❡✲❈ ❬✶✷✵✱ ✶✵✶✱ ✶✷✷❪ ♣♦✉& 8%✉❞✐❡& ❧✬✐♠♣❛❝% ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ 5✉& ❧❛ 5%❛❜✐❧✐%8 ❡% ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%8

❞❡5 ❛♠❛5 ❧❛❝✉♥❛✐&❡5✳ ❈❡ %②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧5 ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛5 %♦✉❥♦✉&5 ❧❡5 ♠M♠❡5 &85✉❧%❛%5

♣♦✉& ❧❡5 8♥❡&❣✐❡5 ❞❡5 ❛♠❛5 1✉❡ ❝❡✉① ♦❜%❡♥✉5 ❛✈❡❝ ❞❡5 ❝❛❧❝✉❧5 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✿ ❧❛ ❧✐❛✐5♦♥

❝♦✈❛❧❡♥%❡ ❝❛&❜♦♥❡✲❝❛&❜♦♥❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛5 V ❈2 ❡5% %&O5 5♦✉✈❡♥% ♠❛❧ ❞8❝&✐%❡✳

❈♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦&%❡ ❛%%&❛❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡5 ❧❛❝✉♥❡5 ❡% ❧❡5 ❛%♦♠❡5 ❞✬♦①②❣O♥❡✱ ❧❡5

%&❛✈❛✉① ❞❡ %❤O5❡ ❞❡ ❍❡ ♦♥% &8❝❡♠♠❡♥% ❝♦♥5✐5%8 > ❡✛❡❝%✉❡& ✉♥❡ 8%✉❞❡ ❡①♣8&✐♠❡♥%❛❧❡

5✉& ❧❡✉&5 ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥5 ❞❛♥5 ❧❡ ❢❡& α ❬✶✷✹❪✳ ❙❛ ❞8♠❛&❝❤❡ ❛ 8%8 ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡& ❧❛ 5♣❡❝%&♦✲

♠8%&✐❡ ❞❡ ♠❛55❡ ❞✬✐♦♥5 5❡❝♦♥❞❛✐&❡5 ✭❙■▼❙ ✭❙❡❝♦♥❞❛,② ■♦♥ ▼❛00 ❙♣❡❝$,♦0♠❡$,② ✮ > ❧❛

5♣❡❝%&♦5❝♦♣✐❡ ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛%✐♦♥ ❞❡5 ♣♦5✐%♦♥5 ♣♦✉& ❛♥❛❧②5❡& ❞❡5 8❝❤❛♥%✐❧❧♦♥5 ❞❡ ❢❡& ❛♣&O5

✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣O♥❡✳ ▲❡5 ♠❡5✉&❡5 ♣❛& ❙■▼❙ ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞✬♦❜%❡♥✐& ❧❡ ♣&♦✜❧ ❡♥

♣&♦❢♦♥❞❡✉& ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦5✐%✐♦♥ ❡♥ 5♦❧✉%85 ❛❧♦&5 1✉❡ ❝❡❧❧❡5 ♣❛& 5♣❡❝%&♦5❝♦♣✐❡ ❞✬❛♥♥✐✲

❤✐❧❛%✐♦♥ ❞❡5 ♣♦5✐%♦♥5 ❢♦✉&♥✐55❡♥% ✉♥❡ ❞❡5❝&✐♣%✐♦♥ ❡♥ %❛✐❧❧❡ ❞❡5 ❛♠❛5 ❧❛❝✉♥❛✐&❡5✳ ▲❡5

&85✉❧%❛%5 ♦♥% ♠♦♥%&8 1✉❡ ❞❡5 ❛♠❛5 5%❛❜❧❡5 ❧❛❝✉♥❡5✲♦①②❣O♥❡ 5❡ ❢♦&♠❡♥%✳

▲✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡5 8%✉❞❡5 ❝♦♥✜&♠❡♥% ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✬❛♠❛5 ❧❛❝✉♥❡5✲

5♦❧✉%85 5%❛❜❧❡5 ❞❛♥5 ❧❡ ❢❡& α✳ ▲❛ ❞❡✉①✐O♠❡ ♣&♦♣&✐8%8 ✐♥%8&❡55❛♥%❡ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧❡✉& ♠♦✲

❜✐❧✐%8✳

❈❡5 5♦❧✉%85 ✐♥%❡&5%✐%✐❡❧5 ♣❡✉✈❡♥% ❞✐✛✉5❡& > %&❛✈❡&5 ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& ❝✉❜✐1✉❡ ❝❡♥%&8❡

5❛♥5 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡5 ✭♠8❝❛♥✐5♠❡ ✐♥%❡&5%✐%✐❡❧✮✱ > ❧❛ ❞✐✛8&❡♥❝❡ ❞❡5 5♦❧✉%85 5✉❜5%✐%✉✲

%✐♦♥♥❡❧5 ✭♠8❝❛♥✐5♠❡ ❧❛❝✉♥❛✐&❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧❛ ❢♦&%❡ ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡5 ❧❛❝✉♥❡5 ♣❡✉%

8❣❛❧❡♠❡♥% ❝❤❛♥❣❡& ❧❡5 ♣&♦♣&✐8%85 ❞❡ ❞✐✛✉5✐♦♥ ❞❡5 5♦❧✉%85 ✐♥%❡&5%✐%✐❡❧5✳ ❆ ❧✬8❝❤❡❧❧❡ ❛%♦✲

♠✐1✉❡✱ ❧❡5 8♥❡&❣✐❡5 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡5 5♦❧✉%85 ✐5♦❧85 ❡% ❝❡&%❛✐♥❡5 ❜❛&&✐O&❡5 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❞❡5 ♣❛✐&❡5 ❧❛❝✉♥❡✲5♦❧✉%8 ♦♥% 8%8 ❝❛❧❝✉❧8❡5 ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡✱ ❞❡ ❧✬❛③♦%❡ ❡% ❞❡

❧✬♦①②❣O♥❡ ✈✐❛ ❞❡5 ❝❛❧❝✉❧5 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❬✶✶✸✱ ✶✱ ✶✷✺✱ ✶✷✻✱ ✶✷✼❪✳ ❋✉ ❡$ ❛❧ ♦♥% ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡

❞8%❡&♠✐♥8 1✉❡ ❧✬8♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣O♥❡ ❡5% ❞❡ ✶✱✺✺

❡❱ ❛❧♦&5 1✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣O♥❡ ✐5♦❧8 ❡5% 5❡✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ✵✱✻✵ ❡❱ ❬✶❪✳ ❉❡ ❧❛

♠M♠❡ ♠❛♥✐O&❡✱ ▲✐✉ ❡$ ❛❧✳ ♦♥% %&♦✉✈8 ✉♥❡ 8♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ♣♦✉& ❧❛ ♣❛✐&❡

❧❛❝✉♥❡✲❝❛&❜♦♥❡ ❞❡ ✶✱✻✵ ❡❱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✵✱✾✶ ❡❱ ❬✶✶✸❪ ♣♦✉& ❧❡ 5♦❧✉%8 ✐5♦❧8 ❬✶✷✻❪✳ ❚♦✉5 ❝❡5

%&❛✈❛✉① ♠❡%%❡♥% ❡♥ 8✈✐❞❡♥❝❡ 1✉❡ ❧✬8♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡5 5♦❧✉%85 ✐♥%❡&5%✐%✐❡❧5 ❛✉❣✲

♠❡♥%❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ❧♦&51✉✬✐❧5 5♦♥% ♣&♦❝❤❡5 ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ^❛& ❛✐❧❧❡✉&5✱ ❧❡5 &85✉❧%❛%5 ❛❜

✐♥✐$✐♦ 5✉& ❧❡ ❝❛5 ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❞❡ ❝❛❣❡ ✐♥❞✐1✉❡♥% 1✉❡ ❧❡5 5♦❧✉%85 ♣❡✉✈❡♥%

M%&❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ❛❝❝8❧8&85 > ♣&♦①✐♠✐%8 ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✱ 5❛♥5 1✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐5❡ ♥8❛♥♠♦✐♥5

> ❧❛ ❞✐✛✉5✐♦♥ ❞✉ 5♦❧✉%8 > ❧♦♥❣✉❡ ♣♦&%8❡ ❬✶✶✸✱ ✶✷✺❪✳ ❈❡5 &85✉❧%❛%5 ❝♦♥✜&♠❡♥% ❧❡ ❢❛✐%

✷✽



■✳✸✳ ■♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❧❡+ +♦❧✉$.+ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α

1✉❡ $&❛❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥$ ❞❛♥+ ❧❡+ ✐♥$❡&♣&.$❛$✐♦♥+ ❞✬❡①♣.&✐❡♥❝❡+ ❬✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✷✽❪ ♦✉ ❞❛♥+

❧❡+ .$✉❞❡+ $❤.♦&✐1✉❡+ ❬✶✷✾✱ ✶✶✽❪✱ +❡✉❧+ ❧❡+ ♠♦♥♦♠@&❡+ ❞❡ +♦❧✉$.+ ❡$ ❧❡+ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡+

+♦♥$ ❝♦♥+✐❞.&.+ ♠♦❜✐❧❡+ ❡$ ❧❡+ ❛♠❛+ VnXm +♦♥$ ✐♠♠♦❜✐❧❡+✳ ▲❡+ &.❝❡♥$+ &.+✉❧$❛$+ ❞❡+

$&❛✈❛✉① ❞❡ $❤@+❡ ❞❡ ❍❡ +✉& ❧❡+ &❡❝✉✐$+ ❞❡+ .❝❤❛♥$✐❧❧♦♥+ ✐♠♣❧❛♥$.+ ❡♥ ♦①②❣@♥❡ ♦♥$

♥.❛♥♠♦✐♥+ &.✈.❧. 1✉❡ ❞❡+ ❛♠❛+ ❧❛❝✉♥❡+✲♦①②❣@♥❡ ♣♦✉&&❛✐❡♥$ H$&❡ ♠♦❜✐❧❡+ I $❡♠♣.✲

&❛$✉&❡ ❛♠❜✐❛♥$❡ ❬✶✷✹❪✳ ▲❡+ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥+ ♦♥$ .$. ❡✛❡❝$✉.❡+ I ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡

10−14 cm−2
✮ ❡$ ❢♦&$❡ ✢✉❡♥❝❡ ✭❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ 10−15 cm−2

✮✱ ♣✉✐+ ❧❡+ .❝❤❛♥$✐❧❧♦♥+ ♦♥$

.$. +$♦❝❦.+ I $❡♠♣.&❛$✉&❡ ❛♠❜✐❛♥$❡ ♣❡♥❞❛♥$ ✉♥❡ ❞✉&.❡ ❞❡ ✷✸✻ ❥♦✉&+✳ ▲❡+ ♣&♦✜❧+ ❞❡+

❞.❢❛✉$+ ❧❛❝✉♥❛✐&❡+ ❡$ ❞❡ ❧✬♦①②❣@♥❡ ♦♥$ .$. +✉✐✈✐+ ❡♥ ♣❛&❛❧❧@❧❡ ♣❛& +♣❡❝$&♦+❝♦♣✐❡ ❞✬❛♥✲

♥✐❤✐❧❛$✐♦♥ ❞❡+ ♣♦+✐$♦♥+ ❡$ ♣❛& ♠❡+✉&❡+ ❙■▼❙✳ ▲❡+ ❞❡✉① ♣&♦✜❧+ ♦♥$ .✈♦❧✉. +❡✉❧❡♠❡♥$

❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ I ❢♦&$❡ ✢✉❡♥❝❡ ✿ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❡$ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥ ❞❡+ ❞.✲

❢❛✉$+ ❧❛❝✉♥❛✐&❡+ ♦♥$ ❛✉❣♠❡♥$. ❛❧♦&+ 1✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬♦①②❣@♥❡ +✬❡+$ .$❛❧. ❡$

❞.♣❧❛❝. ✈❡&+ ❧❛ +✉&❢❛❝❡ ✭❋✐❣✉&❡ ■✳✶✹✮✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉&+✱ ❧❛ +✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬.❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ +✬♦①②❞❡ I

❧❛ ❞✐✛.&❡♥❝❡ ❞❡+ .❝❤❛♥$✐❧❧♦♥+ ✐♠♣❧❛♥$.+ I ❢❛✐❜❧❡ ✢✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ■✳✶✹ ✕ ➱✈♦❧✉$✐♦♥ ❞❡+ ❢&❛❝$✐♦♥+ ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛$✐♦♥+ .❧❡❝$&♦♥+✲♣♦+✐$♦♥+ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡

♠♦♠❡♥$ ❙ ❡$ ❞❡ ❢♦&$ ♠♦♠❡♥$ ❲ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣+ ❞❡ +$♦❝❦❛❣❡✳ ▲❡ ❢❛✐$ 1✉❡ ❙✭❊✮

❝&♦\$ ❡$ ❙✭❲✮ +❡ &❛♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞❛♥$ ❛✉ ❛♠❛+ Vn ❛✈❡❝ ❧❡ $❡♠♣+ ❞❡

+$♦❝❦❛❣❡ ✐♥❞✐1✉❡♥$ 1✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥ ❡$ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❛♠❛+ ❧❛❝✉♥❛✐&❡+ ♦♥$ ❛✉❣♠❡♥$.✳

❋✐❣✉&❡ ✐++✉❡ ❞❡ ❧❛ &.❢.&❡♥❝❡ ❬✶✷✹❪✳

▲❡+ ❢♦&$❡+ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❡♥$&❡ ❧❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ +♦❧✉$.+ ✐♥$❡&+$✐$✐❡❧+ ✭❈✱ ◆ ❡$ ❖✮ ♣❡✉✈❡♥$

❞♦♥❝ ❝♦♥❞✉✐&❡ I ❧❛ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ❞✬❛♠❛+ +$❛❜❧❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡& α &❛❧❡♥$✐++❛♥$ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥$

❧❛ ♠✐❣&❛$✐♦♥ I ❧❛ ❢♦✐+ ❞❡+ ❧❛❝✉♥❡+ ❡$ ❞❡+ +♦❧✉$.+✳

■✳✸✳✸ ❆♠❛& ❧❛❝✉♥❡&✲&♦❧✉./& &✉❜&.✐.✉.✐♦♥♥❡❧& ✭❨ ❡. ❚✐✮

▲❡+ ❛$♦♠❡+ ❞❡ $✐$❛♥❡ ❡$ ❞✬②$$&✐✉♠ +♦♥$ ❞❡+ +♦❧✉$.+ +✉❜+$✐$✉$✐♦♥♥❡❧+ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❡&

α ❬✸✱ ✷❪✳ ❉❡+ $&❛✈❛✉① ❡①♣.&✐♠❡♥$❛✉① ❬✶✸✵✱ ✶✷✹✱ ✶✸✶❪ ❡$ $❤.♦&✐1✉❡+ ❬✷✱ ✶✸✷✱ ✼❪ ♦♥$ ♠✐+

❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ 1✉❡ ❝❡+ ❞❡✉① +♦❧✉$.+ ✐♥$❡&❛❣✐++❡♥$ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✱ ❧✬②$$&✐✉♠ ❜❡❛✉❝♦✉♣

♣❧✉+ 1✉❡ ❧❡ $✐$❛♥❡ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■✳✷✮✳ ▲❡+ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥+ ❧❛❝✉♥❡✲②$$&✐✉♠ ❡$ ❧❛❝✉♥❡✲$✐$❛♥❡

✷✾



❈❤❛♣✐%&❡ ■✳ ➱%✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐1✉❡

♦♥% ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& 4%4 4%✉❞✐4❡5 ❞❡ ❧❛ ♠7♠❡ ♠❛♥✐8&❡ 1✉❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣8♥❡

❞❛♥5 ❧❡ ❢❡& α ♣❛& ❍❡ ❡! ❛❧✳ ❬✶✸✶✱ ✶✷✹❪✳ ❉❡5 ✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥5 ②%%&✐✉♠ ❡% %✐%❛♥❡ ♦♥% 4%4

✐♥❞4♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ❡✛❡❝%✉4❡5 5✉& ❞❡5 4❝❤❛♥%✐❧❧♦♥5 ❞❡ ❢❡& α✳ ❉❡5 ❛♠❛5 ❧❛❝✉♥❛✐&❡5 ♦♥%

4%4 ❞4%❡❝%45 ❞❛♥5 ❧❡5 ❞❡✉① ❝❛5✳ ▲❡ 5✐❣♥❛❧ ♣♦5✐%♦♥ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ 5❡♠❜❧❡

❝❡♣❡♥❞❛♥% ♠♦✐♥5 4❧❡✈4 1✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ %✐%❛♥❡ ♣♦✉& ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡ 5♦❧✉%45 41✉✐✲

✈❛❧❡♥%❡ 5✉❣❣4&❛♥% 1✉❡ ❧❡5 ❛♠❛5 5♦♥% ♣❧✉5 ❣&♦5 ♣♦✉& ❝❡ ❞❡&♥✐❡&✳ ▲❡5 ❧❛❝✉♥❡5 5♦♥%

♣&4❢4&❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ♣✐4❣4❡5 ♣❛& ❧✬②%%&✐✉♠ 1✉❡ ♣❛& ❧❡ %✐%❛♥❡✳ ▲✬②%%&✐✉♠ ❛%%✐&❡ ♣❧✉5 ❧❡5

❧❛❝✉♥❡5 1✉❡ ❧❡ %✐%❛♥❡✱ &45✉❧%❛% ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡5 ❝❛❧❝✉❧5 %❤4♦&✐1✉❡5 ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■✳✷✮✳

❉✬❛✐❧❧❡✉&5✱ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%&✐✉♠ ✐♥%❡&❛❣✐% %❡❧❧❡♠❡♥% ❛✈❡❝ ❧❡5 ❧❛❝✉♥❡5 1✉✬✐❧ ❡5% ✐♥5%❛❜❧❡

❞❛♥5 5❛ ♣♦5✐%✐♦♥ 5✉❜5%✐%✉%✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❧♦&51✉✬✐❧ ❡5% ♣&❡♠✐❡& ✈♦✐5✐♥ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳

❆✐♥5✐✱ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%&✐✉♠ 5❡ &❡%&♦✉✈❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❞❡✉① ❧❛❝✉♥❡5 ♣&❡♠✐8&❡5 ✈♦✐5✐♥❡5

✭❋✐❣✉&❡ ■✳✶✺✮ ❬✷✱ ✼❪✳

❋✐❣✉$❡ ■✳✶✺ ✕ ❈♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞4❝❡♥%&4❡ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%&✐✉♠ 5✐%✉4 ❡♥ ♣♦5✐%✐♦♥ ✶

 ❡

nn ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ▲❡5 5♣❤8&❡5 ✈❡&%❡5 ❡% ♥♦✐&❡5 &❡♣&45❡♥%❡♥% &❡5♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡5 ❛%♦♠❡5
❞✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞❡ ❢❡&✱ ❡% ❧❡5 ❝✉❜❡5 ❣&✐5 ❧❡5 ❧❛❝✉♥❡5✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉5✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❛ 4%4 ♠❡5✉&4 ❡①♣4&✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% ♣❛& ❑❧✉❣✲

❦✐5% ❬✶✸✸❪ ✿ ✐❧ ❡5% ✶✵

5
♣❧✉5 &❛♣✐❞❡ 1✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛✉%♦✲❞✐✛✉5✐♦♥ ❞✉ ❢❡& ❞❛♥5 ✉♥❡ ❢❡♥7%&❡

❞❡ %❡♠♣4&❛%✉&❡ ❝♦♠♣&✐5❡ ❡♥%&❡ ✾✹✽ ❡% ✶✶✼✹ ❑✳ Z❛& ❛✐❧❧❡✉&5✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞♦♥♥4❡ ❡①♣4&✐✲

♠❡♥%❛❧❡ ♥✬❡①✐5%❡ ❡♥ ❝❡ 1✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬②%%&✐✉♠ [ ♥♦%&❡ ❝♦♥♥❛✐55❛♥❝❡✱ 5❛ ✈❛❧❡✉& 4%❛♥% ❛

♣&✐♦&✐ %&85 ❢❛✐❜❧❡✳ ❍✐♥ ❡! ❛❧✳ ❧✬♦♥% ❞♦♥❝ 4✈❛❧✉4❡ ❡♥ ♣❛&❛♠4%&❛♥% ✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❝❧❛55✐1✉❡

❞❡ ♥✉❝❧4❛%✐♦♥ 5✉& ❞❡5 ❞♦♥♥4❡5 ❞❡ ❞✐✛✉5✐♦♥ ❛✉① &❛②♦♥5 ❳ ❛✉① ♣❡%✐%5 ❛♥❣❧❡5 ❬✶✸✹✱ ✹❪

❛✜♥ ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐5❡& ❞❛♥5 ❞❡5 5✐♠✉❧❛%✐♦♥5 ❞❡ %②♣❡ ▼♦♥%❡ ❈❛&❧♦✳ ■❧ ❛ 4%4 ❛✐♥5✐ ♣&♦♣♦54

1✉❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❞✐✛✉5❡ ♠♦✐♥5 ✈✐%❡ 1✉❡ ❧❡ %✐%❛♥❡✳ ❈❡5 ❞❡✉① 5♦❧✉%45 4%❛♥% 5✉❜5%✐%✉✲

%✐♦♥♥❡❧5✱ ❧❡✉& ❞✐✛✉5✐♦♥ ♣❛55❡ ♣❛& ✉♥ ♠4❝❛♥✐5♠❡ ❧❛❝✉♥❛✐&❡✳ ▲❡ ♠♦❞8❧❡ ▲❡ ❈❧❛✐&❡ [

♥❡✉❢ ❢&41✉❡♥❝❡5 ❬✶✸✺❪ ❛ ♣✉ ❞♦♥❝ 7%&❡ ✉%✐❧✐54 ♣♦✉& ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡✉& ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉✲

5✐♦♥✳ ▲❡5 ✈❛❧❡✉&5 ♦❜%❡♥✉❡5 ♣❛& ▼✉&❛❧✐ ❡! ❛❧✳ ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛♥✐8&❡ 5♦♥% ❝❡♣❡♥❞❛♥% %&♦✐5

♦&❞&❡5 ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉&5 ❛✉✲❞❡55✉5 ❞❡ ❝❡❧❧❡5 ♠❡5✉&4❡5 ❡①♣4&✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% ❬✶✸✷❪✳ ❈✬❡5%

❞❛♥5 ❝❡ ❝♦♥%❡①%❡ 1✉❡ ❍❡ ❡! ❛❧✳ ♦♥% ❡✛❡❝%✉4 ❞❡5 &❡❝✉✐%5 ❞✬4❝❤❛♥%✐❧❧♦♥5 ✐♠♣❧❛♥%45 ❡♥

②%%&✐✉♠ ❬✶✸✶✱ ✶✷✹❪✳ ▲❡✉&5 &45✉❧%❛%5 ♦♥% ❞4♠♦♥%&4 1✉❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ♥❡ ❞✐✛✉5❡ ♣❛5 ❥✉51✉✬[

✺✵✵

◦
❈ ❛❧♦&5 1✉❡ ❞❡5 ❛♠❛5 ❧❛❝✉♥❡5✲②%%&✐✉♠ 5♦♥% ❡♥❝♦&❡ ❞4%❡❝%45✳ ▲❡ ♠4❝❛♥✐5♠❡ ❞❡

❞✐✛✉5✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐&❡ 5%❛♥❞❛&❞ ♥❡ 5❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛5 ❝♦♥✈❡♥✐& ❛✉ ❝❛5 ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠✳
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■✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

▲❡) ❛❝✐❡.) ❖❉❙ )♦♥2 ❞♦♥❝ ❞❡) ♠❛25.✐❛✉① 7✉✐ ♣.5)❡♥2❡♥2 ❞❡) ❝❛.❛❝25.✐)2✐7✉❡) ♣.♦✲

♠❡22❡✉)❡) ♣♦✉. ❧❡) .5❛❝2❡✉.) ♥✉❝❧5❛✐.❡) ❞✉ ❢✉2✉.✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❧❛ ♥❛2✉.❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦✲

)✐2✐♦♥ ❡2 ❧❡) ♠5❝❛♥✐)♠❡) ❞✬❛❣❣❧♦♠5.❛2✐♦♥ ❞❡) ♥❛♥♦♣❛.2✐❝✉❧❡) ❞✬♦①②❞❡ )♦♥2 ❡♥❝♦.❡

♠❛❧ ❝♦♥♥✉) ? ❝❡ ❥♦✉.✳ ▲❡ .A❧❡ ❞❡) ❧❛❝✉♥❡) )✉. ❧❛ ❢♦.♠❛2✐♦♥ ❡2 ❧❛ )2❛❜✐❧✐)❛2✐♦♥ ❞❡)

♥❛♥♦✲♦①②❞❡) ❡)2 ❡♥ ♣❛.2✐❝✉❧✐❡. ✉♥❡ 7✉❡)2✐♦♥ ✐♠♣♦.2❛♥2❡ 7✉✐ .❡)2❡ ? 5❧✉❝✐❞❡.✳ ❉❡)

52✉❞❡) 2❤5♦.✐7✉❡) )♦♥2 ❞♦♥❝ ♥5❝❡))❛✐.❡) ♣♦✉. ❝♦♠♣❧52❡. ❧❡) .❡❝❤❡.❝❤❡) ❡①♣5.✐♠❡♥✲

2❛❧❡)✳ ❈♦♠♣♦)5 ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉① 5❧5♠❡♥2) ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✱ ❧✬❛❝✐❡. ❖❉❙ ❡)2 2.D) ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧

❢❛✉2 ❞♦♥❝ ❧✐♠✐2❡. ❞❛♥) ✉♥ ♣.❡♠✐❡. 2❡♠♣) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥✈❡)2✐❣❛2✐♦♥ ? ✉♥ ❛❝✐❡. ♠♦✲

❞D❧❡✳ F❛. ❝♦♥)57✉❡♥2✱ ❧✬♦❜❥❡❝2✐❢ ❞❡ ❝❡) 2.❛✈❛✉① ❞❡ 2❤D)❡ ❛ ❝♦♥)✐)25 ? ❛♥❛❧②)❡. ❞✬✉♥

♣♦✐♥2 ❞❡ ✈✉❡ 2❤5♦.✐7✉❡ ❧❡) ✐♥2❡.❛❝2✐♦♥) ❡♥2.❡ ❧❡) ❧❛❝✉♥❡) ❡2 ❧❡) ♣.✐♥❝✐♣❛✉① )♦❧✉25) ❞♦♥2

)♦♥2 ❝♦♠♣♦)5) ❧❡) ♥❛♥♦✲♦①②❞❡) ❞❛♥) ✉♥ ❛❝✐❡. ♠♦❞D❧❡ ❝♦♥)2✐2✉5 ❞✬✉♥❡ ♠❛2.✐❝❡ ❞❡ ❢❡.

α ❝♦♥2❡♥❛♥2 ❞❡) ❛2♦♠❡) ❞✬♦①②❣D♥❡✱ ❞❡ 2✐2❛♥❡ ❡2 ❞✬②22.✐✉♠✱ ❛✐♥)✐ 7✉❡ ❞❡) ❧❛❝✉♥❡)✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ■■

▼*%❤♦❞❡-

■■✳✶ ❉$♠❛'❝❤❡

▲❛ ❞#♠❛%❝❤❡ ❛❞♦♣+#❡ ❧♦%- ❞❡ ❝❡- +%❛✈❛✉① ❞❡ +❤1-❡ ❛ ❝♦♥-✐-+# 4 ❡①❛♠✐♥❡% ✉♥ ❛❝✐❡%

❖❉❙ -✐♠♣❧✐✜# ❝♦♥-+✐+✉# ❞✬✉♥❡ ♠❛+%✐❝❡ ❞❡ ❢❡% α ❝♦♥+❡♥❛♥+ ❞❡ ❧✬♦①②❣1♥❡✱ ❞✉ +✐+❛♥❡✱

❞❡ ❧✬②++%✐✉♠ ❡+ ❞❡- ❧❛❝✉♥❡- 4 ❞✐✛#%❡♥+❡- #❝❤❡❧❧❡-✳ ❉❛♥- ✉♥ ♣%❡♠✐❡% +❡♠♣-✱ ❧❡ -②-+1♠❡

❛ #+# ❝♦♥-✐❞#%# 4 ❧✬#❝❤❡❧❧❡ #❧❡❝+%♦♥✐@✉❡ 4 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧- ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ♣❡%♠❡++❛♥+ ❞❡

❞#❝%✐%❡ ❧❡- ❝❛%❛❝+#%✐-+✐@✉❡- ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛❧❡- ❞✉ -②-+1♠❡ ✿

• ❧❡- ✐♥+❡%❛❝+✐♦♥- ❡♥+%❡ ❧❡- ❞#❢❛✉+- ❧❛❝✉♥❛✐%❡- ❡+ ❞✐✛#%❡♥+❡- ❡-♣1❝❡- ❞❡ -♦❧✉+#-

♦♥+ #+# ❡①❛♠✐♥#❡-✱

• ❧❡- ❝♦♥✜❣✉%❛+✐♦♥- ❞❡ ❜❛--❡- #♥❡%❣✐❡- ❞❡ ❞✐✈❡%- ❛♠❛- ♦♥+ #+# %❡❝❤❡%❝❤#❡-✱

• ❞❡- ❝❤❡♠✐♥- ❞❡ ♠✐❣%❛+✐♦♥ ❢❛✈♦%❛❜❧❡- ❞❡ ❞✐✛#%❡♥+- ❛♠❛- ♦♥+ #+# ❞#+❡%♠✐♥#-✳

▲❡- ❝❛❧❝✉❧- ❛❜ ✐♥✐$✐♦ -♦♥+ ❝♦C+❡✉① ❡♥ +❡%♠❡- ❞❡ +❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧- ♦♥+ ♥#❛♥♠♦✐♥-

#+# ♣%#❢#%#- 4 ❞✬❛✉+%❡- +❡❝❤♥✐@✉❡- +❡❧❧❡- @✉❡ ❧❡- ♣♦+❡♥+✐❡❧- ❡♠♣✐%✐@✉❡- @✉✐ -♦♥+ ♣❧✉-

❡✣❝❛❝❡- ❡♥ +❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐- @✉✐ -♦♥+ ❝♦♠♣❧✐@✉#- 4 ♣❛%❛♠#+%❡% ♣♦✉% ❞❡- -②-+1♠❡-

4 ♣❧✉-✐❡✉%- #❧#♠❡♥+-✳

❈❡- ❞♦♥♥#❡- ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ♦♥+ ❡♥-✉✐+❡ #+# ✉+✐❧✐-#❡- ♣♦✉% ❧❡ ♣❛%❛♠#+%❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞1❧❡-

❛✜♥ ❞❡ ♣%#❞✐%❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%+❡♠❡♥+ ❞❡ -②-+1♠❡- ♠✉❧+✐✲❝♦♠♣♦-#- 4 ❞❡- #❝❤❡❧❧❡- +❡♠♣♦✲

%❡❧❧❡- ❡+ -♣❛+✐❛❧❡- -✉♣#%✐❡✉%❡-✳ ▲❡ ❝❤♦✐① -✬❡-+ ♣♦%+# -✉% ❧❛ -✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐@✉❡

❞✬❛♠❛-✱ ♠#+❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ @✉✐ ♥❡ ♣%❡♥❞ ♣❛- ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❡- ❝♦%%#❧❛+✐♦♥- -♣❛✲

+✐❛❧❡-✳ ❊❧❧❡- ♣❡%♠❡++❡♥+ ❛✐♥-✐ ❞❡ ♠♦❞#❧✐-❡% ❧✬#✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥+%❛+✐♦♥ ❞❡- ❛♠❛-

❞❛♥- ❧❡ +❡♠♣- -❛♥- ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❡- ✐♥❢♦%♠❛+✐♦♥- -✉% ❧❡✉%- ♣♦-✐+✐♦♥-✳ ❈❡++❡

-✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥ %❡♥❞ ❧❡- ❝❛❧❝✉❧- ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥- ❝♦C+❡✉① @✉❡ ❝❡✉① %#-✉❧+❛♥+- ❞❡ -✐✲

♠✉❧❛+✐♦♥- ❜❛-#❡- -✉% ❧❛ ♠#+❤♦❞❡ ▼♦♥+❡ ❈❛%❧♦✱ ❛✉+%❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ♣❡%♠❡++❛♥+ ❞❡ -✉✐✈%❡

❧❛ ❢♦%♠❛+✐♦♥ ❞✬❛♠❛- ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ +❡♠♣-✳ ▲❡- -✐♠✉❧❛+✐♦♥- ❡♥ ❞②♥❛♠✐@✉❡ ❞✬❛♠❛-

♣❡✉✈❡♥+ J+%❡ ❞✐%❡❝+❡♠❡♥+ ♣❛%❛♠#+%#❡- -✉% ❧❡- ❞♦♥♥#❡- ❛❜ ✐♥✐$✐♦✱ ❝♦♥+%❛✐%❡♠❡♥+ 4

❝❡❧❧❡- %#❛❧✐-#❡- -✉✐✈❛♥+ ❧❛ ♠#+❤♦❞❡ ▼♦♥+❡ ❈❛%❧♦ ❛+♦♠✐@✉❡ ❝✐♥#+✐@✉❡ @✉✐ ♥#❝❡--✐+❡♥+
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❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡ ♠♦❞3❧❡. ❞✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥✳ ❊❧❧❡. ❡①♣❧♦&❡♥% ❛✐♥.✐ 8 ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ♠+.♦.❝♦✲

♣✐:✉❡ ❧❡. ♣&+❞✐❝%✐♦♥. ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. 8 ❧✬+❝❤❡❧❧❡ +❧❡❝%&♦♥✐:✉❡✳ ❊♥ ♣❧✉. ❞❡. ❧❛❝✉♥❡.✱ ❡❧❧❡.
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▲❡" ❝❛❧❝✉❧" ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ♣❡(♠❡**❡♥* ❞✬.*✉❞✐❡( ✉♥❡ ❣(❛♥❞❡ ✈❛(✐.*. ❞❡ ♣(♦♣(✐.*." ❞❡"

♠❛*.(✐❛✉① 4 ❧✬.❝❤❡❧❧❡ ❛*♦♠✐6✉❡ ❡* .❧❡❝*(♦♥✐6✉❡✳ ■❧" ♣(♦❝✉(❡♥* ❞❡" ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥" "✉( ❧❡"

❞.❢❛✉*" ♣♦♥❝*✉❡❧" ✭❧❛❝✉♥❡ ♦✉ "♦❧✉*.✮ ❛✉①6✉❡❧❧❡" ♠<♠❡ ❧❡" ♠.*❤♦❞❡" ❡①♣.(✐♠❡♥*❛❧❡"

❧❡" ♣❧✉" ❛✈❛♥❝.❡" ♥❡ ♣❡✉✈❡♥* ❛❝❝.❞❡(✳ ❈❡" ❝❛❧❝✉❧" "♦♥* ✉♥✐6✉❡♠❡♥* ❜❛"." "✉( ❧❛
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✐❧" ♥❡ ♣(❡♥♥❡♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❡♥ ❞♦♥♥.❡" ❞✬❡♥*(.❡ 6✉❡ ❧❡ *②♣❡ ❞✬❛*♦♠❡ ❡* ❧❛ "*(✉❝*✉(❡ ❞✉

❝(✐"*❛❧ ❝♦♥"✐❞.(.✳ ◆.❛♥♠♦✐♥"✱ ❞❡" ❛♣♣(♦①✐♠❛*✐♦♥"✱ 6✉✐ "❡(♦♥* ❞.*❛✐❧❧.❡" ♣❛( ❧❛ "✉✐*❡✱

"♦♥* ♥.❝❡""❛✐(❡" ♣♦✉( (."♦✉❞(❡ ❝❡" .6✉❛*✐♦♥"✳
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▲✬.6✉❛*✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠.❝❛♥✐6✉❡ 6✉❛♥*✐6✉❡ ❡"* ❧✬.6✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤(E❞✐♥✲

❣❡(✱ ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥*❡ ❞✉ *❡♠♣" ✿

Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉 , ✭■■✳✶✮

♦I E (❡♣(."❡♥*❡ ❧✬.♥❡(❣✐❡ ❞✉ "②"*@♠❡ ❞.❝(✐* ♣❛( ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ψ ❡*✱ Ĥ ❧✬❤❛✲

♠✐❧*♦♥✐❡♥ 6✉✐ ♣❡✉* "✬.❝(✐(❡ ✿

Ĥ = T̂e + T̂N + V̂ee + V̂eN + V̂NN, ✭■■✳✷✮

♦I T̂e ❡* T̂N ❝♦((❡"♣♦♥❞❡♥* (❡"♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* 4 ❧✬.♥❡(❣✐❡ ❝✐♥.*✐6✉❡ ❞❡" .❧❡❝*(♦♥" ❡* ❞❡"

♥♦②❛✉①✱ ❡* V̂ee✱ V̂eN ❡* V̂NN (❡♣(."❡♥*❡♥* (❡"♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧❡" ♣♦*❡♥*✐❡❧" ❞✬✐♥*❡(❛❝*✐♦♥

❡♥*(❡ .❧❡❝*(♦♥"✱ ❡♥*(❡ .❧❡❝*(♦♥" ❡* ♥♦②❛✉① ❡* ❡♥*(❡ ♥♦②❛✉①✳

❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❧❛ "♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣(♦❜❧@♠❡ 4 ◆ .❧❡❝*(♦♥" ♥❡ ♣❡✉* ♣❛" <*(❡ ♦❜*❡♥✉❡ ❞❡

♠❛♥✐@(❡ ❡①❛❝*❡ ♣♦✉( ✉♥ "②"*@♠❡ ❝♦♥*❡♥❛♥* ♣❧✉" ❞✬✉♥ .❧❡❝*(♦♥✳ ❉❡" ❛♣♣(♦①✐♠❛*✐♦♥"

"♦♥* ❞♦♥❝ ✐♥❞✐"♣❡♥"❛❜❧❡" 4 ❧❛ (."♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡" .6✉❛*✐♦♥"✳ ▲❛ ♣(❡♠✐@(❡ ❞✬❡♥*(❡ ❡❧❧❡"

❡"* ❧✬❛♣♣(♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❇♦(♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡(✱ ♦✉ ❛♣♣(♦①✐♠❛*✐♦♥ ❛❞✐❛❜❛*✐6✉❡ ❬✶✸✻❪✳ ❊❧❧❡

♣❡(♠❡* ❞❡ *(❛✐*❡( ".♣❛(.♠❡♥* ❧❡" .❧❡❝*(♦♥" ❡* ❧❡" ♥♦②❛✉① ❞✬✉♥ "②"*@♠❡ (.❡❧ ❡♥ "✬❛♣✲
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❞❡( +❧❡❝,-♦♥( ❝♦♠♣,❡ ,❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❣-❛♥❞❡ ❞✐✛+-❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛((❡ ❡♥,-❡ ❝❡( ❞❡✉① ,②♣❡(

❞✬❡♥,✐,+(✳ ▲❛ -❡❧❛①❛,✐♦♥ +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡ ❡(, ♣❛- ❝♦♥(+9✉❡♥, ✐♥(,❛♥,❛♥+❡ ♣❛- -❛♣♣♦-, ❛✉①

♠♦✉✈❡♠❡♥,( ❞✉ ♥♦②❛✉ 9✉✐ ❡(, ❞♦♥❝ ❝♦♥(✐❞+-+ ❝♦♠♠❡ ✜①❡✳ ▲✬+♥❡-❣✐❡ ❝✐♥+,✐9✉❡ ❞✉

♥♦②❛✉ T̂N ❡(, ❛✐♥(✐ ♥✉❧❧❡✱ ❡, ❧✬+♥❡-❣✐❡ ❞✬✐♥,❡-❛❝,✐♦♥ ♥♦②❛✉✲♥♦②❛✉ ❡(, ✉♥❡ ❝♦♥(,❛♥,❡

9✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦,❡-❛ ENN✳ ▲✬+9✉❛,✐♦♥ ✭■■✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥, ❛❧♦-( ✿

Ĥ = T̂e + V̂ee + V̂eN + ENN. ✭■■✳✸✮

▼❛❧❣-+ ❝❡,,❡ ♣-❡♠✐C-❡ (✐♠♣❧✐✜❝❛,✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧C♠❡✱ ❧❛ -+(♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ +9✉❛,✐♦♥

❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥ (②(,C♠❡ E ◆ +❧❡❝,-♦♥( ❡♥ ♣-+(❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉-( ♥♦②❛✉① -❡(,❡ ✐♠♣♦((✐❜❧❡✳

❈✬❡(, ❞❛♥( ❝❡ ❝♦♥,❡①,❡ 9✉✬❡♥ ✶✾✻✹ ❍♦❤❡♥❜❡-❣ ❡, ❑♦❤♥ ♦♥, ✐♥,-♦❞✉✐, ❧❛ ,❤+♦-✐❡ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥(✐,+ ✭❉❋❚ ✭❉❡♥(✐$② ❋✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦0② ✮✮ ❬✶✸✼❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡-♠❡,

❞❡ -❡❢♦-♠✉❧❡- ✉♥ ♣-♦❜❧C♠❡ E ◆ ❝♦-♣(✱ ✐♥(♦❧✉❜❧❡✱ ❡♥ ❝❡❧✉✐ E ✉♥❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ✉♥✐9✉❡ ✿ ❧❛

❞❡♥(✐,+ +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡ ♥♦,+❡ n(−→r )✳ ❊❧❧❡ ❡(, ❜❛(+❡ (✉- ❞❡✉① ,❤+♦-C♠❡( ✿

• ❖♥ ❝♦♥(✐❞C-❡ ✉♥ (②(,C♠❡ ❝♦♥(,✐,✉+ ❞❡ ♣❛-,✐❝✉❧❡( ❡♥ ✐♥,❡-❛❝,✐♦♥ ❞❛♥( ✉♥ ♣♦✲

,❡♥,✐❡❧ ❡①,❡-♥❡ Vext(
−→r )✳ ❈❡ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❡(, -❡❧✐+ E ❧❛ ❞❡♥(✐,+ +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡ ❞❡

❧✬+,❛, ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ n0(
−→r ) ❞❡ ♠❛♥✐C-❡ ❜✐✉♥✐✈♦9✉❡✳

▲❡( ❢♦♥❝,✐♦♥( ❞✬♦♥❞❡( ❞❡ ,♦✉( ❧❡( +,❛,( +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡(✱ ❞♦♥, ❧✬+,❛, ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧✱

♣❡✉✈❡♥, ❞♦♥❝ W,-❡ ❞+,❡-♠✐♥+❡( ♣✉✐(9✉❡ ❧✬❤❛♠✐❧,♦♥✐❡♥ ❡(, ❝♦♥♥✉✳ ❉+,❡-♠✐♥❡-

❧❛ ❞❡♥(✐,+ +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡ ❞❡ ❧✬+,❛, ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ n0(
−→r ) ♣❡-♠❡, ❛✐♥(✐ ❞✬❛❝❝+❞❡- E

,♦✉,❡( ❧❡( ♣-♦♣-✐+,+( ❞✉ (②(,C♠❡✳

• ▲✬+♥❡-❣✐❡ ,♦,❛❧❡ ❞✉ (②(,C♠❡ E ❧✬+,❛, ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ❡(, ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥✐9✉❡

❞❡ ❧❛ ❞❡♥(✐,+ +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡ n(−→r ) 9✉❡❧ 9✉❡ (♦✐, ❧❡ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❡①,❡-♥❡ Vext(
−→r )✳

X♦✉- ✉♥ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❡①,❡-♥❡ Vext(
−→r )✱ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬+♥❡-❣✐❡ ❞❡ ❧✬+,❛, ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥,❛❧ ❞✉ (②(,C♠❡ ❛,,❡✐♥, (❛ ✈❛❧❡✉- ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧♦-(9✉❡ ❧❛ ❞❡♥(✐,+ n(−→r )

❝♦--❡(♣♦♥❞ E ❧❛ ❞❡♥(✐,+ ❡①❛❝,❡ ❞❡ ❧✬+,❛, ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ n0(
−→r )✳

X❛- ❧❛ (✉✐,❡✱ ❡♥ ✶✾✻✺✱ ❑♦❤♥ ❡, ❙❤❛♠ ❞+✈❡❧♦♣♣C-❡♥, ✉♥❡ ,❤+♦-✐❡ ♣❡-♠❡,,❛♥, ❞❡ -+✲

(♦✉❞-❡ ❧❡( +9✉❛,✐♦♥( ❞❡ ❙❝❤-[❞✐♥❣❡- ❣-\❝❡ ❛✉ ❢♦-♠❛❧✐(♠❡ ❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡-❣ ❡, ❑♦❤♥ ❬✶✸✽❪✳

▲❡ (②(,C♠❡ ❞✬+❧❡❝,-♦♥( ❡♥ ✐♥,❡-❛❝,✐♦♥ ❡(, -❡♠♣❧❛❝+ ♣❛- ❞❡( +❧❡❝,-♦♥( ✐♥❞+♣❡♥❞❛♥,(

+✈♦❧✉❛♥, ❞❛♥( ✉♥ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❡①,❡-♥❡ ❞❡ ♠W♠❡ ❞❡♥(✐,+ +❧❡❝,-♦♥✐9✉❡✳ ▲❡ (②(,C♠❡ (❡ ❧✐✲

♠✐,❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥, ❞♦♥❝ E ✉♥ +❧❡❝,-♦♥ ❡♥ ✐♥,❡-❛❝,✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❡✛❡❝,✐❢ ❡①,+-✐❡✉-

♥♦,+ Vext(
−→r )✳ ▲✬+♥❡-❣✐❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ (②(,C♠❡ ❡(, ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥(✐,+

EKS[n] 9✉✐ (❡ ❞+❝♦♠♣♦(❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐C-❡ (✉✐✈❛♥,❡ ✿

EKS[n] = TS[n] + EHartree[n] +

∫

Vext(
−→r )n(−→r )dr + Exc[n] + ENN, ✭■■✳✹✮

♦^ TS[n] ❝♦--❡(♣♦♥❞ E ❧✬+♥❡-❣✐❡ ❝✐♥+,✐9✉❡ ❞❡ ❧✬+❧❡❝,-♦♥ ✐(♦❧+✱ Exc ❡(, ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥✲

✸✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

♥❡❧❧❡ ❞✬+❝❤❛♥❣❡ ❡% ❞❡ ❝♦&&+❧❛%✐♦♥✱ ❡% EHartree[n] ♣&♦✈✐❡♥% ❞❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡

❡♥%&❡ ❧❡. ❞❡♥.✐%+. +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡. ❡♥

−→r ❡%

−→
r′ %❡❧❧❡ 9✉❡ ✿

EHartree[n] =
1

2

∫

n(−→r )n(
−→
r′ )

|−→r −
−→
r′ |

d3−→r d3
−→
r′ . ✭■■✳✺✮

▲❛ ❉❋❚ ♣❡&♠❡% ❞♦♥❝ ❞❡ ❞+%❡&♠✐♥❡& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❝❡%%❡ +♥❡&❣✐❡ EKS[n0]✳ ❊❧❧❡ ❡.%

❡♥ ♣&❛%✐9✉❡ ♦❜%❡♥✉❡ ❣&C❝❡ D ✉♥❡ ♠+%❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐.❛%✐♦♥ ❛✉%♦✲❝♦❤+&❡♥%❡✳ ➚ ♣❛&%✐&

❞✬✉♥❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡✱ ✉♥ ♣♦%❡♥%✐❡❧ ❡✛❡❝%✐❢ ❡①%+&✐❡✉&

Vext(
−→r ) ❡.% ❝❛❧❝✉❧+✱ ♣✉✐. ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ❡.% ❛❧♦&. ❞+%❡&♠✐♥+❡✳

❈❡%%❡ ♣&♦❝+❞✉&❡ ❡.% &+♣+%+❡ ❥✉.9✉✬D ❝❡ 9✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ .♦✐% ❛%%❡✐♥%❡ ✿ ❧❛ ❞❡♥.✐%+

+❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ❡% ❧❡ ♣♦%❡♥%✐❡❧ ❡①%+&✐❡✉& ✜♥❛❧. .♦♥% .✐♠✐❧❛✐&❡. &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% D ❧❛ ✈❛❧❡✉&

♣&+❝+❞❡♥%❡ ❞❛♥. ❧❛ ❧✐♠✐%❡ ❞✬✉♥ ❝&✐%L&❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ✜①+✳ ▲✬+♥❡&❣✐❡ ❞✉ .②.%L♠❡

EKS[n] ❡.% ❛✐♥.✐ ♠✐♥✐♠✐.+❡✱ ❡% ❧✬+%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ .%&✉❝%✉&❡ +%✉❞✐+❡

❡.% ❞+%❡&♠✐♥+✳

➚ ❝❡ .%❛❞❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬+❝❤❛♥❣❡ ❡% ❞❡ ❝♦&&+❧❛%✐♦♥ ❡.% ❧❛ .❡✉❧❡ D ♥❡ ♣❛. N%&❡

♣&+❝✐.+♠❡♥% ❝♦♥♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡.% ❞♦♥❝ ❛♣♣&♦①✐♠+❡ ♣❛& ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡♥.✐%+ ❞♦♥%

❧❡ ❝❤♦✐① ❡.% ♣&✐♠♦&❞✐❛❧✳

■■✳✷✳✷ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬-❝❤❛♥❣❡ ❡' ❞❡ ❝♦11-❧❛'✐♦♥

▲❡. ❞❡✉① ❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥. ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬+❝❤❛♥❣❡ ❡% ❞❡ ❝♦&&+❧❛%✐♦♥ ❧❡. ♣❧✉. ❡♠✲

♣❧♦②+❡. .♦♥% ❧✬❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ ❧♦❝❛❧❡ ✭▲❉❆ ✭▲♦❝❛❧ ❉❡♥(✐*② ❆♣♣.♦①✐♠❛✲

*✐♦♥✮✮ ❡% ❧✬❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ❣&❛❞✐❡♥% ❣+♥+&❛❧✐.+ ✭●●❆ ✭●❡♥❡.❛❧✐③❡❞ ●.❛❞✐❡♥* ❆♣✲

♣.♦①✐♠❛*✐♦♥✮✮✳ ➚ ❧✬♦&✐❣✐♥❡✱ ❧❡ ❢♦&♠❛❧✐.♠❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ♣❛& ❑♦❤♥ ❡% ❙❤❛♠ ✉%✐❧✐.❛✐% ❧❛

▲❉❆ 9✉✐ ❡.% ❞+✜♥✐❡ %❡❧❧❡ 9✉❡ ✿

ELDA
xc [n] =

∫

n(−→r )ǫxc[n]d
3−→r , ✭■■✳✻✮

♦T ǫxc ❡.% ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞✬+❝❤❛♥❣❡ ❡% ❞❡ ❝♦&&+❧❛%✐♦♥ ♣❛& +❧❡❝%&♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❤♦♠♦❣L♥❡

❞✬+❧❡❝%&♦♥. ❞❡ ❞❡♥.✐%+ ✉♥✐❢♦&♠❡✳ ❉❛♥. ❝❡%%❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✱ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ❡.%

❝♦♥.%❛♥%❡ ❡♥ %♦✉% ♣♦✐♥%✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉& ❡.% ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥% ♦T ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❡.% ❡✛❡❝%✉+✳ ▲❡. &+.✉❧%❛%. ♦❜%❡♥✉. ❡♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ❧❛ ▲❉❆ .♦♥% ❝♦&&❡❝%. D ❝♦♥❞✐%✐♦♥

9✉❡ ❧❡. ✈❛&✐❛%✐♦♥. ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ♥❡ .♦✐❡♥% ♣❛. %&♦♣ ✐♠♣♦&%❛♥%❡.✳ ❉❛♥.

❧❡ ❝❛. ❝♦♥%&❛✐&❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ●●❆ ♣❡✉% N%&❡ ❡♠♣❧♦②+❡✳ ❈❡%%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡.%

❡♥ ❡✛❡% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ❣&❛❞✐❡♥% ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞❡ ♣&❡♥❞&❡ ❡♥

❝♦♠♣%❡ ❧❡. ❡✛❡%. ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%. .♣❛%✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐9✉❡ ✿

EGGA
xc [n] =

∫

n(−→r )ǫxc[n,∇n]d
3−→r . ✭■■✳✼✮

✸✻



■■✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧( ❛❜ ✐♥✐$✐♦

▲❛ ●●❆ ❞❡✈/❛✐1 ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡/ ❡♥ 1❤5♦/✐❡ ❞❡( /5(✉❧1❛1( ♣❧✉( ♣/5❝✐( 7✉❡ ❧❛ ▲❉❆✳

❙❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉1/❡ ❢♦♥❝1✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬5❝❤❛♥❣❡ ❡1 ❞❡ ❝♦//5❧❛1✐♦♥✱ ❞✐❢✲

❢5/❡♥1( /5(✉❧1❛1( ♣❡✉✈❡♥1 ?1/❡ ♦❜1❡♥✉(✳ ❈✬❡(1 ❧❡ ❝❛( ♣♦✉/ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ❈❡ ❞5❢❛✉1 ❝♦♥❞✉✐1

A ❞❡ ❢♦/1❡( ✈❛/✐❛1✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❞✐(1/✐❜✉1✐♦♥ 5❧❡❝1/♦♥✐7✉❡✳ ▲❛ ●●❆ (❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ?1/❡ ❧❛

♠✐❡✉① ❛♣♣/♦♣/✐5❡ A ❝❡ 1②♣❡ ❞❡ ❞5❢❛✉1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ♠?♠❡ (✐ ❧❛ ●●❆ ❡(1 ♣❧✉( ❡✣✲

❝❛❝❡ 7✉❡ ❧❛ ▲❉❆ ♣♦✉/ ❞5❝/✐/❡ ❧❡( ♣/♦♣/✐515( ❞✉ /5(❡❛✉✱ ❡❧❧❡ (♦✉(✲❡(1✐♠❡ (♦♥ 5♥❡/❣✐❡ ❞❡

❢♦/♠❛1✐♦♥ ❬✶✸✾❪✳ ❉❛♥( ❝❡/1❛✐♥( ❝❛(✱ ❧❡( /5(✉❧1❛1( ♦❜1❡♥✉( (❡❧♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ❞✬5❝❤❛♥❣❡ ❡1 ❞❡ ❝♦//5❧❛1✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥1 ♠?♠❡ ?1/❡ ♦♣♣♦(5( A ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❡①♣5/✐❡♥❝❡✳

▲❛ ▲❉❆ ♣/5✈♦✐1 ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ 7✉❡ ❧✬51❛1 ❢♦♥❞❛♠❡♥1❛❧ ❞✉ ❢❡/ ❡(1 ❧❛ (1/✉❝1✉/❡ ❤❡①❛❣♦✲

♥❛❧❡ ❝♦♠♣❛❝1❡ ♥♦♥ ♠❛❣♥51✐7✉❡ ❛❧♦/( 7✉✬❡♥ ●●❆ ❝✬❡(1 ❧❛ (1/✉❝1✉/❡ ❝✉❜✐7✉❡ ❝❡♥1/5❡

❢❡//♦♠❛❣♥51✐7✉❡ 7✉✐ ❡(1 ❧❛ ♣❧✉( (1❛❜❧❡✱ /5(✉❧1❛1 ❡♥ ❛❞57✉❛1✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡( ♦❜(❡/✈❛1✐♦♥(

❡①♣5/✐♠❡♥1❛❧❡( ❬✶✹✵❪✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛❞/❡ ❞❡ ❝❡( 1/❛✈❛✉① ❞❡ 1❤M(❡ ❞❛♥( ❧❡(7✉❡❧( ❧❡( ❧❛❝✉♥❡(

♦♥1 ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡((❡♥1✐❡❧❧❡✱ ❧✬✉1✐❧✐(❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❉❆ ♣♦✉//❛✐1 ?1/❡ ♣/✐✈✐❧5❣✐5❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱

❧✬51✉❞❡ ❞❡( ♣/♦♣/✐515( ❞✉ ❢❡/ ♥5❝❡((✐1❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥♥❡❧❧❡ ●●❆✱ 7✉✐ ❛ ❞♦♥❝

515 /❡1❡♥✉❡✳

■■✳✷✳✸ $%❡✉❞♦✲♣♦,❡♥,✐❡❧%

▲❡( 5❧❡❝1/♦♥( ❞❡ ❝N✉/ ❞❡( ❛1♦♠❡( ♣❡✉✈❡♥1 ?1/❡ /❡♠♣❧❛❝5( ♣❛/ ❞❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧(

❞❛♥( ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡ ❉❋❚✳ ■❧( ♣❡/♠❡11❡♥1 ❞✬❛❝❝5❧5/❡/ ❧❡( ❝❛❧❝✉❧( ❡♥ ♥❡ 1/❛✐1❛♥1 7✉❡ ❧❡(

5❧❡❝1/♦♥( ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥1/❛✐/❡♠❡♥1 A ❝❡✉① ✉1✐❧✐(❛♥1 ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡ ✓ 1♦✉( 5❧❡❝1/♦♥( ✔ ♣❧✉(

♣/5❝✐( ♠❛✐( ❛✉((✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉( ❝♦S1❡✉① ❡♥ 1❡♠♣(✳ ▲❡( 5❧❡❝1/♦♥( ❞❡ ❝N✉/ (♦♥1 ❡♥

❡✛❡1 1/M( ❧✐5( ❛✉ ♥♦②❛✉ ❡1 ♣❛/1✐❝✐♣❡♥1 ♣❡✉ ❛✉① ❧✐❛✐(♦♥( ❝❤✐♠✐7✉❡(✳ ❇✐❡♥ 1/❛✐1❡/ ✉♥✐✲

7✉❡♠❡♥1 ❧❡( 5❧❡❝1/♦♥( ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ (✉✣1 ❣5♥5/❛❧❡♠❡♥1 A 51✉❞✐❡/ ❧❡( ♣/♦♣/✐515( ❞✬✉♥❡

(1/✉❝1✉/❡ ❝/✐(1❛❧❧♦❣/❛♣❤✐7✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝1✐❢ ✐❝✐ ❡(1 ❞♦♥❝ ❞❡ (✉❜(1✐1✉❡/ ❧❡( 5❧❡❝1/♦♥( ❞❡

❝N✉/ ♣❛/ ✉♥ ♣♦1❡♥1✐❡❧ ❡✛❡❝1✐❢✱ ❞✐1 ❞♦✉①✱ ❞❛♥( ✉♥ /❛②♦♥ ♥♦♠♠5 /❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉/❡ rC✳

▲❡( ❛1♦♠❡( ❞❡ ❝N✉/ ♣❡✉✈❡♥1 ?1/❡ ❞5❝/✐1( ♣❛/ ❞✐✛5/❡♥1( ❝/✐1M/❡( (❡❧♦♥ ❧❡ 1②♣❡ ❞❡

♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧ ❡♠♣❧♦②5✳ ❚♦✉1 ❞✬❛❜♦/❞✱ ❧✬✉1✐❧✐(❛1✐♦♥ ❞❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧( A ♥♦/♠❡(

❝♦♥(❡/✈5❡( ♣❡/♠❡11❡♥1 ❞❡ /5♣♦♥❞/❡ ❛✉① ❝/✐1M/❡( ❞❡ ❍❛♠❛♥♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✹✶❪ ✿ ❧❡( ✈❛❧❡✉/(

♣/♦♣/❡( ♦❜1❡♥✉❡( A ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧ (♦♥1 ✐❞❡♥1✐7✉❡( A ❝❡❧❧❡( ♦❜1❡♥✉❡( ♣❛/

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✓ 1♦✉( 5❧❡❝1/♦♥( ✔✱ ❧❡( ♣(❡✉❞♦✲❢♦♥❝1✐♦♥( ❞✬♦♥❞❡( (♦♥1 5❣❛❧❡( A ❝❡❧❧❡( ✐((✉❡(

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✓ 1♦✉( 5❧❡❝1/♦♥( ✔ ♣♦✉/ r > rC✱ ❡1 ❧❛ ❝❤❛/❣❡ ❞❛♥( ❧❛ ③♦♥❡ r < rC ❡(1 ❧❛

♠?♠❡ ❞❛♥( ❧❡( ❝❛❧❝✉❧( ✓ 1♦✉( 5❧❡❝1/♦♥( ✔ ❡1 ❞❛♥( ❝❡✉① ✉1✐❧✐(❛♥1 ❧❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧(✳

❉❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧( ✉❧1/❛❞♦✉① ✭❯❙ ✭✉❧$*❛+♦❢$✮✮ 7✉✐ ♥❡ ❝♦♥(❡/✈❡♥1 ♣❛( ❧❛ ♥♦/♠❡

♣❡✉✈❡♥1 5❣❛❧❡♠❡♥1 ?1/❡ ❡♠♣❧♦②5( ❛✜♥ ❞❡ /❡♥❞/❡ ♣❧✉( ❞♦✉❝❡( ❧❡( ♣(❡✉❞♦✲❢♦♥❝1✐♦♥(

❞✬♦♥❞❡( ❞❛♥( ✉♥ /❛②♦♥ ✐♥❢5/✐❡✉/ A rC ❬✶✹✷❪✳ ■❧( ♣❡/♠❡11❡♥1 ❞✬❛❝❝5❧5/❡/ ❧❡( ❝❛❧❝✉❧( ♣❛/

/❛♣♣♦/1 ❛✉① ♣(❡✉❞♦✲♣♦1❡♥1✐❡❧( A ♥♦/♠❡( ❝♦♥(❡/✈5❡(✳

❯♥❡ ❛✉1/❡ ♠51❤♦❞❡ ♥♦♠♠5❡ ^❆❲ ✭-*♦❥❡❝$♦* ❆✉❣♠❡♥$❡❞ ❲❛✈❡ ✮ ❛❧❧✐❡ ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡
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❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

♣.❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧ ❛✉① ❛✈❛♥%❛❣❡. ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. ✓ %♦✉. +❧❡❝%&♦♥. ✔ ❬✶✹✸❪✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ✉♥

♣.❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧ ❝❧❛..✐?✉❡✱ ❧✬❡.♣❛❝❡ ❡.% ❞✐✈✐.+ ❡♥ ❞❡✉① ③♦♥❡. ❧✐♠✐%+❡. ♣❛& ✉♥ &❛②♦♥

❞❡ ❝♦✉♣✉&❡ rC ♦D ❧❛ ③♦♥❡ ♣&♦❝❤❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡.% ❛♣♣❡❧+❡ ③♦♥❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥✳ ❉❛♥.

❝❡%%❡ ❞❡&♥✐F&❡✱ ❧❛ ♣.❡✉❞♦✲❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡.% ✐..✉❡ ❞❡ ❧❛ %&❛♥.❢♦&♠❛%✐♦♥ ❧✐♥+❛✐&❡ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✓ %♦✉. +❧❡❝%&♦♥. ✔✳ ▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✓ %♦✉. +❧❡❝%&♦♥. ✔ ♣❡✉%

❞♦♥❝ I%&❡ &❡❝♦♥.%&✉✐%❡ J %♦✉% ♠♦♠❡♥% J ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ K❆❲✳ ❈❡%%❡ ♠+%❤♦❞❡ ❡.% ❛✐♥.✐

♣❧✉. &❛♣✐❞❡ ❡% ♣&❡.?✉❡ ❛✉..✐ ♣&+❝✐.❡ ?✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. ✓ %♦✉. +❧❡❝%&♦♥. ✔✳ ❊❧❧❡ ❡.%

❝❡♣❡♥❞❛♥% ♣❧✉. ❝♦O%❡✉.❡ ❡♥ %❡♠♣. ?✉❡ ❧❡. ❛♣♣&♦❝❤❡. ✉%✐❧✐.❛♥% ❧❡. ♣.❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧.

✉❧%&❛❞♦✉①✳

■■✳✷✳✹ ❇❛&❡& ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥& ❞✬♦♥❞❡&

▲❡. ❢♦♥❝%✐♦♥. ❞✬♦♥❞❡. |ψi〉 .♦♥% ♣&♦❥❡%+❡. ❞❛♥. ✉♥❡ ❜❛.❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥. |ai〉 %❡❧❧❡.

?✉❡ ✿

|ψi〉 =
n

∑

j=1

bi,j |ai〉 , ✭■■✳✽✮

♦D bi,j .♦♥% ❧❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥%. ❞❡ ❧❛ ♣&♦❥❡❝%✐♦♥✳ ❉❡✉① %②♣❡. ❞❡ ❜❛.❡. .♦♥% ❣+♥+&❛❧❡♠❡♥%

❡♠♣❧♦②+❡. ✿ ❞❡. ❜❛.❡. ❧♦❝❛❧✐.+❡. ✭♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥. ❧❡. ❝♦❞❡. ❙■❊❙❚❆ ❬✶✹✹❪✱ ❙❡?✲

◗✉❡.% ❬✶✹✺❪ ❡% ❈❘■❙❚❆▲ ❬✶✹✻❪✮ ♦✉ ❞❡. ❜❛.❡. ❞✬♦♥❞❡. ♣❧❛♥❡. ✭♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥. ❧❡.

❝♦❞❡. ❱❆❙K ❬✶✹✼❪✱ ❆❜✐♥✐% ❬✶✹✽❪ ❡% K❲❙❈❋ ❬✶✹✾❪✮✳

▲❡. ❜❛.❡. ❧♦❝❛❧✐.+❡. ♣❡✉✈❡♥% I%&❡ ❝♦♠♣♦.+❡. ❞✬♦&❜✐%❛❧❡. ♣.❡✉❞♦✲❛%♦♠✐?✉❡. ?✉✐

&❡♣&+.❡♥%❡♥% ❧❡. ♦&❜✐%❛❧❡. ❞✬✉♥ ❛%♦♠❡ ✐.♦❧+✳ ▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡.% ❞♦♥❝ ❝♦♥.%&✉✐%❡

♣❛& ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥ ❧✐♥+❛✐&❡ ❞✬♦&❜✐%❛❧❡. ❛%♦♠✐?✉❡. ✭▲❈❆❖ ✭▲✐♥❡❛% ❈♦♠❜✐♥❛✐*♦♥

♦❢ ❆-♦♠✐❝ ❖%❜✐-❛❧*✮✮✳ ▲❡. ❜❛.❡. ❧♦❝❛❧✐.+❡. ♣❡&♠❡%%❡♥% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❞+❝&✐&❡ ❝❤❛?✉❡

❛%♦♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥. ❞❡ ❜❛.❡ &+❞✉✐.❛♥% ❞❡ ♠❛♥✐F&❡ ❝♦♥.+?✉❡♥%❡

❧❡ %❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬♦♣%✐♠✐.❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ❜❛.❡ ♥❡ ♣❡✉% ♥+❛♥♠♦✐♥. ♣❛. .❡

❢❛✐&❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ✿ ❧✬❛❥♦✉% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥. ❞❡ ❜❛.❡ ♥✬❛♠+❧✐♦&❡ ♣❛. %♦✉❥♦✉&. ❧❛ ♣&+❝✐.✐♦♥

❞❡. ❝❛❧❝✉❧.✳ ▲❡. ❜❛.❡. ❧♦❝❛❧✐.+❡. ♥❡ ❢♦&♠❡♥% ♣❛. ✉♥❡ ❜❛.❡ ❝♦♠♣❧F%❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡

♠❛%❤+♠❛%✐?✉❡✳ ▲❡. ❢♦♥❝%✐♦♥. ❞❡ ❝❡. ❜❛.❡. %❡♥❞❡♥% ✈❡&. ③+&♦ J ♣❛&%✐& ❞✬✉♥ ❝❡&%❛✐♥

&❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉&❡ ❝♦♥%&❛✐&❡♠❡♥% ❛✉① ❜❛.❡. ❞✬♦♥❞❡. ♣❧❛♥❡.✳

▲❡. ❢♦♥❝%✐♦♥. ❞✬♦♥❞❡. ♣❡✉✈❡♥% ❞♦♥❝ +❣❛❧❡♠❡♥% I%&❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+❡. ❞❛♥. ✉♥❡ ❜❛.❡

❞✬♦♥❞❡. ♣❧❛♥❡.✳ ❈❡. ❜❛.❡. .♦♥% ♣❛&%✐❝✉❧✐F&❡♠❡♥% ❛♣♣&♦♣&✐+❡. ♣♦✉& ♠♦❞+❧✐.❡& ❞❡. .②.✲

%F♠❡. ♣+&✐♦❞✐?✉❡.✱ ❝❛& ❧❡✉& ✉%✐❧✐.❛%✐♦♥ .✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬✐♠♣❧+♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡. ❛❧❣♦&✐%❤♠❡.

♥+❝❡..❛✐&❡. ❛✉① ❝❛❧❝✉❧.✳ ▲❡. ❜❛.❡. ❞✬♦♥❞❡. ♣❧❛♥❡. ❞♦✐✈❡♥% I%&❡ ❡♥ %❤+♦&✐❡ ✐♥✜♥✐❡.✳ ❊♥

♣&❛%✐?✉❡✱ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛.❡ ❡.% ❧✐♠✐%+❡ ❡% ✜①+❡ ♣❛& ✉♥ &❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉&❡ ?✉✐ ❛..✉&❡

❧❛ ♣&+❝✐.✐♦♥ ❞❡. ❝❛❧❝✉❧.✳ ▲❡✉& ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❡.% ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ✈+&✐✜❛❜❧❡✳ ▲❡ %❡♠♣. ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❡.% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❢♦&%❡♠❡♥% ✐♠♣❛❝%+ ♣❛& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦♥❞❡. ♣❧❛♥❡. ✉%✐❧✐.+❡.✳ ❯♥

❝♦♠♣&♦♠✐. ❞♦✐% ❞♦♥❝ I%&❡ ❢❛✐% ❡♥%&❡ ❧❛ ♣&+❝✐.✐♦♥ ❞✉ &+.✉❧%❛% ❡% ❧❡ %❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
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■■✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧( ❛❜ ✐♥✐$✐♦

■■✳✷✳✺ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥& ❝❤♦✐&✐❡& ♣♦✉( ❧❡& ❝❛❧✲

❝✉❧& ❛❜ ✐♥✐$✐♦

▲❡ ❝♦❞❡ ❙■❊❙❚❆ ✭❙♣❛♥✐(❤ ■♥✐$✐❛$✐✈❡ ❢♦. ❊❧❡❝$.♦♥✐❝ ❙✐♠✉❧❛$✐♦♥( ✇✐$❤ ❚❤♦✉(❛♥❞(

♦❢ ❆$♦♠(✮ ❛ 343 ❝❤♦✐(✐ ♣♦✉8 ❝❡44❡ 34✉❞❡ ❬✶✹✹❪✳ ❙■❊❙❚❆ ❡(4 = ❧❛ ❢♦✐( ✉♥❡ ♠34❤♦❞❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡4 ✉♥ ❝♦❞❡ A✉✐ ❡✛❡❝4✉❡ ❞❡( ❝❛❧❝✉❧( ❞❡ (48✉❝4✉8❡ 3❧❡❝48♦♥✐A✉❡✳ ❙♦♥ ❡✣❝❛❝✐43

83(✐❞❡ ❞❛♥( ❧✬✉4✐❧✐(❛4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛(❡ ❞❡ ♣8♦❥❡❝4✐♦♥ 83❞✉✐4❡✳ ❈❡44❡ ♠34❤♦❞❡ ❛ 343 ❛♣✲

♣❧✐A✉3❡ ❛✈❡❝ (✉❝❝I( ♣♦✉8 34✉❞✐❡8 ❡♥ ♣❛84✐❝✉❧✐❡8 ❧❡( ♣8♦♣8✐343( ❞❡ ❞3❢❛✉4( ♣♦♥❝4✉❡❧(

❡4 ❞✬✐♠♣✉8❡43( ❞❛♥( ❧❡ ❢❡8 ❬✶✺✵✱ ✶✺✶✱ ✶✺✷✱ ✶✺✸✱ ✶✺✹✱ ✶✶✹✱ ✶✺✺✱ ✶✺✻❪✳ ▲❡( ♣8♦♣8✐343(

(♦♥4 ❡♥ ❡✛❡4 (❡♠❜❧❛❜❧❡( = ❝❡❧❧❡( 48♦✉✈3❡( ❛✈❡❝ ❞✬❛✉48❡( 4②♣❡( ❞❡ ❝♦❞❡ ❉❋❚ ♣♦✉8 ❧❛

♠❛48✐❝❡ ❞❡ ❢❡8 ✭♣❛8❛♠I48❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✱ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣8❡((✐♦♥✱ ♠♦♠❡♥4 ♠❛❣♥34✐A✉❡✱

❡$❝✳✮ ♠❛✐( 3❣❛❧❡♠❡♥4 ♣♦✉8 ❧❡( ❧❛❝✉♥❡( ❡4 ❧❡( (♦❧✉43( (✐4✉3( ❞❛♥( ❧❡ ❢❡8✳ ❙■❊❙❚❆ ❞♦♥♥❡

❞♦♥❝ ❞❡( 83(✉❧4❛4( (✐♠✐❧❛✐8❡( ❛✉① ❝♦❞❡( ❜❛(3( (✉8 ❧✬✉4✐❧✐(❛4✐♦♥ ❞❡( ♦♥❞❡( ♣❧❛♥❡( 4♦✉4

❡♥ ♦♣4✐♠✐(❛♥4 ❧❡ 4❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬✉4✐❧✐(❛4✐♦♥ ❞❡ ❜❛(❡( ❧♦❝❛❧✐(3❡( ❡(4 ❡♥ ♣❧✉( 48I(

❛♣♣8♦♣8✐3❡ ❛✉① ♠34❛✉① ✸d ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡8 ❞♦♥4 ❧❡( ♦8❜✐4❛❧❡( (♦♥4 ❡♥ ❡✛❡4 48I( ❧♦❝❛❧✐(3❡(✳

▲❡( ♣❛8❛♠I48❡( ❝❤♦✐(✐( ♣♦✉8 ❧❡( ❝❛❧❝✉❧( ❉❋❚ ♦♥4 343 ♣♦✉8 ❧❛ ♣❧✉♣❛84 ❞3❥= 4❡(43(

❞❛♥( ❞❡( ♣83❝3❞❡♥4❡( 34✉❞❡( ❞❛♥( ❧❡ ❢❡8 ❬✶✶✹✱ ✶✵✻❪✳

▲✬3♥❡8❣✐❡ ❞✬3❝❤❛♥❣❡ ❡4 ❞❡ ❝♦883❧❛4✐♦♥ ❛ 343 ❝❛❧❝✉❧3❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣8♦①✐♠❛4✐♦♥ ●●❆

❞❡ 4②♣❡ U❡8❞❡✇✲❇✉8❦❡✲❊8♥③❡8❤♦❢ ❬✶✺✼❪ ✭❝❢✳ ♣❛84✐❡ ■■✳✷✳✷✮✳ ▲❡ ❢❡8 ❡(4 ✉♥ ♠34❛❧ ❢❡88♦✲

♠❛❣♥34✐A✉❡✱ ❧❡( ❝❛❧❝✉❧( (♦♥4 ❞♦♥❝ ♣♦❧❛8✐(3( ❡♥ (♣✐♥ ❡4 ✉4✐❧✐(❡♥4 ❧✬❛♣♣8♦❝❤❡ ❝♦❧✐♥3❛✐8❡✳

❉❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦4❡♥4✐❡❧( = ♥♦8♠❡ ❝♦♥(❡8✈3❡ 8❡♣83(❡♥4❡♥4 ❧❡( 3❧❡❝48♦♥( ❞❡ ❝[✉8✳ ❈❡✉①

❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ (♦♥4 ❞3❝8✐4( ♣❛8 ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐(♦♥ ❧✐♥3❛✐8❡ ❞❡ ❜❛(❡( ❧♦❝❛❧✐(3❡(✳ ▲❡( ♣(❡✉❞♦✲

♣♦4❡♥4✐❡❧( ❞✉ ❢❡8 ♦♥4 ✉♥ 8❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉8❡ ❞❡ ✶✱✶✺ ➴ ❡4 (❛ ❜❛(❡ ❡(4 ❝♦♥(4✐4✉3❡ ❞❡ ❞✐①

❢♦♥❝4✐♦♥( ❧♦❝❛❧✐(3❡( ♣❛8 ❛4♦♠❡ ❬✶✵✻❪✳ ▲❡ 8❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉8❡ ❞✉ ♣(❡✉❞♦✲♣♦4❡♥4✐❡❧ ❞✉
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(♦✉(✲❝♦✉❝❤❡ ✷s ❡4 (✐① ♣♦✉8 ❝❡❧❧❡ ✷p✳ ▲❡( 8❛②♦♥( ❞❡ ❝♦✉♣✉8❡ (♦♥4 8❡(♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4 ✷✱✷✷

❡4 ✷✱✻✹ ➴ ♣♦✉8 ❧❡( (♦✉(✲❝♦✉❝❤❡( s ❡4 p ❞✉ ❝❛8❜♦♥❡✱ ❡4 ✷✱✾✺ ❡4 ✸✱✵✾ ➴ = ❧❛ ❢♦✐( ♣♦✉8

❧✬❛③♦4❡ ❡4 ❧✬♦①②❣I♥❡✳ ❈✐♥A ❢♦♥❝4✐♦♥( ♣♦✉8 ❧✬♦8❜✐4❛❧❡ ✸d ❞❡ ♣♦❧❛8✐(❛4✐♦♥ (♦♥4 3❣❛❧❡♠❡♥4

❛❥♦✉43❡( ♣♦✉8 ❛✉❣♠❡♥4❡8 ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐43 ❛♥❣✉❧❛✐8❡✳ ▲❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦4❡♥4✐❡❧( ❞❡ ❧✬②448✐✉♠

♦♥4 ✉♥ 8❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉8❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✶✱✸✼ ➴ ♣♦✉8 ❧❛ (♦✉(✲❝♦✉❝❤❡ ✺s✳ ❙❛ ❜❛(❡

♣♦✉8 ❝❤❛A✉❡ ❛4♦♠❡ ❡(4 ❝♦♠♣♦(3❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝4✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡( ♣♦✉8 ❧❛ (♦✉(✲❝♦✉❝❤❡ ✺s✱

48♦✐( ♣♦✉8 ❧❛ ✹p ❡4 ❝✐♥A ♣♦✉8 ❧❛ ✹d✳ ▲❡✉8( 8❛②♦♥( ❞❡ ❝♦✉♣✉8❡ (♦♥4 8❡(♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4

✹✱✶✸✱ ✷✱✼✹ ❡4 ✸✱✻✺ ➴✳ ▲❡( ♣(❡✉❞♦✲♣♦4❡♥4✐❡❧( ❞✉ 4✐4❛♥❡ ♦♥4✱ A✉❛♥4 = ❡✉①✱ ✉♥ 8❛②♦♥ ❞❡

❝♦✉♣✉8❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✶✱✷✻ ➴ ♣♦✉8 ❧❛ (♦✉(✲❝♦✉❝❤❡ ✹s✳ ❙❛ ❜❛(❡ ♣♦✉8 ❝❤❛A✉❡ ❛4♦♠❡

❡(4 ❝♦♥(4✐4✉3❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝4✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡ ♣♦✉8 ❧❛ (♦✉(✲❝♦✉❝❤❡ ✹s✱ 48♦✐( ♣♦✉8 ❧❛ ✸p ❡4

✺ ♣♦✉8 ❧❛ ✸d✳ ▲❡✉8( 8❛②♦♥( ❞❡ ❝♦✉♣✉8❡ (♦♥4 8❡(♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4 ✹✱✷✼✱ ✷✱✻✼ ❡4 ✸✱✺✽ ➴✳ ❉❡
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%✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡.% ❛✐♥.✐ ✉%✐❧✐.+❡ ❛✜♥ ❞❡ &❡♣&♦❞✉✐&❡ ❧❡ .②.%?♠❡ +%✉❞✐+ ♣❛& ❞✉♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❛♥.

❧❡. %&♦✐. ❞✐&❡❝%✐♦♥. ❞❡ ❧✬❡.♣❛❝❡✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ❛ +%+

+%✉❞✐+❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞+❢❛✉%. ✐♥❝❧✉. ❞❛♥. ❧❡ .②.%?♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐%❡& ❧❡.

❡✛❡%. ❞❡ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜♦S%❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡. ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥. ❡♥%&❡ ❧❡. ❞+❢❛✉%. ❡% ❧❡✉&. ✐♠❛❣❡. ♣❛&

&+♣❧✐❝❛%✐♦♥✮✳ ❚&♦✐. %❛✐❧❧❡. ❞❡ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ♦♥% +%+ %❡.%+❡. ❝♦♥%❡♥❛♥% ✶✷✽✱ ✷✺✵ ❡% ✹✸✷

❛%♦♠❡. ❞❡ ❢❡& ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% P ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐%+ ❝✉❜✐K✉❡ &+♣❧✐K✉+❡

✹✱ ✺ ❡% ✻ ❢♦✐. ❞❛♥. ❧❡. %&♦✐. ❞✐&❡❝%✐♦♥.✳ ▲❡. ❝❛❧❝✉❧. ♦♥% +%+ ❝♦♥.✐❞+&+. ❝♦♥✈❡&❣+. ♣❛&

&❛♣♣♦&% P ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ❧♦&.K✉❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥% P ❧❛

&+❛❝%✐♦♥ Xn−1 ✰ X → Xn ✭➱K✉❛%✐♦♥ ✭■■✳✶✻✮✮ ❡% ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ %♦%❛❧❡ ❞✉ .②.%?♠❡

✭➱K✉❛%✐♦♥ ✭■■✳✶✺✮✮ ❞✐✛?&❡♥% ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✵✱✵✺ ❡❱ ❡♥%&❡ ❞❡✉① %❛✐❧❧❡. .✉❝❝❡..✐✈❡.✳

▲❡. ❛♠❛. ❖n ❡% V❖n ♥♦✉. ♦♥% .❡&✈✐ ❞❡ &+❢+&❡♥❝❡ ♣♦✉& ✜①❡& ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡. ❜♦S%❡. ❞❡

%♦✉. ❧❡. ❛♠❛. ❧❛❝✉♥❡.✲.♦❧✉%+. VnXm +%✉❞✐+.✱ X +%❛♥% ✉♥ .♦❧✉%+ ✐♥%❡&.%✐%✐❡❧✳ ❯♥❡ ♣❛&✲

%✐❡ ❞❡. ✈❛❧❡✉&. ♦❜%❡♥✉❡. ♣♦✉& ❧❡. ❛♠❛. ❖n ❡% V❖n ❡.% &+♣❡&%♦&✐+❡ ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ■■✳✶✳

➚ ❧❛ ❧✉♠✐?&❡ ❞❡. &+.✉❧%❛%. ♦❜%❡♥✉.✱ ❧❡ ❝❤♦✐① .✬❡.% ❛&&\%+ .✉& ✉♥❡ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ✶✷✽

❛%♦♠❡. ♣♦✉& ❧❡. ❛♠❛. ❝♦♥%❡♥❛♥% ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡% ❞❡✉① .♦❧✉%+. ✐♥%❡&.%✐✲

%✐❡❧.✱ ✉♥❡ ❞❡ ✷✺✵ ♣♦✉& ❧❡. ❛♠❛. ❝♦♥%❡♥❛♥% ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡% ❝✐♥K .♦❧✉%+.

✐♥%❡&.%✐%✐❡❧.✱ ❡% ✉♥❡ ❞❡ ✹✸✷ ❛%♦♠❡. ♣♦✉& ❧❡. ❛✉%&❡.✳ F♦✉& ❝❡ K✉✐ ❡.% ❞✉ ❝❛. ❞❡. .♦❧✉%+.

.✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧.✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ❢❛✐% ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛. ✉%✐❧✐.❡& ❞✉ %♦✉% ❧❛ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡

❞❡ ✶✷✽ ❛%♦♠❡.✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡. ❡✛❡%. ❞❡ %❛✐❧❧❡ ♥✬❛✉&❛✐❡♥% ♣❛. ♣✉ \%&❡ +✈✐%+.✱ ❝❛& ❞❛♥.

❝❡%%❡ +%✉❞❡ ❧❡. .♦❧✉%+. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. .♦♥% ❣+♥+&❛❧❡♠❡♥% ♣❧✉. +❧♦✐❣♥+. ❧❡. ✉♥. ❞❡.

❛✉%&❡. K✉❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡. .♦❧✉%+. ✐♥%❡&.%✐%✐❡❧.✳ F❛& ❝♦♥.+K✉❡♥%✱ ✉♥❡ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡

✷✺✵ ❛%♦♠❡. ❛ +%+ ✉%✐❧✐.+❡ ♣♦✉& ❧❡. ❛♠❛. ❝♦♥%❡♥❛♥% ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✐♥K .♦❧✉%+. ❡% ♥❡✉❢

❧❛❝✉♥❡.✱ ❡% ✉♥❡ ❞❡ ✹✸✷ ❛✉✲❞❡❧P✳

▲✬❡.♣❛❝❡ &+❝✐♣&♦K✉❡ ❡.% +❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥+ ❞❛♥. ❝❡. ❝❛❧❝✉❧. ♣❛& ✉♥❡ ❣&✐❧❧❡ ♥♦♠♠+❡ ❣&✐❧❧❡

❞❡ ♣♦✐♥% ❦✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣&✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥% ❦ ❛ +%+ ❡♥%&❡ ❛✉%&❡. +%✉❞✐+❡ ❞❛♥.

❧❛ %❤?.❡ ❞❡ ❙♦✉❧❛✐&♦❧ ❬✶✺✻❪ ✿ ✉♥❡ ❣&✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✶✷①✶✷①✶✷ ♣♦✐♥%. ❦ ❡.% ♥+❝❡..❛✐&❡

♣♦✉& ✉♥❡ .%&✉❝%✉&❡ ❝✉❜✐K✉❡ ❝❡♥%&+❡ ❞❡ ❢❡& ♣❛&❢❛✐%❡✳ F♦✉& ❧❡ ❝❛. ❞❡. .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡.✱

❧❛ ❞❡♥.✐%+ ❞❡ ♣♦✐♥%. ❦ ❡.% ✐♥✈❡&.❡♠❡♥% ♣&♦♣♦&%✐♦♥♥❡❧❧❡ P ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡✳

❆✐♥.✐✱ ✉♥❡ ❣&✐❧❧❡ ❞❡ ✸①✸①✸✱ ✷①✷①✷ ❡% ✷①✷①✷ ♣♦✐♥%. ❦ ❡.% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❞+✜♥✐❡ ♣♦✉&

❧❡. .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡. ❞❡ ✶✷✽✱ ✷✺✵ ❡% ✹✸✷ ❛%♦♠❡.✳ ▲❡ ♣❛&❛♠?%&❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
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✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ■■✳✶ ✕ ✭❛✮ ➱♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐(♦♥ ❝♦++❡(♣♦♥❞❛♥0 B ❧❛ +1❛❝0✐♦♥ ❖n−1 ✰ ❖ → ❖n

❡0 ✭❜✮ 1♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐(♦♥ 0♦0❛❧❡ ❞❡ V❖n ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❛0♦♠❡( ❞✬♦①②❣I♥❡

n ❝♦♥0❡♥✉( ❞❛♥( ❧✬❛♠❛( ✭❡❱✮✳ ▲❡( 1♥❡+❣✐❡( ♣♦✉+ ❧❡( 0❛✐❧❧❡( ❞❡ ❜♦L0❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛0✐♦♥ ❞❡

✶✷✽ ✭❝❛++1( +♦✉❣❡(✮✱ ✷✺✵ ✭❝❡+❝❧❡( ❜❧❡✉(✮ ❡0 ✹✸✷ ✭0+✐❛♥❣❧❡( ✈❡+0(✮ ❛0♦♠❡( ❞❡ ❢❡+ (♦♥0

+❡♣+1(❡♥01❡(✳

▲❡( ♣♦(✐0✐♦♥( ❞❡( ❛0♦♠❡( ❞✉ (②(0I♠❡ ♣❡✉✈❡♥0 O0+❡ +❡❧❛①1❡( ❛✉ ❝♦✉+( ❞❡ ❧❛ (✐♠✉✲

❧❛0✐♦♥✳ ❆♣+I( ❝❤❛.✉❡ ♠✐♥✐♠✐(❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬1♥❡+❣✐❡ ♣❛+ ❧❛ ♣+♦❝1❞✉+❡ ❛✉0♦✲❝♦❤1+❡♥0❡✱ ❧❡(

❛0♦♠❡( ♣❡✉✈❡♥0 O0+❡ ❞1♣❧❛❝1( (❡❧♦♥ ❧❡( ❢♦+❝❡( ❡0 ❧❡( ❝♦♥0+❛✐♥0❡( ❛♣♣❧✐.✉1❡( (✉+ ❝❡(

❞❡+♥✐❡+(✳ ▲✬♦♣0✐♠✐(❛0✐♦♥ (0+✉❝0✉+❛❧❡ ❞❡ ❝❡( ❝❛❧❝✉❧( ❡(0 ❢❛✐0❡ (✉✐✈❛♥0 ❧❛ ♠10❤♦❞❡ ❞✉

❣+❛❞✐❡♥0 ❝♦♥❥✉❣✉1✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ 0②♣❡ ❞❡ ♣+♦♣+✐101( ❡①❛♠✐♥1❡(✱ ❧❛ +❡❧❛①❛0✐♦♥ ❞❡( ♣♦(✐0✐♦♥(

❞❡( ❛0♦♠❡( ❡(0 +1❛❧✐(1❡ (♦✐0 B ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥(0❛♥0✱ (♦✐0 B ♣+❡((✐♦♥ ❝♦♥(0❛♥0❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥(

❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ❝❛(✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞1❧✐♠✐01 ♣❛+ ❧❛ ❜♦L0❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛0✐♦♥ ❡(0 ✜①1 B ❝❡❧✉✐ ❞✉ +1(❡❛✉

♣❛+❢❛✐0✱ ✐✳❡✳ ❧❡ (②(0I♠❡ ♥❡ (❡ ❞1❢♦+♠❡ ♣❛(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ (✐ ✉♥ (♦❧✉01 ♦✉ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡(0

❛❥♦✉01 ❛✉ (②(0I♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ 10✉❞✐1 ❡(0 ♣❡0✐0✱ ❧❡( ❝♦♥0+❛✐♥0❡( ✐♥❞✉✐0❡( ♣❛+

❝❡( ❞1❢❛✉0( ♣❡✉✈❡♥0 ❞❡✈❡♥✐+ ✐♠♣♦+0❛♥0❡(✳ ▲❡ (②(0I♠❡ ♠♦❞1❧✐(1 (❡ 0+♦✉✈❡ ❞♦♥❝ (♦✉(

❝♦♥0+❛✐♥0❡✳ ❉❛♥( ❧❡ (❡❝♦♥❞ ❝❛(✱ ✉♥❡ ❝♦♥0+❛✐♥0❡ ♥✉❧❧❡ (✉+ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ (②(0I♠❡ ❡(0

✐♠♣♦(1❡✱ ✐✳❡✳ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥0+❛✐♥0❡ ♥❡ (✬❛♣♣❧✐.✉❡ (✉+ ❧❡ (②(0I♠❡✳ ▲❛ ❜♦L0❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛0✐♦♥

♣❡✉0 (❡ ❞1❢♦+♠❡+ ❛✜♥ ❞❡ +❡❧❛①❡+ ❧❡( ❢♦+❝❡( (✉+ ❧❡( ❛0♦♠❡( ❡0 ❧❡( ❝♦♥0+❛✐♥0❡(✳ ▲❡( ❝+✐✲

0I+❡( ❞❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ (♦♥0 ❞❡ ✵✱✵✹ ❡❱✴➴ (✉+ ❧❡( ❢♦+❝❡( ❡0 ❞❡ ✺ ❦❜❛+ (✉+ ❧❡( ❝♦♥0+❛✐♥0❡(

+1(✐❞✉❡❧❧❡(✳

■■✳✷✳✻ ❉%&❡(♠✐♥❛&✐♦♥ ❞❡/ ♣(♦♣(✐%&%/ ❞✉ /②/&3♠❡

■■✳✷✳✻✳✶ ❈❛❧❝✉❧* ❞❡ ❢♦/❝❡* ❡0 ❞❡ ❝♦♥0/❛✐♥0❡*

▲❡( ❢♦+❝❡( ❡①❡+❝1❡( (✉+ ❧❡( ❛0♦♠❡( ❡0 ❧❡( ❝♦♥0+❛✐♥0❡( ❛♣♣❧✐.✉1❡( (✉+ ❧❡ (②(0I♠❡

♣❡✉✈❡♥0 O0+❡ ❝❛❧❝✉❧1❡( B ♣❛+0✐+ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧✬1♥❡+❣✐❡ 0♦0❛❧❡ ❬✶✺✾❪✳ ▲❛ ❢♦+❝❡ ❡①❡+❝1❡
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.✉& ✉♥ ❛%♦♠❡ ❡♥

−→r ❡.% ♣❛& ❞+✜♥✐%✐♦♥ ❧❛ ❞+&✐✈+❡ ❞❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ %♦%❛❧❡ ✿

−→
F (−→r ) = −

∂EKS

∂−→r
. ✭■■✳✾✮

❉✬❛♣&<. ❧❡ %❤+♦&<♠❡ ❞✬❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥✱ ❧❛ ❞+&✐✈+❡ ❞❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ %♦%❛❧❡✱ ❡% ❞♦♥❝ ❧❛

❢♦&❝❡✱ ❡.% ❞♦♥♥+❡ ♣❛& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞+&✐✈+❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧%♦♥✐❡♥ ❞❛♥. .♦♥ +%❛%

❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡ %❡❧❧❡ .♦&%❡ D✉❡ ✿

−→
F (−→r ) = −〈ψ0(

−→r )|
∂Ĥ0

∂−→r
|ψ0(

−→r )〉 . ✭■■✳✶✵✮

▲❡ %❡♥.❡✉& ❞❡. ❝♦♥%&❛✐♥%❡. σij D✉❛♥% H ❧✉✐ ❡.% ❞+✜♥✐ ♣❛& ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ .✉✐✈❛♥%❡ ✿

σij = −
∂EKS

∂ǫij
, ✭■■✳✶✶✮

♦I ǫij ❡.% ❧❛ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐D✉+❡ ❛✉ .②.%<♠❡ %❡❧❧❡ D✉❡
−→ri = (δij + ǫij)

−→rj ✱
−→r

&❡♣&+.❡♥%❛♥% ✉♥ ❛%♦♠❡ D✉❡❧❝♦♥D✉❡ ❡% δij ✉♥ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥% ✐♥✜♥✐%+.✐♠❛❧✳ ❉❡ ❧❛ ♠J♠❡

♠❛♥✐<&❡ D✉❡ ♣♦✉& ❧❡. ❢♦&❝❡.✱ ❧❡ %❡♥.❡✉& ❞❡. ❝♦♥%&❛✐♥%❡. ♣❡✉% .✬❡①♣&✐♠❡& H ♣❛&%✐& ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞+&✐✈+❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% H ❧❛ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧%♦♥✐❡♥ ❬✶✻✵✱

✶✻✶❪ ✿

σij = −〈ψ0|
∂Ĥ0

∂ǫij
|ψ0〉 . ✭■■✳✶✷✮

■■✳✷✳✻✳✷ ▼♦♠❡♥) ♠❛❣♥,)✐.✉❡ ❧♦❝❛❧ ❡) ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦5♦♥♦6

▲❡ ♠♦♠❡♥% ♠❛❣♥+%✐D✉❡ ❧♦❝❛❧ ❡.% ❝❛❧❝✉❧+ H ♣❛&%✐& ❞❡. ❞❡♥.✐%+. +❧❡❝%&♦♥✐D✉❡. %♦%❛❧❡.

❞❡. .♣✐♥. ✉♣ ❡% ❞♦✇♥✳ ❈❡%%❡ ❞❡♥.✐%+ ❡.% ♣&♦❥❡%+❡ .✉& ❧❡. ❜❛.❡. ❧♦❝❛❧✐.+❡.✳ ▲❛ ❝❤❛&❣❡

%♦%❛❧❡ ❡% ❧❡ ♠♦♠❡♥% ♠❛❣♥+%✐D✉❡ ❛%♦♠✐D✉❡ .♦♥% ❡♥.✉✐%❡ ❞+%❡&♠✐♥+.✳ ▲✬✉%✐❧✐.❛%✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❜❛.❡ ❧♦❝❛❧✐.+❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥%❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& ❝❛❧❝✉❧❡& ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❧❡ ♠♦♠❡♥% ♠❛✲

❣♥+%✐D✉❡ ❞❡ ❝❤❛D✉❡ ❛%♦♠❡✳ ▲✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❡.% ✉♥ ❝&✐%<&❡

D✉✐ ♣❡&♠❡% ❞✬♦❜%❡♥✐& ❞❡. ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥. .✉& ❧❛ ❞✐.%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡. ❝❤❛&❣❡. ♣❛& ♣&♦❥❡❝✲

%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐%+ +❧❡❝%&♦♥✐D✉❡ .✉& ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡. ♦&❜✐%❛❧❡. ♣.❡✉❞♦✲❛%♦♠✐D✉❡. ❬✶✻✷❪✳

▲❡. +❧+♠❡♥%. ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ &❡♣&+.❡♥%❡♥% ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥

❞❡ ❝❤❛&❣❡. ❡♥%&❡ ❧❡. ❛%♦♠❡. ❛❧♦&. D✉❡ ❧❡. ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞♦♥♥❡♥% ❧❡. ❝❤❛&❣❡. ❞❡. ❛%♦♠❡.✳

▲❡. +❧+♠❡♥%. ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛%&✐❝❡ .♦♥% ♣&♦♣♦&%✐♦♥♥❡❧. H ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥

✭❜♦♥❞ ♦'❞❡' ✮ ❡% ❞♦♥❝ H ❧❛ ❢♦&❝❡ ❞❡. ❧✐❛✐.♦♥. ❡♥%&❡ ❧❡. ❛%♦♠❡. ❬✶✻✸❪✳

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦U ❡.% ✉♥❡ ♣&♦♣&✐+%+ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❝❛❧❝✉❧+❡ H ♣❛&%✐& ❞❡. ❝♦♥✜✲

❣✉&❛%✐♦♥. ❛%♦♠✐D✉❡.✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦U ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% V ❡.% ❞+✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ +%❛♥%

❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ♣♦✐♥%. ❞✉ ♣❧❛♥ ♣❧✉. ♣&♦❝❤❡. ❞❡ V D✉❡ ❞❡ %♦✉% ❛✉%&❡ ♣♦✐♥% ❙ ❛♣✲

♣❛&%❡♥❛♥% H ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. .✐%❡. ❝&✐.%❛❧❧✐♥.✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦U &❡♣&+.❡♥%❡ ❞♦♥❝

✹✷



■■✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧( ❛❜ ✐♥✐$✐♦

❝♦♥❝+,-❡♠❡♥- ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐❜+❡ ❛✉-♦✉+ ❞✬✉♥ ❛-♦♠❡ ❞❛♥( ❧❛ (-+✉❝-✉+❡✳ ❆♣+,( +❡❧❛①❛-✐♦♥

❞❡ ❧❛ (-+✉❝-✉+❡✱ ✐❧ ❝♦♥-✐❡♥- ❞♦♥❝ ❧❡( ✐♥❢♦+♠❛-✐♦♥( ♥♦♥ (❡✉❧❡♠❡♥- (✉+ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡( (♦✲

❧✉-;( ♠❛✐( ❛✉((✐ (✉+ ❧❡✉+( ✐♥-❡+❛❝-✐♦♥( ❛✈❡❝ ❧❡( ❛-♦♠❡( ❞❡ ❧❛ ♠❛-+✐❝❡✳ ■❧ ❡(- ❝❛❧❝✉❧; <

❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✈♦+♦✰✰ ❬✶✻✹❪✳

■■✳✷✳✻✳✸ ❉&✜♥✐*✐♦♥ ❞❡. &♥❡/❣✐❡. ❡..❡♥*✐❡❧❧❡. 2 ❝❡. */❛✈❛✉① ❞❡ *❤9.❡

D❧✉(✐❡✉+( ;♥❡+❣✐❡( ❝♦++❡(♣♦♥❞❛♥- < ❞✐✛;+❡♥-❡( ♣+♦♣+✐;-;( ❞❡( ❞;❢❛✉-( ✭❧❛❝✉♥❡ ❡-

(♦❧✉-;✮ ❞❛♥( ❧❛ ♠❛-+✐❝❡ ❞❡ ❢❡+ (♦♥- ❛❝❝❡((✐❜❧❡( < ♣❛+-✐+ ❞❡( ;♥❡+❣✐❡( -♦-❛❧❡( ❞❡( (-+✉❝✲

-✉+❡( ❞;-❡+♠✐♥;❡( ♣❛+ ❧❛ ♠;-❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❉❋❚✳

▲✬;♥❡+❣✐❡ ❞❡ ♠✐(❡ ❡♥ (♦❧✉-✐♦♥ ❞✬✉♥ (♦❧✉-; X ❞❛♥( ✉♥❡ ♠❛-+✐❝❡ ❞❡ ❢❡+ α ❡(- ❞;✜♥✐❡

♣❛+ ✿

Ef (X) = E(NFe +X)− E(X)− NE(Fe), ✭■■✳✶✸✮

♦P E(NFe+X) ❡(- ❧✬;♥❡+❣✐❡ ❞✬✉♥ (②(-,♠❡ R✉✐ ❝♦♥-✐❡♥- N ❛-♦♠❡( ❞❡ ❢❡+ ❡- ✉♥ ❛-♦♠❡

X✱ E(Fe) ❡(- ❧✬;♥❡+❣✐❡ ❞✬✉♥ ❛-♦♠❡ ❞❡ ❢❡+ ❝♦♥-❡♥✉ ❞❛♥( ✉♥❡ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❢❡+ α✱ ❡- E(X)

❡(- ❧✬;♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛-♦♠❡ ✐(♦❧; ❞❛♥( ❧❡ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥( ❝❡--❡ ;-✉❞❡✱ ❧✬❛-♦♠❡ ✐(♦❧; ❛ ;-;

❛+❜✐-+❛✐+❡♠❡♥- ❝❤♦✐(✐ ❝♦♠♠❡ +;❢;+❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❧❡ (♦❧✉-;✱ ❝❛+ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞✐+❡❝-❡♠❡♥- ❞❡(

✐♥❢♦+♠❛-✐♦♥( (✉+ ❧❡( ✐♥-❡+❛❝-✐♦♥( ❡♥-+❡ ❧❡( ❛-♦♠❡( ❞❡ ❢❡+ ❡- ❧❡ (♦❧✉-;✳ ❉✬❛✉-+❡( ;-❛-(

❞❡ +;❢;+❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥- ❝❡♣❡♥❞❛♥- S-+❡ +❡-❡♥✉( (❡❧♦♥ ❧❛ ♣+♦♣+✐;-; ❡①❛♠✐♥;❡✳

▲✬;♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❢♦+♠❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❛( VnXm ❡(- ❞;✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐,+❡ (✐♠✐❧❛✐+❡ ✿

Ef (VnXm) = E((N − n)Fe + nV +mX)−mE(X)− (N − n)E(Fe), ✭■■✳✶✹✮

♦P E((N − n)Fe + nV +mX) ❡(- ❧✬;♥❡+❣✐❡ ❞✬✉♥ (②(-,♠❡ R✉✐ ❝♦♥-✐❡♥- N − n ❛-♦♠❡(

❞❡ ❢❡+ α ❡- ✉♥ ❛♠❛( VnXm✳ ▲✬❛❜(❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛-♦♠❡ ♣❡✉- ❝❡♣❡♥❞❛♥- ❝♦♥❞✉✐+❡ < ❞❡(

❡++❡✉+( (②(-;♠❛-✐R✉❡( (✉+ ❧✬;♥❡+❣✐❡ -♦-❛❧❡ ❞✉ (②(-,♠❡ ❬✶✻✺❪✳ ❈❡--❡ ❡++❡✉+ (❡ ❝♦♠♣❡♥(❡

❞❛♥( ❧❡( ;♥❡+❣✐❡( ❞❡ ❧✐❛✐(♦♥ ♠❛✐( ♣❛( ❞❛♥( ❧❡( ;♥❡+❣✐❡( ❞❡ ❢♦+♠❛-✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬② +❡♠;✲

❞✐❡+✱ ❧❛ ❝♦++❡❝-✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✬;-❛- ❢❛♥-V♠❡ ✔ ✭❣❤♦($ ($❛$❡✮ ❡(- ❛♣♣❧✐R✉;❡ ✿ ♦♥ (♦✉(-+❛✐- <

❧✬;♥❡+❣✐❡ -♦-❛❧❡ ❧❛ ❞✐✛;+❡♥❝❡ ;♥❡+❣;-✐R✉❡ ❡♥-+❡ ✉♥❡ (✉♣❡+❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥-❡♥❛♥- ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡

❡♥ ♣+❡♥❛♥- ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❛ ❝♦++❡❝-✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✬;-❛- ❢❛♥-V♠❡ ✔ ❡- ✉♥❡ ❛✉-+❡ (❛♥( ❝❡--❡

❝♦++❡❝-✐♦♥✳ ❉❛♥( ♥♦-+❡ ❝❛(✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥❞✉✐- < ✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ✵✱✵✼✷✷ ❡❱✳

▲✬;♥❡+❣✐❡ -♦-❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛♠❛( ♣❡+♠❡- ❞✬;✈❛❧✉❡+ ❧❛ ❞✐✛;+❡♥❝❡ ❞✬;♥❡+❣✐❡ ❡♥-+❡ ✉♥ (②(✲

-,♠❡ R✉✐ ❝♦♥-✐❡♥- ❞❡( (♦❧✉-;( ❡- ❞❡( ❧❛❝✉♥❡( ❢♦+♠❛♥- ✉♥ ❛♠❛( VnXm ❡- ✉♥ ❛✉-+❡ R✉✐

❝♦♥-✐❡♥- ❧❡( ♠S♠❡( ;❧;♠❡♥-( ✐♥✜♥✐♠❡♥- ;❧♦✐❣♥;( ❧❡( ✉♥( ❞❡( ❛✉-+❡( ✿

Ebt(VnXm) = nEf (V ) +mEf (X)− Ef (VnXm). ✭■■✳✶✺✮

▲✬;♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐(♦♥ ❝♦++❡(♣♦♥❞❛♥- < ❧❛ +;❛❝-✐♦♥ VnXm + VpXq → Vn+pXm+q

✹✸



❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

♣❡✉% .❡ ❞+✜♥✐& ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐4&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ✿

Eb(Vn+pXm+q) = E(VnXm) + E(VpXq)− E(Vn+pXm+q)− NE(Fe), ✭■■✳✶✻✮

♦; E(Vn+pXm+q)✱ E(VnXm) ❡% E(VpXq) .♦♥% ❧❡. +♥❡&❣✐❡. %♦%❛❧❡. ❞❡. .②.%4♠❡. ❝♦♥%❡✲

♥❛♥% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡. ❛♠❛. Vn+pXm+q✱ VnXm ❡% VpXq ❞❛♥. ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α✱

❡% NE(Fe) ❝♦&&❡.♣♦♥❞ B ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞✬✉♥❡ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❢❡& ❝✉❜✐E✉❡ ❝❡♥%&+❡ ♣❛&❢❛✐%❡

❞❡ N ❛%♦♠❡.✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡%%❡ ❞+✜♥✐%✐♦♥✱ .✐ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❡.% ♣♦.✐%✐✈❡✱ ❧❛ &+❛❝%✐♦♥

❡.% ❡①♦%❤❡&♠✐E✉❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ VnXm ❡% VpXq ❡.% ❛%%&❛❝%✐✈❡✳

▲✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❞✐.%♦&.✐♦♥ ❞✉ &+.❡❛✉ ❝♦♥%❡♥❛♥% N ❛%♦♠❡. ❞❡ ❢❡& ❞✉❡ B ❧✬✐♥.❡&%✐♦♥

❞✬✉♥ ❛♠❛. VnXm ♣❡✉% I%&❡ ❡.%✐♠+❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐4&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ❬✶✻✻❪ ✿

Edist(VnXm) = Enon relax((N − n)Fe)− (N − n)E(Fe). ✭■■✳✶✼✮

Enon relax((N − n)Fe) ❡.% ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞✉ .②.%4♠❡ &❡❧❛①+ E✉✐ ❝♦♥%✐❡♥% ❧✬❛♠❛. VnXm ❛✉✲

E✉❡❧ ❧✬❛♠❛. ❛ +%+ ❡♥❧❡✈+ .❛♥. ❡✛❡❝%✉❡& ❛✉❝✉♥❡ &❡❧❛①❛%✐♦♥✳

■❧ ❡.% ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ &❡❧✐❡& ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ♠❛❝&♦.❝♦♣✐E✉❡ D ❛✈❡❝ ❧❡. ♣&♦✲

♣&✐+%+. ❞❡. ❞+❢❛✉%. ❛%♦♠✐E✉❡. ✿

D = a20ω, ✭■■✳✶✽✮

❛✈❡❝ a20 ❧❡ ♣❛&❛♠4%&❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡% ω ❡.% ❧❛ ❢&+E✉❡♥❝❡ ❞❡ .❛✉% ❞✉ ❞+❢❛✉%✳

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❞❡. ❛%♦♠❡. ❞❛♥. ✉♥ ❝&✐.%❛❧ ♣❡✉% I%&❡ ❣+♥+&❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥.✐❞+&+

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣&♦❝❡..✉. %❤❡&♠♦✲❛❝%✐✈+ ❝♦♠♣♦.+ ❞✬✉♥❡ .+&✐❡ ❞❡ .❛✉%. ❞✬✉♥ .✐%❡ ❞❛♥. ❧❡E✉❡❧

❧✬+♥❡&❣✐❡ ♣&+.❡♥%❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ B ✉♥ ❛✉%&❡✳ ▲❛ ❞❡.❝&✐♣%✐♦♥ ❞❡ ❝❡. .❛✉%. ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧.

❡.% ❞♦♥♥+❡ ♣❛& ❧❛ %❤+♦&✐❡ ❞❡ ❧✬+%❛% ❞❡ %&❛♥.✐%✐♦♥ ✭❚!❛♥$✐&✐♦♥ ❙&❛&❡ ❚❤❡♦!② ✮ ❬✶✻✼✱ ✶✻✽❪✳

❉❛♥. ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❱✐♥❡②❛&❞✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣&♦❝❡..✉. ♣❡✉% I%&❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛②✲

.❛❣❡ +♥❡&❣+%✐E✉❡ ❝❛&❛❝%+&✐.+ ♣❛& ❧❛ ❞✐✛+&❡♥❝❡ ❡♥%&❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❧✐❜&❡ ❞✉ ♣♦✐♥% ❝♦❧ ❡% ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧✬+%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ Fmig
E✉✐ ♣❡✉% .❡ ❞+❝♦♠♣♦.❡& ♣❛& ✿

Fmig = Emig − TSmig, ✭■■✳✶✾✮

♦; Emig
&❡♣&+.❡♥%❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❡% Smig

❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥✳ ❱✐♥❡②❛&❞

❛ ❞+♠♦♥%&+ E✉❡ ❧❛ ❢&+E✉❡♥❝❡ ❞✉ .❛✉% ω ♣❡✉% .✬+❝&✐&❡ ❬✶✻✽❪ ✿

ω = ν0 exp (−
Fmig

kBT
) = ν0 exp (

Smig

kB
) exp (−

Emig

kBT
), ✭■■✳✷✵✮

♦; ν0 ❡.% ❧❛ ❢&+E✉❡♥❝❡ ❞✬❛%%❛E✉❡ E✉✐ ❡.% ❣+♥+&❛❧❡♠❡♥% ❞✉ ♠I♠❡ ♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉&

E✉❡ ❧❛ ❢&+E✉❡♥❝❡ ❞❡ ❉❡❜②❡✳ ❊❧❧❡ &❡♣&+.❡♥%❡ ❧❛ ❢&+E✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜&❛%✐♦♥ ❞✉ ❞+❢❛✉% ❛✉%♦✉&

✹✹



■■✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧( ❛❜ ✐♥✐$✐♦

❞❡ (❛ ♣♦(✐.✐♦♥ ❞✬12✉✐❧✐❜4❡ ♠❛✐( ❞❛♥( ❧❛ ❞✐4❡❝.✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣4❛.✐♦♥✳ ▲✬❡♥.4♦♣✐❡

❞❡ ♠✐❣4❛.✐♦♥ ❝♦44❡(♣♦♥❞ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥.( ❞❡( ✈✐❜4❛.✐♦♥( ❞✉ 41(❡❛✉ ❝♦44❡(♣♦♥❞❛♥.

❛✉ ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❛.♦♠❡ ❞❡♣✉✐( (❛ ♣♦(✐.✐♦♥ ❞✬12✉✐❧✐❜4❡ ✈❡4( ❧❡ ♣♦✐♥. ❝♦❧✳ ❉❛♥(

❧✬❛♣♣4♦①✐♠❛.✐♦♥ 2✉❛(✐✲❤❛4♠♦♥✐2✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡(. ❞1✜♥✐❡ ♣❛4 ❬✶✻✽❪ ✿

Smig = kB ln

3N−3
∏

i=0

νeqi

3N−4
∏

i=0

νcoli

, ✭■■✳✷✶✮

❛✈❡❝ νeqi ❡. νcoli 4❡(♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. ❧❡( ❢412✉❡♥❝❡( ❞❡ ✈✐❜4❛.✐♦♥( ❛✉.♦✉4 ❞❡ ❧❛ ♣♦(✐.✐♦♥

❞✬12✉✐❧✐❜4❡ ❡. ❞✉ ♣♦✐♥. ❝♦❧✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛❞4❡ ❞❡ ❝❡..❡ 1.✉❞❡✱ ❧✬❡♥.4♦♣✐❡ ❞❡ ♠✐❣4❛.✐♦♥ ❡(.

♥1❣❧✐❣1❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥.✱ ❧✬❡①♣4❡((✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ❉ ♣❡✉. K.4❡ ❞1❝4✐.❡ ♣❛4 ❧❛ ❧♦✐

❞✬❆44❤1♥✐✉( ✿

D = D0 exp (−
Ea

kBT
), ✭■■✳✷✷✮

♦M D0
❡(. ❧❡ ♣41❢❛❝.❡✉4 ❡. Ea

❧✬1♥❡4❣✐❡ ❞✬❛❝.✐✈❛.✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ❛✈❡❝ ✿

D0 = a20ν0 exp (
Smig

kB
), ✭■■✳✷✸✮

Ea = Emig. ✭■■✳✷✹✮

▲❡( ♣♦✐♥.( ❝♦❧( ❡. ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣4❛.✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉( ❜❛((❡ 1♥❡4❣✐❡ ❡♥.4❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜✲

❣✉4❛.✐♦♥( (.❛❜❧❡( ♣❡✉✈❡♥. K.4❡ ❞1.❡4♠✐♥1( (♦✐. ❛✈❡❝ ❧❛ ♠1.❤♦❞❡ ✓ ❞4❛❣ ✔✱ (♦✐. ❛✈❡❝

❧❛ ♠1.❤♦❞❡ ◆❊❇ ✭♣♦✉4 ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛-$✐❝ ❇❛♥❞ ✮ ❬✶✻✾❪✳

▲❛ ♠1.❤♦❞❡ ✓ ❞4❛❣ ✔ ❝♦♥(✐(.❡ V ♦♣.✐♠✐(❡4 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣4❛.✐♦♥ (✉4 ✉♥ ❝❡4✲

.❛✐♥ ♥♦♠❜4❡ ❞✬1.❛.( ✐♥.❡4♠1❞✐❛✐4❡(✳ ▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ { ~X} ❡(. ❝♦♥(.✐.✉1 ❞❡( 1.❛.( ✐♥.❡4✲

♠1❞✐❛✐4❡( ❡♥.4❡ ❧✬1.❛. ✐♥✐.✐❛❧

~I ❡. ✜♥❛❧

~F 4❡♣41(❡♥.1( ♣❛4 ❞❡( ✈❡❝.❡✉4( ❞❛♥( ❧✬❡(♣❛❝❡

❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ✸N✲✸✱ N 1.❛♥. ❧❡ ♥♦♠❜4❡ .♦.❛❧ ❞✬❛.♦♠❡( ❞❛♥( ❧❡ (②(.X♠❡✳ ❈❤❛2✉❡

1.❛. ✐♥.❡4♠1❞✐❛✐4❡

~Xi ❡(. ❞1✜♥✐ ♣❛4 ✉♥❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ✉♥✐2✉❡ α 2✉✐ ❡(. ❧❛ ❝♦♦4❞♦♥♥1❡ ❞❡

41❛❝.✐♦♥ .❡❧❧❡ 2✉❡ ✿

~Xi = (1− α)~I + α~F ✭■■✳✷✺✮

▲❛ ❝♦♥✜❣✉4❛.✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉( ❜❛((❡ 1♥❡4❣✐❡ ❡(. ❞1.❡4♠✐♥1❡ ♣♦✉4 ❝❤❛2✉❡ 1.❛. ✐♥.❡4✲

♠1❞✐❛✐4❡ ✿ ❧❡( ♣♦(✐.✐♦♥( ❛.♦♠✐2✉❡( (♦♥. ❝♦♥.4❛✐♥.❡( ❞❡ 4❡❧❛①❡4 ❞❛♥( ✉♥ ❤②♣❡4♣❧❛♥✱

♣❡4♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐4❡ ❛✉ ✈❡❝.❡✉4

~Xi ✭❋✐❣✉4❡ ■■✳✷✮✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣4❛.✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉( ❜❛((❡

1♥❡4❣✐❡ ❡(. 4❡❝♦♥(.✐.✉1 ❡♥ ❛♣♣❧✐2✉❛♥. ❝❡..❡ ♠1.❤♦❞❡ ♣♦✉4 ❞✐✛14❡♥.❡( ❝♦♦4❞♦♥♥1❡(

❞❡ 41❛❝.✐♦♥ α✳ ❉❛♥( ❝❡4.❛✐♥( ❝❛(✱ ❝❡..❡ ♠1.❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡4♠❡. ♣❛( ❞❡ .4♦✉✈❡4 ❧❡ ♣♦✐♥.

✹✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

❝♦❧ ❬✶✼✵❪✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛ ♥+❛♥♠♦✐♥. ❥❛♠❛✐. +%+ ❝♦♥.%❛%+ ❛✉ ❝♦✉&. ❞❡ ❝❡. %&❛✈❛✉① ❞❡ %❤=.❡✳

❚❤+♦&✐?✉❡♠❡♥%✱ .✐ ✉♥ %❡❧ ❝❛. .❡ ♣&+.❡♥%❛✐%✱ ❧❛ ♠+%❤♦❞❡ ◆❊❇ ♣♦✉&&❛✐% D%&❡ ✉%✐❧✐.+❡✳

❉❛♥. ❝❡%%❡ ♠+%❤♦❞❡✱ ❧❡. ❤②♣❡&♣❧❛♥. .♦♥% &❡❧✐+. ♣❛& ❞❡. &❡..♦&%. ❡% .♦♥% ❞♦♥❝ &❡❧❛①+.

❧❡. ✉♥. ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉① ❛✉%&❡.✳

❋✐❣✉$❡ ■■✳✷ ✕ I&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠+%❤♦❞❡ ✓ ❞&❛❣ ✔✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ♣&+.❡♥%❡

❞❡✉① ♠✐♥✐♠❛✱ ❧✬+%❛% ✐♥✐%✐❛❧

~I ❡% ✜♥❛❧ ~F ✱ ❡% ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ .②♠❜♦❧✐.+ ♣❛& ✉♥❡ %❛♥❣❡♥%❡

❤♦&✐③♦♥%❛❧❡✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ❡♥ &♦✉❣❡ &❡♣&+.❡♥%❡ ❧✬❤②♣❡&♣❧❛♥ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐&❡ Q

~F − ~I ♣♦✉&
✉♥❡ ❝♦♦&❞♦♥♥+❡ ❞❡ &+❛❝%✐♦♥ ❞♦♥♥+❡

~Xi✳

❋✐❣✉$❡ ■■✳✸ ✕ ❇❛&&✐=&❡ +♥❡&❣+%✐?✉❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞✉ .❛✉% ❞✬✉♥ ❞✉♠❜❜❡❧❧ ♠✐①%❡ ❁✶✶✵❃

❢❡&✲♣♦%❛..✐✉♠ ❞❛♥. ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& ❝✉❜✐?✉❡ ❝❡♥%&+✳ ▲❛ ❜❛&&✐=&❡ ❛ +%+ ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛&

❧❛ ♠+%❤♦❞❡ ◆❊❇ ✭❝❛&&+. ❜❧❛♥❝.✮ ❡% ❧❛ ♠+%❤♦❞❡ ✓ ❞&❛❣ ✔ ✭&♦♥❞. ♥♦✐&.✮ ❬✶✼✶❪✳

▲❛ ♠+%❤♦❞❡ ✓ ❞&❛❣ ✔ ❡.% ♣❧✉. .✐♠♣❧❡ Q ✐♠♣❧+♠❡♥%❡& ❡% .♦✉✈❡♥% ❧❛ ♠♦✐♥. ❝♦Y✲

%❡✉.❡ ❡♥ %❡&♠❡. ❞❡ %❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❤❛?✉❡ +%❛% ✐♥%❡&♠+❞✐❛✐&❡ ❡.% ❡♥ ❡✛❡% &❡❧❛①+

✐♥❞+♣❡♥❞❛♠♠❡♥% Q ❧❛ ❞✐✛+&❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ◆❊❇✳ ▲❡. &+.✉❧%❛%. ♦❜%❡♥✉. ♣❛& ❧❛ ♠+%❤♦❞❡
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✓ ❞+❛❣ ✔ (♦♥0 (❡♠❜❧❛❜❧❡( 4 ❧❛ ◆❊❇ ♣♦✉+ ❧❡( ❞9❢❛✉0( ♣♦♥❝0✉❡❧( ❡0 ❧❡( ✐♠♣✉+❡09( ❞❛♥(

❧❡ ❢❡+ ✭❋✐❣✉+❡ ■■✳✸✮ ❬✶✺✸✱ ✶✺✹✱ ✶✼✷✱ ✶✼✸❪ ❡0 ❞❛♥( ❞✬❛✉0+❡( ♠❛09+✐❛✉① ❬✶✼✹✱ ✶✼✺❪✳ ▲❛

♠90❤♦❞❡ ✓ ❞+❛❣ ✔ ❛ ❞♦♥❝ ♣+♦✉✈9 (♦♥ ❡✣❝❛❝✐09 ♣♦✉+ ❧❡( 0②♣❡( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧( ♥9❝❡((❛✐+❡(

4 ❝❡( 0+❛✈❛✉① ❞❡ 0❤N(❡✳

▲✬9♥❡+❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣+❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ 9❧9♠❡♥0 ♦✉ ❞✬✉♥ ❛♠❛( ❝♦++❡(♣♦♥❞ 4 ❧❛ ❞✐✛9+❡♥❝❡

❡♥0+❡ ❧✬9♥❡+❣✐❡ ❞✉ ♣♦✐♥0 ❝♦❧ ❡0 ❧✬9♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✬90❛0 ✐♥✐0✐❛❧✳ ❙✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣+❛0✐♦♥

❞✬✉♥ ❛♠❛( ❡(0 ❝♦♠♣♦(9 ❞❡ ♣❧✉(✐❡✉+( ❜❛++✐N+❡(✱ ❛❧♦+( ♦♥ ❞9✜♥✐0 ❧✬9♥❡+❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡

♠✐❣+❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛( ❝♦♠♠❡ 90❛♥0 ❧❛ ♣❧✉( ❤❛✉0❡ ❜❛++✐N+❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝✬❡(0✲4✲❞✐+❡ ❧❛

❞✐✛9+❡♥❝❡ ❡♥0+❡ ❧✬90❛0 ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧ ❡0 ❧❡ ♣♦✐♥0 ❝♦❧ ❞❡ ♣❧✉( ❤❛✉0❡ 9♥❡+❣✐❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐09

❞❡ ❝❡00❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛0✐♦♥ 0+N( (♦✉✈❡♥0 ❡♠♣❧♦②9❡ ❡(0 ❞9♠♦♥0+9❡ ❞❛♥( ❧❡ ♣❛+❛❣+❛♣❤❡

(✉✐✈❛♥0✳

❉'♠♦♥)$*❛$✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥(✐❞N+❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ❞9❝+✐0 ❞❛♥( ❧❛ ✜❣✉+❡ ■■✳✹ ❝♦♠♠❡

90❛♥0 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬9♥❡+❣✐❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝✬❡(0✲4✲❞✐+❡ ❧❡ ♣❧✉( ❢❛✈♦+❛❜❧❡ ❞❡ 0♦✉( ❧❡( ❝❤❡♠✐♥(

❝♦♥(✐❞9+9(✳

❋✐❣✉$❡ ■■✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣+❛0✐♦♥✳ ▲❡( ♣♦✐♥0( ❩1 ❡0 ❩2 +❡♣+9(❡♥0❡♥0

❧✬90❛0 ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧✳ ❨ ❡(0 ✉♥ ♣♦✐♥0 ♠90❛(0❛❜❧❡ ✐♥0❡+♠9❞✐❛✐+❡ ❡♥0+❡ ❧❡( ❞❡✉① ❜❛++✐N+❡(

❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲❛ ❞✐✛9+❡♥❝❡ ❞✬9♥❡+❣✐❡ ❡♥0+❡ ❧✬90❛0 ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧ ❡0 ❧❡( ♣♦✐♥0( ❞❡ ❝♦❧ (♦♥0

E1 ❡0 E2 +❡(♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ♣♦✉+ ❧❛ ❜❛++✐N+❡ ❡♥0+❡ ❩1 ❡0 ❨✱ ❡0 ❝❡❧❧❡ ❡♥0+❡ ❨ ❡0 ❩2✳ ∆EZY

❡(0 ❧❛ ❞✐✛9+❡♥❝❡ ❞✬9♥❡+❣✐❡ ❡♥0+❡ ❧✬90❛0 ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧ ❡0 ❧✬90❛0 ♠90❛(0❛❜❧❡ ✐♥0❡+♠9❞✐❛✐+❡

❨✳

▲❛ ❢+9W✉❡♥❝❡ ❞❡ (❛✉0 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥0✐❡+ ❡(0 ❞9✜♥✐❡ ♣❛+ ✿

ω = ν0 exp

(

−
Emig

kBT

)

. ✭■■✳✷✻✮

❖♥ ❝♦♠♣❛+❡ ❞❡✉① 0+❛❥❡❝0♦✐+❡( ✿ ✉♥❡ ❛❧❧❛♥0 ❞❡ ❩1 ✈❡+( ❩2 ❡0 ✉♥❡ ❞❡ ❩1 W✉✐ ❛++✐✈❡

(✉+ ❨ ❡0 +❡♣❛+0 ✈❡+( ❩1✳ ▲❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐09 ❞❡ (❛✉0 ❞❡ ❩1 ✈❡+( ❩2 ❡(0 ❧❡ ♣+♦❞✉✐0 ❞❡(
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❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

♣&♦❜❛❜✐❧✐%+. ♣♦✉& ♣❛..❡& ❧❛ ♣&❡♠✐3&❡ ♣✉✐. ❧❛ .❡❝♦♥❞❡ ❜❛&&✐3&❡ .❛♥. &❡%♦✉&♥❡& ✈❡&. ❩ 1 ✿

ω = ω1
ω′
2

ω′
1 + ω′

2

. ✭■■✳✷✼✮

❉❡✉① ❝❛. .❡ ♣&+.❡♥%❡♥% ✿ .♦✐% E ′
1 ≤ E ′

2✱ .♦✐% E
′
1 ≥ E ′

2✳

❉❛♥. ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣.✱ .✐ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ♣♦✉& ❛❧❧❡& ❞❡ ❨ ✈❡&. ❩1 ❡.% ♣❧✉. ❢❛✐❜❧❡ D✉❡

❝❡❧❧❡ ♣♦✉& ❛❧❧❡& ✈❡&. ❩2✱ ❛❧♦&. ❧✬+D✉❛%✐♦♥ ✭■■✳✷✼✮ .✬+❝&✐% ✿

ω = α
ω1ω

′
2

ω′
1

,

avec α =
1

1 +
ω′

0,2

ω′

0,1

exp
(

−
E′

2
−E′

1

kT

) . ✭■■✳✷✽✮

◗✉❡❧❧❡ D✉❡ .♦✐% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❡①❛❝%❡ ❞✉ %❡&♠❡ E ′
2 −E ′

1✱ ❝♦♠♠❡ E
′
1 ≤ E ′

2✱ ❧❡ %❡&♠❡ α ❡.%

❝♦♠♣&✐. ❡♥%&❡ ✶ ❡%

1

1+
ω′

0,2

ω′

0,1

✳ H❛& ❝♦♥.+D✉❡♥%✱ ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ω ❛✈❡❝ ❧❛ %❡♠♣+&❛%✉&❡ ❡.%

♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ❧✐+❡ I ❧✬❛✉%&❡ %❡&♠❡✳ ω ♣❡✉% ❛✐♥.✐ .✬+❝&✐&❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐3&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ✿

ω ≃ ω0 exp

(

−
E1 + E ′

2 − E ′
1

kBT

)

. ✭■■✳✷✾✮

❊% ❝♦♠♠❡ E1 = E ′
1 +∆EZY ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

Emig ≃ E ′
2 +∆EZY = E2, ✭■■✳✸✵✮

D✉✐ ♣&♦✉✈❡ ❜✐❡♥ D✉❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❝♦&&❡.♣♦♥❞ I ❧❛ ❜❛&&✐3&❡ ❧❛ ♣❧✉.

❤❛✉%❡✳

❉❛♥. ❧❡ ❞❡✉①✐3♠❡ ❝❛.✱ .✐ E ′
1 ≥ E ′

2✱ ❛❧♦&. ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❞❡ ♠❛♥✐3&❡ .✐♠✐❧❛✐&❡ ✿

ω =
ω1

1 +
ω′

0,1

ω′

0,2

exp
(

−
E′

1
−E′

2

kBT

) . ✭■■✳✸✶✮

▲✬❛&❣✉♠❡♥% ❛✈❛♥❝+ ♣&+❝+❞❡♠♠❡♥% ❡.% ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✉..✐ ❞❛♥. ❝❡ ❝❛.✳ ❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❛✐♥.✐ ✿

Emig ≃ E1. ✭■■✳✸✷✮

▲❛ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞❡. +♥❡&❣✐❡. ❞❡ ♣♦✐♥% ❝♦❧ .❡ ❞+&♦✉❧❡ ❡♥ ♦♣%✐♠✐.❛♥% ❧❛ .%&✉❝%✉&❡

I ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥.%❛♥% ✉♥✐D✉❡♠❡♥%✳ ➱%❛♥% ❞♦♥♥+ D✉❡ ❧❡. ♣♦.✐%✐♦♥. ✐♥✐%✐❛❧❡. ❞❡. +%❛%.

✐♥%❡&♠+❞✐❛✐&❡. .♦♥% ❝❛❧❝✉❧+❡. I ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡❧❧❡. ❞❡. +%❛%. ✐♥✐%✐❛❧ ❡% ✜♥❛❧✱ ✐❧ ❡.% ♥+❝❡..❛✐&❡

D✉❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦R%❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ .♦✐% ✐❞❡♥%✐D✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥✳
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◆♦✉( ❛✈♦♥( ❡(.✐♠1 ❧✬❡33❡✉3 (②(.1♠❛.✐5✉❡ ❡✛❡❝.✉1❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐5✉❛♥. ❝❡..❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛.✐♦♥

♣❧✉.9. 5✉❡ ❝❡❧❧❡ : ♣3❡((✐♦♥ ❝♦♥(.❛♥.❡ ♥✉❧❧❡✳ ;♦✉3 ❝❡❧❛✱ ❧❡( 1♥❡3❣✐❡( ❞❡ ♠✐❣3❛.✐♦♥ ❞❡(

❛♠❛( V O2 ❡. V3❖ ♦♥. 1.1 ❞1.❡3♠✐♥1❡(✱ : .✐.3❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✜①❛♥. ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞✉ (②(.A♠❡

❞❡ .❡❧❧❡ (♦3.❡ 5✉❡ ❧❛ ♣3❡((✐♦♥ 31(✐❞✉❡❧❧❡ (♦✐. ✐♥❢13✐❡✉3❡ : ✺ ❦❜❛3✳ ▲❡( 1♥❡3❣✐❡( ❞❡

♠✐❣3❛.✐♦♥ ❞❛♥( ❝❡ ❝❛( ❞✐✛A3❡♥. ❞❡ ♠♦✐♥( ❞❡ ✵✱✶✵ ❡❱ ♣♦✉3 ❝❡( ❞❡✉① ❛♠❛(✳ ◆1❛♥♠♦✐♥(✱

❧❡( ♣3♦♣3✐1.1( 5✉❛❧✐.❛.✐✈❡( ❞✉ ♣❛②(❛❣❡ 1♥❡3❣1.✐5✉❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣3❛.✐♦♥ 3❡(.❡♥.

❧❡( ♠K♠❡(✳

▲✬1♥❡3❣✐❡ ❞❡ ❞✐((♦❝✐❛.✐♦♥ ❡(. ❞1✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ 1.❛♥. ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬1♥❡3❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐(♦♥

❡♥.3❡ VnXm ❡. VpXq ❡. ❧✬1♥❡3❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣3❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛( ❧❡ ♣❧✉( 3❛♣✐❞❡ VpXq ✿

Edisso(Vn+pXm+q) = Eb(Vn+pXm+q) + Emig(VpXq). ✭■■✳✸✸✮

■■✳✷✳✻✳✹ ❉❡'❝)✐♣,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡'✉)❡ ❞❡' ❞✐',❛♥❝❡'

▲❡( ❝♦♥✜❣✉3❛.✐♦♥( ❞❡( ❛♠❛( (♦♥. ❞1❝3✐.❡( ♣❛3 3❛♣♣♦3. : ❧❛ ❞✐(.❛♥❝❡ ❡♥.3❡ ❧❡( 1❧1✲

♠❡♥.( (✐.✉1( (✉3 ❧❡( (✐.❡( ❞✉ 31(❡❛✉ ✭♦❝.❛1❞3✐5✉❡( ❡. (✉❜(.✐.✉.✐♦♥♥❡❧(✮✳ ❈❡( ❞✐(.❛♥❝❡(

(♦♥. ❞1✜♥✐❡( ❡♥ .❡3♠❡( ❞❡ ♣❧✉( ♣3♦❝❤❡ ✈♦✐(✐♥ ♥♦.1 nn ✭♥❡❛'❡($✲♥❡✐❣❤❜♦' ✮ 5✉✐ (♦♥.

❞1❝3✐.❡( ❞❛♥( ❧❛ ✜❣✉3❡ ■■✳✺✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉$❡ ■■✳✺ ✕ ▲✐(.❡ ❞❡( ♥✉♠13♦( ❞❡ (✐.❡( ❡♥ .❡3♠❡( ❞❡ ♣3♦❝❤❡ ✈♦✐(✐♥ ✭nn✮ ✭❛✮ ❡♥.3❡
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♣6✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥) ✐♥)26❡1121 ❛✉① ✐♥)❡6❛❝)✐♦♥1 ❡♥)6❡ ❧❡1 ❧❛❝✉♥❡1 ❡) ❧❡1 1♦❧✉)21✳

▲✬2/✉❛)✐♦♥ ♠❛R)6❡11❡ /✉✐ 62❣✐) ❧❛ ✈❛6✐❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥)6❛)✐♦♥ C(n,m) ❞✬✉♥ ❛♠❛1

✐♠♠♦❜✐❧❡ VnXm✱ ♥♦)2 ✭n✱m✮ ♣❛6 1✐♠♣❧✐❝✐)2✱ 1✬2❝6✐) ✿

dC(n,m)

dt
=

∑

(p,q)∈Mν

J(n−p,m−q)↔(n,m) −
∑

(p,q)∈M

J(n,m)↔(n+p,m+q)

+G(n,m), ✭■■✳✸✹✮

♦U ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭p✱q✮ 6❡♣621❡♥)❡ ✉♥ ❛✉)6❡ ❛♠❛1 VpXq✱ G(n,m) ❡1) ❧❡ )❡6♠❡ 1♦✉6❝❡

♣♦✉6 ❧❡1 ❛♠❛1 ✭n✱m✮✱ ❡) J(n−p,m−q)↔(n,m) ❡1) ❧❡ ✢✉① ♥❡) ❞✬❛♠❛1 ❞W X ❧❛ 62❛❝)✐♦♥ ❡♥)6❡

❧❡1 ❛♠❛1 ✭n − p✱m − q✮ ❡) ✭p✱q✮ ❞✉ ❢❛✐) ❞❡ ❧❛ ♠✐❣6❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡6♥✐❡6✳ ▲✬❡♥1❡♠❜❧❡

M ❝♦♥)✐❡♥) 1❡✉❧❡♠❡♥) ❧❡1 ❛♠❛1 ♠♦❜✐❧❡1✱ ❡) Mν ❡1) ✉♥ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣62❝2❞❡♥)

/✉✐ ❛11✉6❡ /✉❡ ❧❡1 ❛♠❛1 ✐♠♣❧✐/✉21 ❞❛♥1 ❧❡ ✢✉① J(n−p,m−q)→(n,m) ❡①✐1)❡♥) ❜✐❡♥ ❞❛♥1 ❧❛

1✐♠✉❧❛)✐♦♥ ✭✐✳❡✳ n− p ❡) m− q ≥ ✵✮✳

❙✐ ❧✬❛♠❛1 VnXm ❡1) 2❣❛❧❡♠❡♥) ♠♦❜✐❧❡✱ ✉♥ )❡6♠❡ ❞❡ ✢✉① ♥❡) ❡♥)6❡ ❧❡1 ❝❧❛11❡1

❞✬❛♠❛1 ❞W X ❧❛ ♠✐❣6❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡1 ❞❡6♥✐❡61 ❛✐♥1✐ /✉✬✉♥ )❡6♠❡ ❞✬2❧✐♠✐♥❛)✐♦♥ ❛✉① ♣✉✐)1

✺✶



❈❤❛♣✐%&❡ ■■✳ ▼+%❤♦❞❡.

.♦♥% ❛❥♦✉%+. 2 ❧✬+5✉❛%✐♦♥ ✭■■✳✸✾✮ ✿

dC(n,m)

dt
=

∑

(p,q)∈Mν

J(n−p,m−q)↔(n,m) −
∑

(p,q)∈M

J(n,m)↔(n+p,m+q)

−
∑

(p,q)∈Ω

J(p,q)↔(n+p,m+q)

−
∑

i

k2i,(n,m)D(n,m)(C(n,m) − Csink
i,(n,m)) +G(n,m). ✭■■✳✸✺✮

❉❛♥. ❝❡%%❡ +5✉❛%✐♦♥✱ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ Ω ❝♦♥%✐❡♥% %♦✉. ❧❡. ❛♠❛. ❡% D(n,m) ❡.% ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%

❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛. ✭n✱m✮✳ ▲❛ ❢♦&❝❡ ❞✉ ♣✉✐%. i ✭%②♣✐5✉❡♠❡♥% ❞❡. ❞✐.❧♦❝❛%✐♦♥. ♦✉ ❞❡.

❥♦✐♥%. ❞❡ ❣&❛✐♥.✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠❛. ✭n✱m✮ ❡.% ✜①+❡ ♣❛& ❧❡ %❡&♠❡ k2i,(n,m)✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥

Csink
i,(n,m) ❡.% ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛. VnXm ❞❛♥. ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ♣&♦❝❤❡ ❞✉ ♣✉✐%.✳ J♦✉& ❧❡. ❛✉%♦✲

❞+❢❛✉%.✱ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✱ ❝❡%%❡ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❝♦&&❡.♣♦♥❞ 2 ❝❡❧❧❡ 2 ❧✬+5✉✐❧✐❜&❡

%❤❡&♠✐5✉❡ Ceq
i,(n,m)✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ✉♥ ❛%♦♠❡ ❞❡ .♦❧✉%+ ❡% ✉♥❡

❞✐.❧♦❝❛%✐♦♥✱ ❞❛♥. ❧❛ ❧✐♠✐%❡ ❞✐❧✉+❡✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✿

Csink
d,(0,1) = Cd,(0,1)Kd, ✭■■✳✸✻✮

Kd =
b

Vat
exp(−

Ed

kBT
), ✭■■✳✸✼✮

♦' b ❡)* ❧❡ ✈❡❝*❡✉/ ❞❡ ❇✉/❣❡/)✱ Cd,(0,1) ❧❛ ❝♦♥❝❡♥*/❛*✐♦♥ ❧✐♥7✐8✉❡ ❞✉ )♦❧✉*7 ❞❛♥) ❧❛

❞✐)❧♦❝❛*✐♦♥ ✭❡♥ m−1
✮✱ Ed ❧✬7♥❡/❣✐❡ ❞✬✐♥*❡/❛❝*✐♦♥ ❞✬✉♥ )♦❧✉*7 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐)❧♦❝❛*✐♦♥✱ Vat

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛*♦♠✐8✉❡ ❞✉ ❢❡/✱ kB ❧❛ ❝♦♥)*❛♥*❡ ❞❡ ❇♦❧*③♠❛♥♥ ❡* T ❧❛ *❡♠♣7/❛*✉/❡✳ ▲❛

❢♦/❝❡ ❞✉ ♣✉✐*) k2d,(n,m) ♣♦✉/ ❧❛ ❞✐)❧♦❝❛*✐♦♥ ❡)* ❞7✜♥✐❡ ♣❛/ ✿

k2d,(n,m) = ρdZ(n,m), ✭■■✳✸✽✮

♦' ρd ❡)* ❧❛ ❞❡♥)✐*7 ❞❡ ❞✐)❧♦❝❛*✐♦♥) ❡* Z(n,m) ✉♥ ❢❛❝*❡✉/ ❞✬❡✣❝❛❝✐*7 ❧✐7 ❛✉① ❡✛❡*)

7❧❛)*✐8✉❡)✱ ❝♦♥)✐❞7/7 ❝♦♥)*❛♥* ❞❛♥) ♥♦*/❡ ❝❛)✳

▲❛ ✈❛/✐❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥*/❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡) ❛♠❛) ♣❡✉* E*/❡ ❞✉❡ F ❞❡) /7❛❝*✐♦♥) ❡♥*/❡

❧❡) ❛♠❛)✱ ❛✉① ✐♥*❡/❛❝*✐♦♥) ❞❡) ❛♠❛) ❛✈❡❝ ❧❡) ♣✉✐*) ✭❞✐)❧♦❝❛*✐♦♥)✱ ❥♦✐♥*) ❞❡ ❣/❛✐♥)✮ ❡*

F ✉♥ *❡/♠❡ )♦✉/❝❡ ✭❞H F ❧✬✐//❛❞✐❛*✐♦♥✱ F ❧❛ ❞7❢♦/♠❛*✐♦♥ ♣❧❛)*✐8✉❡✱ ❛✉ ❜/♦②❛❣❡✱ ❡!❝✳✮✳

❙❡✉❧❡) ❧❡) /7❛❝*✐♦♥) ❡♥*/❡ ❧❡) ❛♠❛) )♦♥* ❝♦♥)✐❞7/7❡) ❞❛♥) ❧❛ ♠❛❥❡✉/❡ ♣❛/*✐❡ ❞❡ ❝❡**❡

*❤M)❡✳ N❛/ ❝♦♥)78✉❡♥*✱ ❧✬78✉❛*✐♦♥ ✭■■✳✸✹✮ ❝♦♥*/P❧❛♥* ❧❛ ✈❛/✐❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥*/❛*✐♦♥

❞✬✉♥ ❛♠❛) ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✭n✱m✮ ❞❡✈✐❡♥* ✿

dC(n,m)

dt
=

∑

(p,q)∈Mν

J(n−p,m−q)↔(n,m) −
∑

(p,q)∈M

J(n,m)↔(n+p,m+q). ✭■■✳✸✾✮

✺✷



■■✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❡♥ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞✬❛♠❛1

▲✬3/✉❛)✐♦♥ ✭■■✳✸✺✮ 1❡ 1✐♠♣❧✐✜❡ 3❣❛❧❡♠❡♥) ✿

dC(n,m)

dt
=

∑

(p,q)∈Mν

J(n−p,m−q)↔(n,m) −
∑

(p,q)∈M

J(n,m)↔(n+p,m+q)

−
∑

(p,q)∈Ω

J(p,q)↔(n+p,m+q). ✭■■✳✹✵✮

▲❡ ✢✉① ♥❡) ❞✬❛♠❛1 ❞? @ ❧❛ A3❛❝)✐♦♥ ✭n✱ m✮ ✰ ✭p✱ q✮ ↔ ✭n+ p✱ m+ q✮ 1✬3❝A✐) ✿

J(n,m)↔(n+p,m+q) = β(n,m),(p,q)C(n,m)C(p,q) − α(n+p,m+q),(p,q)C(n+p,m+q), ✭■■✳✹✶✮

♦F β(n,m),(p,q) ❡) α(n+p,m+q),(p,q) 1♦♥) A❡1♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡1 )❛✉① ❞✬❛❜1♦A♣)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❛1

✭p✱q✮ ♣❛A ✭n✱m✮ ❡) ❞✬3♠✐11✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❛1 ✭p✱q✮ ♣❛A ✭n+ p✱m+ q✮✱ ❡♥ ❝♦♥1✐❞3A❛♥) /✉❡

1❡✉❧ ✭p✱q✮ ♠✐❣A❡✳

▲❡ )❛✉① ❞✬❛❜1♦A♣)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❛1 ✭p✱q✮ ♣❛A ✭n✱m✮ ❡1) ❞3❞✉✐) ❡♥ A31♦❧✈❛♥) ❧✬3/✉❛)✐♦♥

❞❡ ❞✐✛✉1✐♦♥ ❡♥ A3❣✐♠❡ 1)❛)✐♦♥♥❛✐A❡ ♣♦✉A ✉♥ ❛♠❛1 1♣❤3A✐/✉❡ ❬✶✽✹✱ ✶✽✺❪ ✿

β(n,m),(p,q) = 4π(r(n,m) + r(p,q))D(p,q), ✭■■✳✹✷✮

♦F D(p,q) ❡1) ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ ❞✐✛✉1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛1 ✭p✱q✮✳ ■❧ 1✬3❝A✐) ✿

D(p,q) = D0
(p,q) exp (−E

mig(VpXq)/kBT ), ✭■■✳✹✸✮

♦F Emig(VpXq) ❡1) ❧✬3♥❡A❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣A❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛1 ✭p✱q✮✱ D0
(p,q) ❧❡ ♣A3❢❛❝)❡✉A ❞❡

❞✐✛✉1✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐1)❛♥❝❡ r(n,m) ❡1) ❧❡ A❛②♦♥ ❡✛❡❝)✐❢ ❞❡ ❧✬❛♠❛1 VnXm✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡1 ❛♠❛1

1♦♥) 1✉♣♣♦131 R)A❡ 1♣❤3A✐/✉❡1✱ ❝❡))❡ ❞✐1)❛♥❝❡ ♣❡✉) R)A❡ ❝❛❧❝✉❧3❡ @ ♣❛A)✐A ❞✉ ✈♦❧✉♠❡

❛)♦♠✐/✉❡ ❞✉ ❢❡A ❡♥ 3♠❡))❛♥) ❧✬❤②♣♦)❤S1❡ /✉❡ ❧❡1 1♦❧✉)31 ❡) ❧❡1 ❧❛❝✉♥❡1 ♦❝❝✉♣❡♥) ❧❡

♠R♠❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡ )❡❧❧❡ 1♦A)❡ /✉❡ ✿

4

3
πr3(n,m) = (n+m)Vat. ✭■■✳✹✹✮

▲❡ )❛✉① ❞✬3♠✐11✐♦♥ ❡1) /✉❛♥) @ ❧✉✐ ♦❜)❡♥✉ @ ♣❛A)✐A ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ✈3A✐✜3❡ @

❧✬3/✉✐❧✐❜A❡ J(n,m)↔(n+p,m+q) = 0 ❬✶✽✻❪ ✿

α(n+p,m+q),(p,q) =
β(n,m),(p,q)

Vat
exp

(

−
Eb(Vn+pXm+q)

kBT

)

, ✭■■✳✹✺✮

✺✸
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♦/ Eb(Vn+pXm+q) ❡.% ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥% 5 ❧❛ &+❛❝%✐♦♥ ✭n✱m✮ ↔ ✭n+

p✱m+ q✮✳ ❊♥ %♦✉%❡ &✐❣✉❡✉&✱ ❧❡ %❛✉① ❞✬+♠✐..✐♦♥ ❞❡✈&❛✐% ❞+♣❡♥❞&❡ ❞❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡

❧✐❛✐.♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛.✱ ❡% ♥♦♥ ❞❡ ❧✬+♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥✳ ◆+❛♥♠♦✐♥.✱ ❧❡. ❡✛❡%. ❞❡ %❡♠♣+&❛%✉&❡

.♦♥% ♥+❣❧✐❣+. ❞❛♥. ♥♦%&❡ ❝❛.✱ .❛✉❢ ♠❡♥%✐♦♥ ❝♦♥%&❛✐&❡ ❞❛♥. ❧❡ ♠❛♥✉.❝&✐%✳

▲❡ ♠♦❞C❧❡ ♣❡✉% ✉%✐❧✐.❡& ♣❧✉.✐❡✉&. %②♣❡. ❞❡ ❞♦♥♥+❡. ❞✬❡♥%&+❡ ♣♦✉& .✐♠✉❧❡& ❛✉

♠✐❡✉① ❧❡. .②.%C♠❡. +%✉❞✐+. ✿ ❧❡. ❞♦♥♥+❡. ❞✉ ♠❛%+&✐❛✉ ✭❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛%♦♠✐F✉❡✱ ❧❛ %❛✐❧❧❡

❞❡. ❣&❛✐♥.✱ ❡!❝✳✮✱ ❧❡. ❞♦♥♥+❡. ❡①♣+&✐♠❡♥%❛❧❡. ✭❞❡♥.✐%+ ❞❡ ❞✐.❧♦❝❛%✐♦♥.✱ %❡♠♣+&❛%✉&❡✱

❡!❝✳✮ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ ❝❡❧❧❡. ✐..✉❡. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧. %❤+♦&✐F✉❡. ✭+♥❡&❣✐❡. ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥✱ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥✮✳

▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❝❡. .✐♠✉❧❛%✐♦♥. ❡♥ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ❞✬❛♠❛. ❡.% ❞✬❡①♣❧♦&❡& ❧❡. ♣&+✈✐.✐♦♥. ❞❡.

❞♦♥♥+❡. ❛❜ ✐♥✐!✐♦ 5 ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ♠+.♦.❝♦♣✐F✉❡✳ ■❧. ♥♦✉. .❡&✈✐&♦♥% ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❞❡ ✈❛❧❡✉&.

❞✬❡♥%&+❡ ♣♦✉& ♥♦. .✐♠✉❧❛%✐♦♥. ❡♥ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ❞✬❛♠❛.✳ ▲❡ ♣❛&❛♠+%&❛❣❡ ❞❡. ♠♦❞C❧❡.

.❡&❛ ❞+❝&✐% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❞❛♥. ❧❡. ❝❤❛♣✐%&❡. ❱ ❡% ❱■■✳

✺✹



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■

➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡, ♣&♦♣&✐.%.,

.♥❡&❣.%✐1✉❡, ❞❡, ❛♠❛,

❧❛❝✉♥❡,✲,♦❧✉%., ✐♥%❡&,%✐%✐❡❧, ✭❈✱ ◆ ❡%

❖✮ ❞❛♥, ❧❡ ❢❡& α

▲❡" ❛❝✐❡&" ❖❉❙ ❝♦♥,✐❡♥♥❡♥, ♣❛& ❞/✜♥✐,✐♦♥ ❞❡" ❛,♦♠❡" ❞✬♦①②❣6♥❡✳ ❈❡" "♦❧✉,/"

"❡ ,&♦✉✈❡♥, ❡♥ ❡①❝6" ❞❛♥" ❧❡" ♥❛♥♦♣❛&,✐❝✉❧❡" ♠❛✐" /❣❛❧❡♠❡♥, ❞❛♥" ❧❛ ♠❛,&✐❝❡ ❞❡

❢❡&✳ ■❧" ♣❡✉✈❡♥, ✐♥,❡&❛❣✐& ❛✈❡❝ ❧❡" ❧❛❝✉♥❡" ✭V ✮ @✉✐ "❡ ❢♦&♠❡♥, ❡♥ ❡①❝6" ♣❡♥❞❛♥, ❧❡

❜&♦②❛❣❡✳ ▲✬✐♥,❡&❛❝,✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣6♥❡ ❡", ❡♥ ❡✛❡, ,&6" ❢♦&,❡ ✭❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✶✱✹✵✲

✶✱✼✵ ❡❱ ❬✶✱ ✼❪✮✳ ❉❡" ❛♠❛" ❝♦♥,❡♥❛♥, ♣❧✉"✐❡✉&" ❧❛❝✉♥❡" ❡, ❛,♦♠❡" ❞✬♦①②❣6♥❡ "♦♥, ❛✐♥"✐

❝❛♣❛❜❧❡" ❞❡ "❡ ❝&/❡&✳ ❋✉ ❡! ❛❧✳ ♦♥, ❡♥ ❡✛❡, ♠♦♥,&/ @✉❡ ❧❡" ❛♠❛" V❖✱ V2❖ ❡, V❖2

"♦♥, /♥❡&❣/,✐@✉❡♠❡♥, ",❛❜❧❡" ❬✶❪✳ ▲❛ ❢♦&♠❛,✐♦♥ ❞❡ ,❡❧" ❛♠❛" ♣♦✉&&❛✐, ❡♥ ❧✬♦❝❝✉&&❡♥❝❡

❝♦♥",✐,✉❡& ✉♥❡ ❞❡" ♣&❡♠✐6&❡" /,❛♣❡" ❞❡ ❧❛ ♣&/❝✐♣✐,❛,✐♦♥ ❞❡" ♥❛♥♦✲♦①②❞❡"✳ ▲❛ ♣&/"❡♥❝❡

❞❡" ❧❛❝✉♥❡" ❡①♣❧✐@✉❡&❛✐, /❣❛❧❡♠❡♥, ❧❛ "✉&"❛,✉&❛,✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣6♥❡ ✭✵✱✶✵ ✪ ❛,♦♠✐@✉❡ ❛✉

♠❛①✐♠✉♠✮✱ ♠❡"✉&/❡ ❞❛♥" ❧❛ ♠❛,&✐❝❡ ♠/,❛❧❧✐@✉❡ ❞❡" ❛❝✐❡&" ❖❉❙ ❬✽✷✱ ✷✺✱ ✺✽✱ ✺✾✱ ✷✻❪ ✿

✉♥❡ ♣❛&,✐❡ ❞❡" ❛,♦♠❡" ❞✬♦①②❣6♥❡ "❡&❛✐, ♣✐/❣/❡ ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& "♦✉" ❢♦&♠❡ ❞❡ ♣❡,✐," ❛♠❛"

❧❛❝✉♥❡"✲♦①②❣6♥❡ Vn❖m ❬✶❪✳ ❙❡✉❧" @✉❡❧@✉❡" ❛♠❛" Vn❖m ♦♥, /,/ ❡①❛♠✐♥/" T ❧✬❤❡✉&❡

❛❝,✉❡❧❧❡✳ ▲✬/,✉❞❡ ❞❡" ♣&♦♣&✐/,/" ❞❡" ❛♠❛" ❧❛❝✉♥❡"✲♦①②❣6♥❡ ♣❧✉" ❣&♦" @✉✐ ♣♦✉&&❛✐❡♥,

"❡ ❢♦&♠❡& ♦✉ ♣♦✉&&❛✐❡♥, ❝♦♥",✐,✉❡& ❧❡" ♣&❡♠✐❡&" ",❛❞❡" ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❛,✐♦♥ ❞❡" ♥❛♥♦✲

♦①②❞❡" ❝♦♥",✐,✉❡ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ♦❜❥❡❝,✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐,&❡✳

▲✬/,❛, ❞❡ ❧✬❛&, ❡", &❡❧❛,✐✈❡♠❡♥, ♣❛✉✈&❡ ❡♥ ❛♥❛❧②"❡" ,&❛✐,❛♥, ❞✉ ❝♦♠♣♦&,❡♠❡♥, ❞❡

❧✬♦①②❣6♥❡ ❡♥ ♣&/"❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡" ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α✳ ❊♥ &❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉"❡" /,✉❞❡"

,❤/♦&✐@✉❡" ❡, ❡①♣/&✐♠❡♥,❛❧❡" ♦♥, /,/ ♠❡♥/❡" "✉& ❧❡" ✐♥,❡&❛❝,✐♦♥" ❡♥,&❡ ❧❡" ❧❛❝✉♥❡" ❡,

❧❡" ❛,♦♠❡" ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ❡, ❞✬❛③♦,❡✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧❛ ❧✐♠✐,❡ ❞❡ "♦❧✉❜✐❧✐,/ ❞❡ ❧✬♦①②❣6♥❡ ❡", ,&6"

❢❛✐❜❧❡ ♣❛& &❛♣♣♦&, T ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡, ❞❡ ❧✬❛③♦,❡ ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α ✿ Csol
C ≤ ✶✵✵ ❛♣♣♠ ❬✶✽✼✱

✺✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡- ♣&♦♣&✐/%/- /♥❡&❣/%✐2✉❡- ❞❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲-♦❧✉%/-

✐♥%❡&-%✐%✐❡❧- ✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥- ❧❡ ❢❡& α

✶✽✽✱ ✶✽✾❪ ❡% Csol
N ≤ ✶✵✵✵ ❛♣♣♠ ❬✶✾✵❪ C T ❃ ✺✵✵ ❑✱ ❛❧♦&- 2✉❡ Csol

O ≃ ✷✲✸ ❛♣♣♠ C

✶✶✺✹ ❑ ❬✶✾✶❪✳ ■❧ ❡-% ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✜①❡& ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣N♥❡ ❡♥ ❞❡--♦✉- ❞❡

❧❛ ❧✐♠✐%❡ ❞❡ -♦❧✉❜✐❧✐%/✳ ❆✐♥-✐✱ ❧❡- ❡✛❡%- ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡% ❞❡ ❧✬❛③♦%❡ ❡♥ ♣&/-❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡-

♦♥% ❞♦♥❝ ♣✉ T%&❡ ❝♦♥%&U❧/- ❡♥ ❢❛✐-❛♥% ✈❛&✐❡& ❧❡✉& ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ &❡-♣❡❝%✐✈❡ ❡% ♦❜-❡&✈/-

C ❧❛ ❞✐✛/&❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬♦①②❣N♥❡✳ ▲❡ ❝❛&❜♦♥❡✱ ❧✬❛③♦%❡ ❡% ❧✬♦①②❣N♥❡ -♦♥% /❣❛❧❡♠❡♥%

%♦✉- ❧❡- %&♦✐- ❞❡- -♦❧✉%/- ✐♥%❡&-%✐%✐❡❧- %♦✉❥♦✉&- ♣&/-❡♥%- ❞❛♥- ❧❡- /❝❤❛♥%✐❧❧♦♥- ❞❡ ❢❡&

α✱ ♠T♠❡ ❞❡ %&N- ❤❛✉%❡ ♣✉&❡%/✳ ❱♦✐-✐♥- ❞❛♥- ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ♣/&✐♦❞✐2✉❡ ❞❡- /❧/♠❡♥%- ❞❡

▼❡♥❞❡❧❡[❡✈✱ ✐❧- ♦♥% ❢❛✐% ❧✬♦❜❥❡% ❞✬/%✉❞❡- ❝♦♠♣❛&❛%✐✈❡- ❞♦♥% ❧❡- ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡- ❝♦♥❝❡&♥❡♥%

❧❡ ❝❛&❜♦♥❡ ❡% ❧✬❛③♦%❡ ❬✶✶✸✱ ✶✱ ✶✶✻❪✳ ❊❧❧❡- ♦♥% ♠✐- ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡&%❛✐♥- ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%-

-✐♠✐❧❛✐&❡- ♣♦✉& ❝❡- %&♦✐- /❧/♠❡♥%- ❞❛♥- ❧❡ ❢❡& α ❡♥ ♣&/-❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳

❈❡%%❡ ❛♥❛❧②-❡ -②-%/♠❛%✐2✉❡ -✬❡-% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❧✐♠✐%/❡ C ❞❡- ❛♠❛- ❝♦♥%❡♥❛♥% ✉♥❡ -❡✉❧❡

❧❛❝✉♥❡ ❡% ♣❧✉-✐❡✉&- -♦❧✉%/-✳ ❊♥ ❝♦♥-/2✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐N♠❡ ♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❡-%

❞❡ ♣&♦❝/❞❡& C ✉♥❡ /%✉❞❡ ❝♦♠♣❛&❛%✐✈❡ -②-%/♠❛%✐2✉❡ ❞❡- ♣&♦♣&✐/%/- /♥❡&❣/%✐2✉❡- ❞❡-

❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲-♦❧✉%/- ♣♦✉& ❧❡- /❧/♠❡♥%- ♦①②❣N♥❡ ✭❖✮✱ ❝❛&❜♦♥❡ ✭❈✮ ❡% ❛③♦%❡ ✭◆✮ ❞❛♥-

❧❡ ❢❡& α✳

▲❛ ❞/♠❛&❝❤❡ -✉✐✈✐❡ ♣♦✉& ❞/%❡&♠✐♥❡& ❧❡- ♣&♦♣&✐/%/- /♥❡&❣/%✐2✉❡- ❞❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲

-♦❧✉%/- ❛ /%/ ❧❛ -✉✐✈❛♥%❡ ✿

• ❧❡- ♣&♦♣&✐/%/- ❞❡ ♠✐-❡ ❡♥ -♦❧✉%✐♦♥ ❞❡- -♦❧✉%/- ♦♥% /%/ ❡①❛♠✐♥/❡- ♣♦✉& ♠❡%%&❡

❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞❡- -♦❧✉%/- ✐-♦❧/- ❞❛♥- ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α✱

• ❧❡- ♣❛✐&❡- ❧❛❝✉♥❡✲-♦❧✉%/ ❡% -♦❧✉%/✲-♦❧✉%/ ♦♥% ❡♥-✉✐%❡ /%/ ❛♥❛❧②-/❡- ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♣&❡♥❞&❡ ❧❡- ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥- 2✉✐ -♦♥% C ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲

-♦❧✉%/-✱

• ❧❡- ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥- ❡% ❧❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❞❡- ❛♠❛- ❝♦♠♣♦-/- ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉&-

❧❛❝✉♥❡- ❡% -♦❧✉%/- ♦♥% ✜♥❛❧❡♠❡♥% /%/ /%✉❞✐/❡-✳
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❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥- ✈✐-✐❜❧❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ◆ ❡% ❖✳
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❞✉ -♦❧✉%/ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✷✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉- -%❛❜❧❡ /♥❡&❣/%✐2✉❡♠❡♥% ❡-% ❝❡❧❧❡

✶

❡! nn ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞/❝❡♥%&/❡✮✳ ▲❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❝♦&&❡-♣♦♥❞❛♥%❡- -♦♥%

✻✹



■■■✳✶✳ #$♦♣$✐()(* ❞❡ ♠✐*❡ ❡♥ *♦❧✉)✐♦♥ ❞❡* *♦❧✉)(* ✐♥)❡$*)✐)✐❡❧*

1 2 3 4 5
Distance (nn)

-0,5

0

0,5

1

1,5

É
ne

rg
ie

 d
e 

lia
is

on
 (

eV
)

5
e
nn

5
e
nn F

V-C
V-N
V-O

❋✐❣✉$❡ ■■■✳✺ ✕ ➱♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥ ✭❡❱✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐$❡ V X ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*)❛♥❝❡ nn
❡♥)$❡ X ❡) V ♣♦✉$ X ❂ ❈ ✭❝❛$$(* $♦✉❣❡*✮✱ ◆ ✭)$✐❛♥❣❧❡* ✈❡$)*✮ ❡) ❖ ✭❧♦*❛♥❣❡* ❜❧❡✉*✮✳

❯♥❡ (♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥ ♣♦*✐)✐✈❡ *✐❣♥✐✜❡ D✉❡ ❧✬✐♥)❡$❛❝)✐♦♥ ❡*) ❛))$❛❝)✐✈❡✳ ■❧ ❡*) F ♥♦)❡$

D✉❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉$❛)✐♦♥* ♥♦♥✲(D✉✐✈❛❧❡♥)❡* ❡①✐*)❡♥) ♣♦✉$ ❧❛ ❞✐*)❛♥❝❡ ✺

❡ nn ✭❋✐❣✉$❡

■■✳✺✮✳

$❡*♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ✶✱✹✸ ❡❱✱ ✵✱✼✸ ❡❱ ❡) ✵✱✹✶ ❡❱ ♣♦✉$ ❖✱ ◆ ❡) ❈✳ ❊❧❧❡* *♦♥) ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡*
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-♣/❝✐✜❝✐%/ ❞❡ ❧❛ ♣♦-✐%✐♦♥ ✹

❡ nn✱ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❞✐-%♦&-✐♦♥ ❛ /❣❛❧❡♠❡♥% /%/ ❝❛❧❝✉❧/❡ ♣♦✉&

❧❡- %&♦✐- ♣❛✐&❡- ❞❛♥- ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ♦Q ❧❡- -♦❧✉%/- -♦♥% ❛--❡③ /❧♦✐❣♥/- ❞❡ %❡❧❧❡ -♦&%❡

2✉❡ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ X2 -♦✐% ♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ✻
❡ nn✳ ■❧

-✬❛✈@&❡ 2✉❡ ❧❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❞✐-%♦&-✐♦♥ -♦♥% -❡♠❜❧❛❜❧❡- ❡♥%&❡ ❧❡- ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥- ✹

❡

❡%

✻

❡ nn✳ ▲❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉- ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ❡-% ♦❜-❡&✈/❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❞✐✛/&❡♥❝❡ ❞✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ✵✱✵✼ ❡❱✳ ▲❛ ❞/❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✉ &/-❡❛✉ ❞❡ ❢❡& ♥✬❡①♣❧✐2✉❡ ❞♦♥❝ ♣❛-

❧✬❛%%&❛❝%✐♦♥ ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ ❖2 ❞❛♥- ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ✹
❡ nn✳ ❈✬❡-% ♣♦✉&2✉♦✐ ❧❡-

♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥- ❧♦❝❛❧❡- ❞❡- ♣&♦♣&✐/%/- ❞❡- ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥- X✲❋❡ ❡% X✲X ♦♥% /%/ /%✉❞✐/❡-✳

❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✹ ✕ ❱♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦X ✭➴

3
✮ ❡% ♠♦♠❡♥% ♠❛❣♥/%✐2✉❡ ✭µB✮ ❞❡- ❛%♦♠❡- ❞❡

❢❡& ✶

❡! nn ❞❡- -♦❧✉%/- ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ X2 ❡♥ ♣♦-✐%✐♦♥ ✹
❡ nn✳ H♦✉& ❝♦♠♣❛&❛✐-♦♥✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

❞❡ ❱♦&♦♥♦X ❞✬✉♥ ❛%♦♠❡ ❞❡ ❢❡& ❞✬✉♥ &/-❡❛✉ ♣❛&❢❛✐% ✈❛✉% ✶✶✱✾✸ ➴

3
❡% -♦♥ ♠♦♠❡♥%

♠❛❣♥/%✐2✉❡ ❡-% ✷✱✸✷ µB✳

❈ ◆ ❖

❱♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦X ✭➴

3
✮ ✶✵✱✾✹ ✶✵✱✾✼ ✶✶✱✷✼

▼♦♠❡♥% ♠❛❣♥/%✐2✉❡ ✭µB✮ ✶✱✼✽ ✶✱✼✶ ✷✱✶✽

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦X ❞❡- -♦❧✉%/- ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ X2 ❡♥ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ✹
❡ nn ❛✐♥-✐

2✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡- ❛%♦♠❡- ❞❡ ❢❡& ✶

❡! nn ❞❡ ❝❡- ❞❡&♥✐❡&- ♦♥% /%/ ❡-%✐♠/-✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡

❱♦&♦♥♦X ❞❡- -♦❧✉%/- ✈❛✉% &❡-♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✽✱✵✼✱ ✼✱✸✸ ❡% ✼✱✷✶ ➴

3
♣♦✉& ❖2✱ ◆2 ❡% ❈2✳ ▲❡

✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝%✐❢ ❞❡- ❛%♦♠❡- ❞✬♦①②❣@♥❡ ❡-% ♣❧✉- ❣&❛♥❞ 2✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡- ❛%♦♠❡- ❞✬❛③♦%❡ ❡%

❞❡ ❝❛&❜♦♥❡✳ ❈♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❡- ❛%♦♠❡- ❞❡ ❢❡& ✈♦✐-✐♥- ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ X2✱ ✐❧ ❡-% ✐♥%/&❡--❛♥%

❞❡ ❝♦♥-%❛%❡& 2✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❱♦&♦♥♦X ❞❡ ❝❡✉① ❛✉ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ ❞❡ ❖2 ❡-% ♣❧✉- ♣&♦❝❤❡

❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛%♦♠❡ ❞❡ ❢❡& ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α ♣❛&❢❛✐%❡ 2✉❡ ❝❡❧✉✐ -✐%✉/ E ❝\%/

❞❡- ♣❛✐&❡- ◆2 ❡% ❈2 ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✹✮✳ ❊♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡- ❡✛❡%- ♠❛❣♥/%♦✲✈♦❧✉♠✐2✉❡-✱

✼✵



■■■✳✸✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*3% ✐♥*❡'%*✐*✐❡❧%

❧❡% ♠♦♠❡♥*% ♠❛❣♥3*✐5✉❡% ❞❡% ❛*♦♠❡% ❞❡ ❢❡' ❛✉*♦✉' ❞❡ ❧❛ ♣❛✐'❡ ❖2 %♦♥* ♠♦✐♥% ❛**3✲

♥✉3% 5✉❡ ❝❡✉① 3❧♦✐❣♥3% ❞❡% %♦❧✉*3% ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✹✮✳ ❈❡ ♣❤3♥♦♠@♥❡ '❡❧✐❡ ❡♥ ❡✛❡* ❧❡

♠❛❣♥3*✐%♠❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*% ✈♦❧✉♠✐5✉❡% ❞✉ '3%❡❛✉ ❬✷✵✻❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ❝✬❡%* ❧✬❛*♦♠❡

❞✬♦①②❣@♥❡ 5✉✐ ❛❧*@'❡ ❧❡ ♠♦✐♥% ❧❡% ♣'♦♣'✐3*3% ❧♦❝❛❧❡% ❞❡% ❛*♦♠❡% ❞❡ ❢❡' ✈♦✐%✐♥%✳ ▲❡%

♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥% ❧♦❝❛❧❡% ❞❡% ♣'♦♣'✐3*3% ❞❡% ❛*♦♠❡% ❞❡ ❢❡' ✈♦✐%✐♥% ❞❡ ❧❛ ♣❛✐'❡ ❖2 ♣♦✉'✲

'❛✐❡♥* ❛✐♥%✐ ❝♦♥*'✐❜✉❡' N '❡♥❞'❡ ❛**'❛❝*✐✈❡ ❝❡**❡ ♣❛✐'❡ ❞❡ %♦❧✉*3%✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥✱

• ❧❡% ❛*♦♠❡% ❞❡ ❝❛'❜♦♥❡ ❡* ❞✬❛③♦*❡ %♦♥* '3♣✉❧%✐❢% ❡♥*'❡ ❡✉① ❞❛♥% ❧❛ ♠❛*'✐❝❡

❞❡ ❢❡' N ❝♦✉'*❡ ❞✐%*❛♥❝❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡'%❡✱ %✉' ✉♥❡ ♣❧✉% ❧♦♥❣✉❡ ❞✐%*❛♥❝❡✱ ❧❡✉'%

✐♥*❡'❛❝*✐♦♥% %♦♥* %♦✐❡♥* 5✉❛%✐♠❡♥* ♥✉❧❧❡% %♦✐❡♥* '3♣✉❧%✐✈❡% ❀

• ❧✬✐♥*❡'❛❝*✐♦♥ ❖✲❖ ❡%* ❛**'❛❝*✐✈❡ ❧♦'%5✉❡ ❧❡% %♦❧✉*3% %♦♥* ✸

❡

❡* ✹

❡ nn ❛✈❡❝

✉♥❡ 3♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❞✬❡♥✈✐'♦♥ ✵✱✷✵ ❡❱✳

■■■✳✸ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*3% ✐♥*❡'%*✐✲

*✐❡❧%

■■■✳✸✳✶ ❆♠❛' ❝♦♥+❡♥❛♥+ ❞❡' '♦❧✉+0' ❞✬✉♥❡ ♠2♠❡ ❡'♣4❝❡

▲❡% ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥% ❞❡% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*3% VnXm ❞❡ ❜❛%%❡% 3♥❡'❣✐❡% ♦♥* 3*3

❞3*❡'♠✐♥3❡% ♣♦✉' n ❡* m ✈❛'✐❛♥* ❞❡ ✶ N ✹ ❡* X '❡♣'3%❡♥*❛♥* ❈✱ ◆ ♦✉ ❖✳ ◗✉❡❧5✉❡%✲

✉♥% ❞❡ ❝❡% ❛♠❛% %♦♥* '❡♣'3%❡♥*3% ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉'❡ ■■■✳✽✳ ▲❡ %❝❤3♠❛ ❞❡% ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥%

❡%* %✐♠✐❧❛✐'❡ N ❝❡❧✉✐ ♦❜%❡'✈3 ❞❛♥% ❧❛ ♣❛✐'❡ V X ✿ ❧❡% %♦❧✉*3% ♦❝❝✉♣❡♥* ♣❛'*✐❡❧❧❡♠❡♥*

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐❜'❡ ❞❡% ❧❛❝✉♥❡% ❛✜♥ ❞❡ '❡❧❛①❡' ❧❡% ♣'❡%%✐♦♥% ❧♦❝❛❧❡% *♦✉* ❡♥ ❣❛'❞❛♥* ❛✉

♠❛①✐♠✉♠ ❧❡% ✐♥*❡'❛❝*✐♦♥% ❛✈❡❝ ❧❡% ❛*♦♠❡% ❞❡ ❢❡' ✈♦✐%✐♥%✳

▲✬3*✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛% V X2 ❡%* ❛♣♣'♦❢♦♥❞✐❡✱ ❝❛' ✐❧ ❡%* '❡♣'3%❡♥*❛*✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥*

❞❡% ♣❧✉% ❣'❛♥❞% ❛♠❛%✳ ▲✬❛♠❛% V ❈2 ✭❋✐❣✉'❡ ■■■✳✽ ✭❛✮✮ ❞✐✛@'❡ ❞❡ V◆2 ❡* V❖2 ✭❋✐❣✉'❡

■■■✳✽ ✭❜✮✮✳ ▲❡ ❢♦'* ❝❛'❛❝*@'❡ ❝♦✈❛❧❡♥* ❞✉ ❝❛'❜♦♥❡ ✐♥❞✉✐* ❧❛ ❢♦'♠❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐♠@'❡ ❈ 2

❛✉*♦✉' ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡'%❡✱ ❧❡% ❞❡✉① ❛*♦♠❡% ❞✬♦①②❣@♥❡ ♦✉ ❞✬❛③♦*❡ ♣'3❢@'❡♥* Y*'❡

✹

❡ nn ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉*'❡ *♦✉* ❡♥ ♦❝❝✉♣❛♥* ❧❡% %✐*❡% ✶

!❡ nn ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉%*'❡' ❝❡%

❞✐✛3'❡♥❝❡% %♦♥* *'❛❝3❡% ❧❡% ❝❛'*❡% ❞❡ ❞❡♥%✐*3 ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥* ❛✉① ❛♠❛% V ❈2

❡* V❖2 ❞❛♥% ❧❛ ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉% %*❛❜❧❡ ✭❋✐❣✉'❡% ■■■✳✽ ✭❛✮ ❡* ✭❜✮ '❡%♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✮

❞❛♥% ❧❡ ♣❧❛♥ ✭✵✶✵✮ ✭❋✐❣✉'❡ ■■■✳✾✮✳ ▲❡ '3%✉❧*❛* ♠❛'5✉❛♥* ❡%* ❧❛ ♣'3%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦'*❡

❛❝❝✉♠✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❡♥*'❡ ❧❡% ❞❡✉① ❛*♦♠❡% ❞❡ ❝❛'❜♦♥❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛% V ❈2 ❞❛♥% ❧✬3*❛*

❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧ ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥* N ✉♥❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥*❡ ✭❋✐❣✉'❡ ■■■✳✾ ✭❛✮✮✳ ❈❡**❡ ❧✐❛✐%♦♥

❝♦✈❛❧❡♥*❡ ❛ 3*3 ♣❛'*✐❝✉❧✐@'❡♠❡♥* ❝❛'❛❝*3'✐%3❡ ❞❛♥% ❞❡% 3*✉❞❡% ❉❋❚ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✼❪✱ ❝❛'

❡❧❧❡ ❡%* ❞✐✣❝✐❧❡ N '❡♣'♦❞✉✐'❡ ❞❛♥% ❧❡% ♣♦*❡♥*✐❡❧% ❡♠♣✐'✐5✉❡% ❞❡ *②♣❡ ❊❆▼ ✭❊♠❜❡❞❞❡❞
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▲❛ ✜❣✉&❡ ■■■✳✶✶ &❡♣&/-❡♥%❡ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❝♦&&❡-♣♦♥❞❛♥% ❛✉① &/❛❝%✐♦♥- ❞✬❛❥♦✉%-

❞✬✉♥ -♦❧✉%/ ❞✉ %②♣❡ VnXm−1 + X → VnXm ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ -♦❧✉%/-

❝♦♥%❡♥✉- ❞❛♥- ❧✬❛♠❛-✳ ➚ ❧✬❡①❝❡♣%✐♦♥ ❞❡- ❛♠❛- V ❈4✱ V◆3 ❡% V◆4✱ ❧❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡

❧✐❛✐-♦♥ -♦♥% ♣♦-✐%✐✈❡- ❡% -②-%/♠❛%✐2✉❡♠❡♥% -✉♣/&✐❡✉&❡- ❛✉① /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❞❡-

&/❛❝%✐♦♥- Xm−1 +X → Xm ❝♦&&❡-♣♦♥❞❛♥% ❛✉ ❝❛- -❛♥- ❧❛❝✉♥❡✳ W❛& ❝♦♥-/2✉❡♥%✱ ❧❛

❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡- ❛♠❛- ♣❛& ❛❥♦✉% ❞✬✉♥ -♦❧✉%/ ❡-% /♥❡&❣/%✐2✉❡♠❡♥% ❛✈❛♥%❛❣❡✉-❡✳ ❉❡

♣❧✉-✱ ❧❡- ❧❛❝✉♥❡- ❢❛✈♦&✐-❡♥% ❧❛ ❝&/❛%✐♦♥ ❞✬❛♠❛- ❞❡ -♦❧✉%/-✳
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(b) Azote(a) Carbone (c) Oxygène

❋✐❣✉$❡ ■■■✳✶✶ ✕ ➱♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ✭❡❱✮ ❞❡- &/❛❝%✐♦♥- ❞✬❛❥♦✉% ❞✬✉♥ ❛%♦♠❡ ❞❡ -♦❧✉%/

✭&/❛❝%✐♦♥ ❞❡ %②♣❡ VnXm−1 + X → VnXm✮ ♣♦✉& X ❂ ❈✱ ◆ ❡% ❖ ❡% ♣♦✉& n ❡% m
❛❧❧❛♥% ❥✉-2✉✬Q ✹✳ ▲❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ♣♦-✐%✐✈❡- ✐♥❞✐2✉❡♥% 2✉❡ ❧❡- &/❛❝%✐♦♥- -♦♥%

❡①♦%❤❡&♠✐2✉❡-✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ■■■✳✶✶ ♣❡&♠❡% ❛✉--✐ ❞❡ ♠❡%%&❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✉① &/❣✐♠❡- ❞✐-%✐♥❝%- ✿ ✉♥

&/❣✐♠❡ ❞✐% ✓ -❛%✉&/ ✔ ♦^ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉- ❞❡ -♦❧✉%/- 2✉❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡-✱ ❡% ✉♥ ❞✐% ✓ -♦✉-✲-❛%✉&/ ✔

♦^ ❧❡- ❧❛❝✉♥❡- -♦♥% ❡♥ ❡①❝J-✳ ❉❛♥- ❧❡ &/❣✐♠❡ ✓ -❛%✉&/ ✔✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐❜&❡ ❞✐-♣♦♥✐❜❧❡

❡-% ❧❡ ❢❛❝%❡✉& ❧✐♠✐%❛♥%✳ ❈✬❡-% ♣♦✉&2✉♦✐ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❞/❝&♦_% &❛♣✐❞❡♠❡♥% 2✉❛♥❞

❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ -♦❧✉%/- ❝♦♥%❡♥✉- ❞❛♥- ❧✬❛♠❛- m ❛✉❣♠❡♥%❡✳ ❈✬❡-% ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛-

❞❡- ❛♠❛- V X3✱ V X4 ✭X ❂ ❈✱ ◆✱ ❖✮✱ V2◆4 ❡% V2❖4✳ ❉❛♥- ❧❡ &/❣✐♠❡ ✓ -♦✉-✲-❛%✉&/ ✔✱

✼✹



■■■✳✸✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*3% ✐♥*❡'%*✐*✐❡❧%

❞❡✉① ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥*% ❞✐%*✐♥❝*% ♣❡✉✈❡♥* 6*'❡ ♦❜%❡'✈3% %❡❧♦♥ ❧❡ *②♣❡ ❞❡ %♦❧✉*3% ❈✱ ◆

♦✉ ❖✳ ▲❡% 3♥❡'❣✐❡% ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥* ❛✉① '3❛❝*✐♦♥% Vn❈m−1 + C → VnCm

♣'3%❡♥*❡♥* ❞✬✐♠♣♦'*❛♥*❡% ♦%❝✐❧❧❛*✐♦♥%✳ ❊❧❧❡% ❛✉❣♠❡♥*❡♥* ❢♦'*❡♠❡♥* B✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜'❡

❞✬❛*♦♠❡% ❞❡ ❝❛'❜♦♥❡ ❞❛♥% ❧✬❛♠❛% m ❡%* ♣❛✐'✳ ❈✬❡%* ❡♥ ❡✛❡* ❧❛ ❝♦♥%3B✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦'✲

♠❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐♠D'❡ ❞❡ ❝❛'❜♦♥❡ *'D% %*❛❜❧❡ ✭❋✐❣✉'❡ ■■■✳✽✮✳ ❊♥ ♦✉*'❡✱ ❧✬3♥❡'❣✐❡ ❞✬❛❥♦✉*

❞✬✉♥ ❛*♦♠❡ ❞✬❛③♦*❡ K ❧✬❛♠❛% Vn◆m ❡%* '❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❝♦♥%*❛♥*❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡

❞✬❛*♦♠❡% ❞✬❛③♦*❡✱ ❡* ❡%* ❞✬❛✐❧❧❡✉'% 3B✉✐✈❛❧❡♥*❡ K ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ Eb(VN) ❂ ✵✱✼✸ ❡❱✳ ❊♥

❡✛❡*✱ B✉❛♥❞ ✉♥ ❛*♦♠❡ ❞✬❛③♦*❡ ❡%* ❛❥♦✉*3 K ✉♥ ❛♠❛%✱ ❧✬3♥❡'❣✐❡ ❞✬❛❥♦✉* ❡%* ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡✲

♠❡♥* ❞✉❡ K ❧❛ ❝'3❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥*❡'❛❝*✐♦♥ V ✲◆✳ ❚♦✉% ❧❡% ❛*♦♠❡% ❞✬❛③♦*❡ %♦♥* ❛✉ ♠♦✐♥%

✹

❡ nn ❧❡% ✉♥% ❞❡% ❛✉*'❡% ❀ ❧✬✐♥*❡'❛❝*✐♦♥ ◆✲◆ ❞❛♥% ❧❡% ❛♠❛% ❡%* ❞❡ ❝❡ ❢❛✐* ♥3❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

S♦✉' ❧❡% ❛♠❛% Vn❖m✱ ♥♦♥ %❡✉❧❡♠❡♥* ❧❛ ♣❛✐'❡ V❖ ❛ ✉♥❡ 3♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ✐♠♣♦'*❛♥*❡✱

♠❛✐% ❧❡% ❛*♦♠❡% ❞✬♦①②❣D♥❡ ✐♥*❡'❛❣✐%%❡♥* ❡♥*'❡ ❡✉① ❧♦'%B✉✬✐❧% %♦♥* ✸

❡

❡* ✹

❡ nn ❧✬✉♥ ❞❡

❧✬❛✉*'❡✳ ❈✬❡%* ♣♦✉'B✉♦✐ ❧✬3♥❡'❣✐❡ ❞✬❛❥♦✉* ❞❡% ❛♠❛% ❡%* %②%*3♠❛*✐B✉❡♠❡♥* %✉♣3'✐❡✉'❡

❞❡ ✶ ❡❱ K ❝❡❧❧❡ ❞❡% ❛♠❛% Vn◆m ❡* Vn❈m ✭❋✐❣✉'❡ ■■■✳✶✶✮✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥✱

• ❧❡% ❧❛❝✉♥❡% ❢❛✈♦'✐%❡♥* ❧✬❛❣❣❧♦♠3'❛*✐♦♥ ❞❡% %♦❧✉*3% ❞❛♥% ❧❡ ❢❡' α ❀

• ❧❡% ❛♠❛% VnXm✱ ❛✈❡❝ n ❡* m ✈❛'✐❛♥* ❞❡ ✶ K ✹ ❡* X 3*❛♥* ❈✱ ◆ ♦✉ ❖✱ %♦♥*

3♥❡'❣3*✐B✉❡♠❡♥* %*❛❜❧❡%✱ ❡①❝❡♣*3% ❧❡% ❛♠❛% V ❈4✱ V◆3 ❡* V◆4 ❀

• ❧❡% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣D♥❡ %♦♥* ♣❧✉% %*❛❜❧❡% B✉❡ ❝❡✉① ❝♦♠♣♦%3% ❞✬❛*♦♠❡%

❞❡ ❝❛'❜♦♥❡ ♦✉ ❞✬❛③♦*❡ ❀

• ❧❡ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥* ❞❡% ❛♠❛% ❞3♣❡♥❞ ❞✉ *②♣❡ ❞✬✐♥*❡'❛❝*✐♦♥ ❡♥*'❡ ❧❡ %♦❧✉*3

❡* ❧❡% ❛*♦♠❡% ❞❡ ❢❡' ✭✐♦♥✐B✉❡ ♦✉ ❝♦✈❛❧❡♥*✮✳

■■■✳✸✳✷ ❆♠❛' ❝♦♥+❡♥❛♥+ ❞❡' '♦❧✉+0' ❞❡ ❞✐✛03❡♥+❡' ❡'♣5❝❡'

▲❡% *'♦✐% %♦❧✉*3% ❈✱ ◆ ❡* ❖ %♦♥* *♦✉❥♦✉'% ♣'3%❡♥*% ❞❛♥% ❧❡% ❛❝✐❡'%✳ ❈❡% %♦❧✉*3%

♣❡✉✈❡♥* ❞♦♥❝ ♣♦*❡♥*✐❡❧❧❡♠❡♥* ✐♥*❡'❛❣✐' ❡♥*'❡ ❡✉① ❡* ❢♦'♠❡' ❞❡% ❛♠❛% ❞3♥♦♠♠3%

❤3*3'♦❣D♥❡% ❡♥ ♣'3%❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡%✳ ▲❡% ✐♥*❡'❛❝*✐♦♥% ❡♥*'❡ ❞❡✉① %♦❧✉*3% ❞❡

❞✐✛3'❡♥*❡% ❡%♣D❝❡% ❞❛♥% ❧❛ ♠❛*'✐❝❡ ❞❡ ❢❡' %♦♥* *♦✉* ❞✬❛❜♦'❞ ❞3❝'✐*❡%✳ ▲✬3♥❡'❣✐❡ ❞❡

❧✐❛✐%♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐'❡ XZ ✭X ❡* Z ❂ ❈✱ ◆ ♦' ❖✮ ❛ 3*3 ❝❛❧❝✉❧3❡ ❞❛♥% ❞✐✛3'❡♥*❡% ❝♦♥✜✲

❣✉'❛*✐♦♥% ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✺✮✳ ◗✉❛*'❡ ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥% %❡✉❧❡♠❡♥* ♦♥* 3*3 '❡*❡♥✉❡% ♣♦✉'

❧✬3*✉❞❡ ❞❡ ❝❡% ❛♠❛% ✿ ✸

❡

✱ ✹

❡

✱ ✺

❡

❡* ✼

❡ nn B✉✐ ❝♦''❡%♣♦♥❞❡♥* ❛✉① ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥% ❞❛♥%

❧❡%B✉❡❧❧❡% ❛✉ ♠♦✐♥% ✉♥❡ 3♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐'❡ X2 ❡%* ♣♦%✐*✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ▲❛

♣❛✐'❡ ❈◆ ❡%* *♦✉❥♦✉'% '3♣✉❧%✐✈❡ ♦✉ ✐♥❡①✐%*❛♥*❡ B✉❡❧❧❡ B✉❡ %♦✐* ❧❛ ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥ ❝♦♥%✐✲

❞3'3❡✱ '3%✉❧*❛* ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡% ✈❛❧❡✉'% ❉❋❚ ❞❡ ❨♦✉ ❡! ❛❧✳ ❬✷✵✼❪✳ ▲❡% ♣❛✐'❡% ❈❖

❡* ◆❖ ♣❡✉✈❡♥* 6*'❡ ❛✉ ❝♦♥*'❛✐'❡ ❛**'❛❝*✐✈❡%✱ ♠6♠❡ %✐ ❧❡✉'% 3♥❡'❣✐❡% ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ %♦♥*

❢❛✐❜❧❡% ✭❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ ✵✱✶✵ ❡❱✮✳ ❉❡% ❛♠❛% ❤3*3'♦❣D♥❡% ♣♦✉''❛✐❡♥* ❞♦♥❝ 6*'❡ ♣'3%❡♥*%

✼✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡- ♣&♦♣&✐/%/- /♥❡&❣/%✐2✉❡- ❞❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲-♦❧✉%/-

✐♥%❡&-%✐%✐❡❧- ✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥- ❧❡ ❢❡& α

-❡✉❧❡♠❡♥% = %&>- ❜❛--❡- %❡♠♣/&❛%✉&❡-✳

❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✺ ✕ ➱♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ✭❡❱✮ ❞❡- ♣❛✐&❡- XZ ❝♦♠♣♦-/❡- ❞❡ ❞❡✉① -♦❧✉%/-

❞✬❡-♣>❝❡- ❞✐✛/&❡♥%❡- ❞❛♥- ♣❧✉-✐❡✉&- ♣♦-✐%✐♦♥- nn ✭❋✐❣✉&❡ ■■✳✺✮✳

❈◆ ❈❖ ◆❖

✸

❡ nn ✲✵✱✷✸ ✲✵✱✶✺ ✲✵✱✶✹

✹

❡ nn ✵✱✵✶ ✵✱✵✺ ✵✱✶✷

✺

❡ nn ✲✵✱✵✺ ✵✱✵✶ ✵✱✵✻

✼

❡ nn ❋ ✵✱✵✺ ✵✱✶✵ ✵✱✶✵

❈♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦&%❡ ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡- -♦❧✉%/- ❡% ❧❡- ❧❛❝✉♥❡-✱ ✐❧ ❡-% ❛♣♣❛&✉

♣❡&%✐♥❡♥% ❞✬/%✉❞✐❡& ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ -♦❧✉%/ Z ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛✐&❡ V X ❞/❥= ❡①✐-%❛♥%❡✳

Q♦✉& ❧❡- %&♦✐- ❛♠❛-✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉- ❜❛--❡ /♥❡&❣✐❡ ❡-% ❝❡❧❧❡ &❡♣&/-❡♥%/❡ ❞❛♥-

❧❛ ✜❣✉&❡ ■■■✳✽ ✭❜✮ ❞❛♥- ❧❛2✉❡❧❧❡ ❝❤❛2✉❡ -♦❧✉%/ ❛♣♣❛&%✐❡♥% = ✉♥❡ ❡-♣>❝❡ ❞✐✛/&❡♥%❡✳ ▲❛

♠U♠❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❡-% ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛& ❨♦✉ ❡$ ❛❧✳ ♣♦✉& ❧✬❛♠❛- V ❈◆ ❧❡ ♣❧✉- -%❛❜❧❡ ❬✷✵✼❪✳

▲❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❡- ❛♠❛- V XZ ♦♥% /%/ ❝❛❧❝✉❧/❡- ♣♦✉& ❧❡- %&♦✐- ❛♠❛-

-✉✐✈❛♥% ❧✬/2✉❛%✐♦♥ ✭■■✳✶✺✮✳ ❈❡%%❡ /♥❡&❣✐❡ &❡♣&/-❡♥%❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬/♥❡&❣✐❡ 2✉❛♥❞ ❧❡- %&♦✐-

/❧/♠❡♥%- ✐♥%❡&❛❣✐--❡♥% ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ❝❛- ♦Y ✐❧- -♦♥% ✐-♦❧/- ❧❡- ✉♥- ❞❡- ❛✉%&❡-✳ ❊❧❧❡

✈❛✉% &❡-♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✶✱✶✽✱ ✶✱✽✽ ❡% ✷✱✷✻ ❡❱ ♣♦✉& V ❈◆✱ V ❈❖ ❡% V◆❖ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✻✮✳

▲❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡- ❛♠❛- V ❈◆✱ V ❈❖ ❡% V◆❖ ❡-% ❞♦♥❝ %♦✉❥♦✉&- /♥❡&❣/%✐2✉❡♠❡♥% ❢❛✲

✈♦&❛❜❧❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ 2✉❛♥%✐%❛%✐❢✱ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛- V ❈◆

❡-% ✵✱✹✵ ❡❱ ✐♥❢/&✐❡✉&❡ = ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧/❡ ♣❛& ❨♦✉ ❡$ ❛❧✳ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❆❙❚❊Q ❞❛♥- ✉♥❡

-✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ✶✷✽ ❛%♦♠❡- ❡% ❡♥ ✉%✐❧✐-❛♥% ✉♥ ♣-❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧ ✉❧%&❛✲❞♦✉① ❞❡ %②♣❡

❱❛♥❞❡&❜✐❧% ❬✷✵✼❪✳ ◆♦- &/-✉❧%❛%- -♦♥% /❣❛❧❡♠❡♥% &❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❞✐✛/&❡♥%- ❞❡- ❧❡✉&- ❞❛♥-

❧❡- ❛✉%&❡- ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥- ❞❡ ♣❧✉- ❤❛✉%❡- /♥❡&❣✐❡- ❝♦♥-✐❞/&/❡-✳ ■❧ ❡♥ ❡-% ❞❡ ♠U♠❡ 2✉❡

♣♦✉& ❧❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❡- ❛♠❛- V ❈2 ❡% V◆2✳ ▲✬/❝❛&% ❛✈❡❝ ❧❡- /♥❡&❣✐❡- ❞❡

❧✐❛✐-♦♥ 2✉❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❝❛❧❝✉❧/❡- &/-✐❞❡ ❞♦♥❝ ♣♦%❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❞❛♥- ❧❡- ✐♠♣❧/♠❡♥%❛✲

%✐♦♥- ❞✉ ❝♦❞❡ ❉❋❚ ✉%✐❧✐-/❡-✳ ◆/❛♥♠♦✐♥-✱ ❧✬❛♠❛- ❤/%/&♦❣>♥❡ V ❈◆ ❡-% ❞❛♥- ❧❡- ❞❡✉①

❝❛- /♥❡&❣/%✐2✉❡♠❡♥% ♠♦✐♥- -%❛❜❧❡ 2✉❡ V◆2✳ ▲❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛/&❡♥❝❡ ❡-% ❧✬/❝❛&% &❡❧❛%✐❢

❞✬/♥❡&❣✐❡ ❡♥%&❡ ❧❡- %&♦✐- ❛♠❛- ✿ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥%&❡ ❧❡- ❛♠❛- V ❈2 ❡% V ❈◆✱ ✐❧ ❡-% ♥✉❧

-❡❧♦♥ ♥♦- ❞♦♥♥/❡-✱ ❛❧♦&- 2✉✬✐❧ ✈❛✉% ✵✱✹✵ ❡❱ -❡❧♦♥ ❨♦✉ ❡$ ❛❧✳✳ Q❛& ❝♦♥-/2✉❡♥%✱ ❧❛ ❞✐-✲

%&✐❜✉%✐♦♥ ❞✬❛♠❛- = ❧✬/2✉✐❧✐❜&❡ ♣♦✉&&❛✐% U%&❡ ✐♠♣❛❝%/❡ ❡% ❛✐♥-✐ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✵✽❪✳

▲❛ %❡♥❞❛♥❝❡ = ❢♦&♠❡& ❞❡- ❛♠❛- V XZ ❡-% ❝♦♠♣❛&/❡ = ❝❡❧❧❡ ❞❡- ❛♠❛- ❤♦♠♦❣>♥❡-

❡♥ %❡&♠❡- ❞✬/♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ %♦%❛❧❡ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✻✮✳ ▲✬❛♠❛- V❖2 ♣♦-->❞❡ ❧✬/♥❡&❣✐❡

✼✻



■■■✳✸✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲%♦❧✉*3% ✐♥*❡'%*✐*✐❡❧%

❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✻ ✕ ➱♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ *♦*❛❧❡ ✭❡❱✮ ❞❡% ❛♠❛% V X2 ❡* V XZ✳

V ❈2 V◆2 V❖2 V ❈◆ V ❈❖ V◆❖

Ebt(V XY ) ✶✳✶✽ ✶✳✺✻ ✷✳✾✼ ✶✳✶✽ ✶✳✽✽ ✷✳✷✻

❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ *♦*❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉% 3❧❡✈3❡✳ G❛' ❛✐❧❧❡✉'%✱ ❧❡% ❛♠❛% V ❈❖✱ V◆❖ %♦♥* ♣❧✉% %*❛❜❧❡%

I✉❡ V ❈2 ❡* V◆2✱ ❝❛' ❧❛ ❢♦'*❡ ❛**'❛❝*✐♦♥ V ✲❖ ♣❡'♠❡* ❞❡ ❧❡% %*❛❜✐❧✐%❡' ❡♥❝♦'❡ ♣❧✉%✳

❉❡ ♣❧✉%✱ K ❧❛ ❞✐✛3'❡♥❝❡ ❞❡% ❛♠❛% V X2✱ ❧❡% 3♥❡'❣✐❡% ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❞❡% ❛♠❛% V XZ %♦♥*

❛❞❞✐*✐✈❡%✱ ✐✳❡✳ ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡% ✐♥*❡'❛❝*✐♦♥% ❞❡ ♣❛✐'❡% ❞♦♥* ❧✬❛♠❛% ❡%* ❝♦♥%*✐*✉3 ✭

∑

✮

✈❛✉* ❧✬3♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ *♦*❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛% ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❝❡❧❛ ♥❡ %✐❣♥✐✜❡

♣❛% I✉❡ ❧❡% ❛♠❛% ♣❧✉% ❣'♦% ❞❡ *②♣❡ VlXnZm ♣'3%❡♥*❡♥* ❧❡% ♠P♠❡% ❝❛'❛❝*3'✐%*✐I✉❡%✳

❚❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✼ ✕ ➱♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ *♦*❛❧❡ ✭❡❱✮ ❞❡% ❛♠❛% V X2 ❡* V XZ ❝♦♠♣❛✲

'3❡ K ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡% ✐♥*❡'❛❝*✐♦♥% '❡%♣❡❝*✐✈❡% I✉✐ ❛♣♣❛'❛✐%%❡♥* ❞❛♥% ❧✬❛♠❛% *❡❧❧❡ I✉❡

∑

= Eb(V X) + Eb(V Z) + Eb(XZ)✳

❳ ❩ Eb(V X) ✭❡❱✮ Eb(V Z) ✭❡❱✮ Eb(XZ) ✭❡❱✮

∑

✭❡❱✮ Eb(V XZ) ✭❡❱✮

❈ ❈ ✵✳✹✶ ✵✳✹✶ ✲✵✳✽✶ ✵✳✵✶ ✶✳✶✽

◆ ◆ ✵✳✼✸ ✵✳✼✸ ✲✵✳✵✹ ✶✳✹✷ ✶✳✺✻

❖ ❖ ✶✳✹✸ ✶✳✹✸ ✵✳✷✻ ✸✳✶✷ ✷✳✾✼

❈ ◆ ✵✳✹✶ ✵✳✼✸ ✵✳✵✶ ✶✳✶✺ ✶✳✶✽

❈ ❖ ✵✳✹✶ ✶✳✹✸ ✵✳✵✺ ✶✳✽✾ ✶✳✽✽

◆ ❖ ✵✳✼✸ ✶✳✹✸ ✵✳✶✷ ✷✳✷✽ ✷✳✷✻

❈♦♠♠❡ ♣♦✉' ❧❡% ❛♠❛% ❤♦♠♦❣V♥❡%✱ ❧❛ ♣♦%%✐❜✐❧✐*3 ❞❡ ❝'3❡' ❞❡% ♠♦❧3❝✉❧❡% ❈❖ ❡*

◆❖✱ ♦✉ ✉♥ ❞✐♠V'❡ ❈◆ ❛ 3*3 ✈3'✐✜3❡ ❡♥ ♣'3%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡ %✐① ❧❛❝✉♥❡%✳ ▲❡% ❝♦♥❝❧✉✲

%✐♦♥% %♦♥* ✐❞❡♥*✐I✉❡% K ❝❡❧❧❡% ♣'3❝3❞❡♥*❡% ✿ ❞❡% ♠♦❧3❝✉❧❡%✴❞✐♠V'❡% ♣❡✉✈❡♥* P*'❡ ♠3✲

*❛%*❛❜❧❡% ✭❈❖ ❞❛♥% V ❡* V6✱ ◆❖ ❞❛♥% V6 ❡* ❈◆ ❞❛♥% V ✮✱ ♠❛✐% %♦♥* 3♥❡'❣3*✐I✉❡♠❡♥*

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥% %*❛❜❧❡% I✉❡ ❧❡% ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥% ❞✐%%♦❝✐3❡% ✭∆E ❂ ✵✱✻✷ ❡❱ ❡* ✵✱✽✾ ❡❱

♣♦✉' ❈❖ ❞❛♥% V ❡* V6✱ ∆E ❂ ✷✱✺✹ ❡❱ ♣♦✉' ◆❖ ❞❛♥% V6 ❡* ✵✱✷✶ ❡❱ ♣♦✉' ❈◆ ❞❛♥% V ✮✳

✼✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡- ♣&♦♣&✐/%/- /♥❡&❣/%✐2✉❡- ❞❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲-♦❧✉%/-

✐♥%❡&-%✐%✐❡❧- ✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥- ❧❡ ❢❡& α

❊♥ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥✱

• ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✬❛♠❛- ❤/%/&♦❣?♥❡- XZ ❡-% %&?- ♣❡✉ ❢❛✈♦&❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡

✈✉❡ /♥❡&❣/%✐2✉❡✳

• ❞❡- ❛♠❛- ❤/%/&♦❣?♥❡- V XZ ♣❡✉✈❡♥% ♥/❛♥♠♦✐♥- B%&❡ /♥❡&❣/%✐2✉❡♠❡♥%

-%❛❜❧❡-✱ ✈♦✐&❡ ♣❧✉- -%❛❜❧❡- 2✉❡ ❞❡- ❛♠❛- ❤♦♠♦❣?♥❡-✳
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❞❡) )♦❧✉-4)✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡) ❝♦♥✜❣✉1❛-✐♦♥) ❞❡) ❛♠❛) ❞✐✛I1❡♥- )❡❧♦♥ ❧❡) ❝❛1❛❝-41✐)-✐9✉❡)

4❧❡❝-1♦♥✐9✉❡) ❞❡) )♦❧✉-4)✳ ▲❛ ❢♦1♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠I1❡) ❞❡ ❝❛1❜♦♥❡ ❡)- 4♥❡1❣4-✐9✉❡♠❡♥-
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❝♦♥)-❛♥-❡ ❡- ✈❛✉- ❧✬4♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐)♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐1❡ V◆✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥-✱ ❣1R❝❡ @ ❧❛ ❢♦1-❡

❛--1❛❝-✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲♦①②❣I♥❡ ❧❡) 4♥❡1❣✐❡) ❞❡ ❧✐❛✐)♦♥ ❞❡) ❛♠❛) Vn❖m )♦♥- ❡♥✈✐1♦♥ ✶ ❡❱

♣❧✉) 4❧❡✈4❡) 9✉❡ ❝❡❧❧❡) ❝♦11❡)♣♦♥❞❛♥-❡) @ ❈ ♦✉ ◆✳

❉❡) ♣❡-✐-) ❛♠❛) ❤4-41♦❣I♥❡) V XY ❝♦♥-❡♥❛♥- ❞❡) )♦❧✉-4) ❞❡ ❞✐✛41❡♥-❡) ❡)♣I❝❡)

♦♥- 4-4 4-✉❞✐4)✳ ▲❡) ❛♠❛) V❖❈ ❡- V❖◆ ♦♥- ✉♥❡ 4♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐)♦♥ -♦-❛❧❡ ♣❧✉) 4❧❡✈4❡

9✉❡ V ❈2 ❡- V◆2✳ ▲✬❛♠❛) V❖2 1❡)-❡ ♥4❛♥♠♦✐♥) ❧❡ ♣❧✉) )-❛❜❧❡ ❞❡ -♦✉) ❧❡) ❛♠❛)

❤4-41♦❣I♥❡) ♦✉ ❤♦♠♦❣I♥❡)✳ ■❧ ❡)- ✐♠♣♦1-❛♥- ❞❡ ♠❡♥-✐♦♥♥❡1 9✉❡ ❧❛ ♣14❞♦♠✐♥❛♥❝❡

❞✬✉♥ ❛♠❛) ❤4-41♦❣I♥❡ ♦✉ ❤♦♠♦❣I♥❡ ❞❛♥) ✉♥❡ )♦❧✉-✐♦♥ )♦❧✐❞❡ ❞4♣❡♥❞ ❛✉))✐ ❞❡ ❧❛

❝♦♥❝❡♥-1❛-✐♦♥ 1❡)♣❡❝-✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) )♦❧✉-4) ❡- ❞❡ ❧❛ -❡♠♣41❛-✉1❡✳
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❞❡- ♣❡%✐%- ❛♠❛- ♣❡&♠❡% ❞❡ ♠❡%%&❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡- ♣♦✐♥%- ✐♠♣♦&%❛♥%- 2✉✐ &/❣✐--❡♥%
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)❛❜❧❡❛✉ ♣50✐♦❞✐B✉❡ ❞❡ ▼❡♥❞❡❧❡d✈✳ ❈❡))❡ )❡♥❞❛♥❝❡ ❡4) ❛♥❛❧♦❣✉❡ P ❧❛ ✈❛0✐❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♥❛)✉0❡ ❞❡ ❧✬✐♥)❡0❛❝)✐♦♥ X✲❋❡ ✭❝♦✈❛❧❡♥❝❡✴✐♦♥✐❝✐)5✮ ❞5❝0✐)❡ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❤❛♣✐)0❡ ■■■✳ ❊♥ ❡✛❡)✱

❧❡ ❝❛0❜♦♥❡ ❢♦0♠❡ ❞❡ ❢♦0)❡4 ❧✐❛✐4♦♥4 ❝♦✈❛❧❡♥)❡4 )014 ❞✐0❡❝)✐♦♥♥❡❧❧❡4 ❛✈❡❝ ❧❡4 ❛)♦♠❡4 ❞❡

❢❡0 ✈♦✐4✐♥4✳ ▲❡ ♣❛②4❛❣❡ 5♥❡0❣5)✐B✉❡ ❛✉)♦✉0 ❞❡ ❧✬❛)♦♠❡ ❞❡ ❝❛0❜♦♥❡ ♣❡✉) ❞♦♥❝ ♣054❡♥)❡0

❞❡4 ✈❛0✐❛)✐♦♥4 ♣❧✉4 ✐♠♣♦0)❛♥)❡4 B✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛✉)♦✉0 ❞❡ ❧✬❛)♦♠❡ ❞✬♦①②❣1♥❡✱ ♣♦✉0 ❧❡B✉❡❧

4♦♥ ✐♥)❡0❛❝)✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡4 ❛)♦♠❡4 ❞❡ ❢❡0 ❡4) ✐4♦)0♦♣❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡4 5♥❡0❣✐❡4 ❞❡ ♠✐❣0❛)✐♦♥ ❞❡4 4♦❧✉)54 ✐♥)❡04)✐)✐❡❧4 4♦♥) ❝♦♠♣❛05❡4 ❛✈❡❝
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❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡✳ ❊①♣2&✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥%✱ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❞✐✛✉3❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 2♥❡&✲

❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ✵✱✺✺ ❡❱ ❬✶✵✽❪ ❛❧♦&3 H✉❡ ❧❡3 ❝❛❧❝✉❧3 ❉❋❚ ❞♦♥♥❡♥% ❞❡3 ✈❛❧❡✉&3 ❞❡

❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✵✱✻✵✲✵✱✼✵ ❡❱ ❬✷✵✶✱ ✶✾✼❪✳ ◆♦3 ❝❛❧❝✉❧3 ❝♦♥❞✉✐3❡♥% Q ✉♥❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❞❡ ✵✱✻✾ ❡❱✳ ❆✐♥3✐✱ ❧✬♦①②❣T♥❡ ❡3% ♣❧✉3 ♠♦❜✐❧❡ H✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡✳ ❆ ❝♦♥$(❛(✐♦ ♣♦✉&

❧❡ ❝❛&❜♦♥❡✱ 3❛ ❜❛&&✐T&❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❡3% 3✉♣2&✐❡✉&❡ Q ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡✳ ❊♥✜♥✱

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛③♦%❡ ❡3% ❞✉ ♠W♠❡ ♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& H✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥✱

• ❧❡ ❝❛&❜♦♥❡✱ ❧✬❛③♦%❡ ❡% ❧✬♦①②❣T♥❡ ♠✐❣&❡♥% ❞❛♥3 ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α ✈✐❛ ❧❡

♠2❝❛♥✐3♠❡ ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧ ❡♥ ♣❛33❛♥% ♣❛& ❧❡ 3✐%❡ %2%&❛2❞&✐H✉❡ ❀

• ❧❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞2❝&♦✐33❡♥% ❞❡ ❈ ✈❡&3 ❖ 3✉✐✈❛♥% ❧❡✉& ♣♦3✐%✐♦♥

❞❛♥3 ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ♣2&✐♦❞✐H✉❡ ❞❡ ▼❡♥❞❡❧❡Z✈ ❡% ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛%✉&❡ ❞❡

❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ X✲❋❡ ❀

• ❧✬♦①②❣T♥❡ ❛ ✉♥❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ✭✵✱✺✻ ❡❱✮ ♣❧✉3 ❜❛33❡ H✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲

❧❛❝✉♥❡ ✭✵✱✻✾ ❡❱✮ ❛❧♦&3 H✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡3% ♣❧✉3 2❧❡✈2❡ ✭✵✱✽✺ ❡❱✮ ❡%

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛③♦%❡ ✭✵✱✻✹ ❡❱✮ ❡3% ❞✉ ♠W♠❡ ♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& H✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❧❛❝✉♥❡✳

■❱✳✷ ▼%❝❛♥✐*♠❡* ❞❡ ♠✐❣/❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐/❡ ❖2

▲❛ ♣❛✐&❡ ❖2 ❡3% ❧❛ 3❡✉❧❡ 2♥❡&❣2%✐H✉❡♠❡♥% ❛33❡③ 3%❛❜❧❡ ♣♦✉& ❡①✐3%❡& ❞❛♥3 ❧❛ ♠❛%&✐❝❡

❞❡ ❢❡& α 3❛♥3 ❧❛❝✉♥❡ ✭2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐3♦♥ ❞❡ ✵✱✷✻ ❡❱✮✳ ➱%✉❞✐❡& ❧❡3 ♠2❝❛♥✐3♠❡3 ❞❡ ♠✐✲

❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ ♣❛✐&❡ ❡3% ❞♦♥❝ 2❣❛❧❡♠❡♥% ♥2❝❡33❛✐&❡ Q ♥♦%&❡ 2%✉❞❡✳ ▲❡3 ❞❡✉① ❛%♦♠❡3

❞✬♦①②❣T♥❡ 3♦♥% ❡♥ ♣♦3✐%✐♦♥ ✹

❡ nn ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉%&❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❧❡ ♣❧✉3 3%❛❜❧❡✳ ▲❛ ♣❛✐&❡ 3❡

❞2♣❧❛❝❡ ♣❛& 3❛✉%3 3✉❝❝❡33✐❢3 ❞❡3 ❞❡✉① ❛%♦♠❡3 ❞✬♦①②❣T♥❡ ✭❋✐❣✉&❡ ■❱✳✷✮ ✿ ✉♥ ❞❡3 ❞❡✉①

❛%♦♠❡3 ❞✬♦①②❣T♥❡ ♠✐❣&❡ ❡♥ ♣♦3✐%✐♦♥ ✺

❡ nn✱ ♣✉✐3 ✼❡ nn ❋ ✭✉♥❡ ❞❡3 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥3 ❞❡

❧❛ ♣♦3✐%✐♦♥ ✼

❡ nn✮ ❞❡ ❧✬❛✉%&❡ ❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣T♥❡✳ ^✉✐3✱ ❝❡ ❞❡&♥✐❡& ❡✛❡❝%✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

3②♠2%&✐H✉❡ ♣♦✉& &❡❥♦✐♥❞&❡ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣T♥❡✳ ❉❛♥3 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ✺

❡ nn✱

❧❛ ♣❛✐&❡ ❡3% ❝♦♥3✐❞2&2❡ ❞✐33♦❝✐2❡✱ ❧✬2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐3♦♥ 2%❛♥% ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♣❧❡%

❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❝♦&&❡3♣♦♥❞ ❞♦♥❝ Q ✉♥ ♠2❝❛♥✐3♠❡ ❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ ❡% &2✲❛33♦❝✐❛%✐♦♥ ❛❧✲

%❡&♥2❡✳ ▲❛ ❜❛&&✐T&❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ ❖2 ✈❛✉% ✵✱✻✽ ❡❱✱ ❡% ❡3% 3✉♣2&✐❡✉&❡

Q ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦♥♦♠T&❡ ❞✬♦①②❣T♥❡ ✭✵✱✺✻ ❡❱✮✳ ▲✬2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡

✈❛✉% ✵✱✽✵ ❡❱✳ ❈❡3 ❞❡✉① ❞❡&♥✐T&❡3 ✈❛❧❡✉&3 ✐♥❞✐H✉❡♥% H✉❡ ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%2 H✉❡ ❧❛ ♣❛✐&❡

♠✐❣&❡ 3❛♥3 3❡ ❞✐33♦❝✐❡& ❝♦♠♣❧T%❡♠❡♥% ❡3% ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥✱ ❧❛ ♣❛✐&❡ ❖2 ♣❡✉% ♠✐❣&❡& 3❛♥3 ♣&23❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡3 ♣❛& ✉♥ ♠2❝❛✲

♥✐3♠❡ ❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ ❡% &2✲❛33♦❝✐❛%✐♦♥ ❛❧%❡&♥2✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥

✭✵✱✻✽ ❡❱✮ 3✉♣2&✐❡✉&❡ Q ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣T♥❡ ✐3♦❧2 ✭✵✱✺✻ ❡❱✮✳
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■❱✳✸✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡& ♣❛✐(❡& ❧❛❝✉♥❡✲&♦❧✉+0 ✐♥+❡(&+✐+✐❡❧

❋✐❣✉$❡ ■❱✳✷ ✕ ❈❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ ❖2 ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡ 0♥❡(❣✐❡ +(♦✉✈0✳

■❱✳✸ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡&

♣❛✐(❡& ❧❛❝✉♥❡✲&♦❧✉+0 ✐♥+❡(&+✐+✐❡❧

▲❡& ♣(♦♣(✐0+0& ❝✐♥0+✐?✉❡& ❞❡ ❧✬❛♠❛& ❧❛❝✉♥❡&✲&♦❧✉+0& ❧❡ ♣❧✉& 0❧0♠❡♥+❛✐(❡✱ B &❛✈♦✐(

❧❛ ♣❛✐(❡ V X✱ &♦♥+ ❡①❛♠✐♥0❡&✱ ♣♦✉( X ❂ ❈✱ ◆ ❡+ ❖✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡

0♥❡(❣✐❡ ✭❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ✶

 ❡ nn (❡♣(0&❡♥+0❡ ❞❛♥& ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✶✮ ❡&+ ❝❡❧❧❡ ♥♦♠♠0❡

❞0❝❡♥+(0❡ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐+(❡ ■■■✮ ✿ ❧❡ &♦❧✉+0 ❡&+ &✐+✉0 ❡♥+(❡ ✉♥ &✐+❡ ♦❝+❛0❞(✐?✉❡ ♣❛(❢❛✐+ ✶

❡ 

nn ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❡+ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✭≃ 3
8
a0❬✵✵✶❪ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✮✳ ▲❡ &♦❧✉+0 ❡+ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ &♦♥+

❞♦♥❝ +(O& ♣(♦❝❤❡& ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉+(❡✱ ❧❡& ❡♠♣P❝❤❛♥+ ❞❡ &❡ ❞0♣❧❛❝❡( &✐♠✉❧+❛♥0♠❡♥+ ✈❡(&

✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ 0?✉✐✈❛❧❡♥+❡✳ ▲❡& ❝❤❡♠✐♥& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ V X ♥0❝❡&&✐+❡♥+

❞♦♥❝ ♣❧✉&✐❡✉(& 0+❛♣❡& ❞❡ &❛✉+& &✉❝❝❡&&✐✈❡& ❞✉ &♦❧✉+0 ❡+✴♦✉ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳

▲❡& ❜❛((✐O(❡& ♦♥+ 0+0 ❝❛❧❝✉❧0❡& ♣♦✉( ❞❡& &❛✉+& ❡♥+(❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡

0♥❡(❣✐❡ ❡+ ❝❡❧❧❡& ❞❛♥& &♦♥ ♣(♦❝❤❡ ✈♦✐&✐♥❛❣❡✳ ▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡& ❜❛((✐O(❡& ❞❡& &❛✉+& ❞✉

&♦❧✉+0 ❡+ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♦♥+ ♣❡(♠✐& ❞✬✐❞❡♥+✐✜❡( ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉& ❢❛✈♦(❛❜❧❡✱

✐✳❡✳ ❞♦♥+ ❧❡& ❜❛((✐O(❡& &♦♥+ ❧❡& ♣❧✉& ❢❛✐❜❧❡&✳ ▲❡& ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥& ♠0+❛&+❛❜❧❡& ✐♥+❡(♠0✲

❞✐❛✐(❡& ❡①❛♠✐♥0❡& &♦♥+ (❡♣(0&❡♥+0❡& ❞❛♥& ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✶✳ ❊❧❧❡& &♦♥+ ❞0&✐❣♥0❡& ♣❛( ❧❛

❞✐&+❛♥❝❡ &0♣❛(❛♥+ ❧❡ &♦❧✉+0 B ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✭❋✐❣✉(❡ ■■✳✺✮✳ ▲✬0+✉❞❡ &✬❡&+ ❧✐♠✐+0❡ B ❞❡& &❛✉+&

❛❧❧❛♥+ ❥✉&?✉✬B ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ✹

❡ nn✳ ❆✉✲❞❡❧B✱ ❧❡& 0❧0♠❡♥+& ♥ ❄✐♥+❡(❛❣✐&&❡♥+ ?✉❛&✐✲

♠❡♥+ ♣❧✉& ✿ ♦♥ ❝♦♥&✐❞O(❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ ❝♦♠♣❧O+❡♠❡♥+ ❞✐&&♦❝✐0❡✳ ▲❡& ❜❛((✐O(❡& ❞❡& &❛✉+&

❡♥+(❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥& &♦♥+ 0✈❛❧✉0❡& ❞❛♥& ❧❡& &❡♥& ❛❧❧❡( ❡+ (❡+♦✉( ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✷✮✳

❈❡(+❛✐♥❡& ❞❡ ❝❡& ❜❛((✐O(❡& ♦♥+ 0+0 ❝❛❧❝✉❧0❡& ♣❛( ❞❡& ♠0+❤♦❞❡& ❉❋❚ ❬✶✶✸✱ ✶✷✼❪ ❡+

♣♦+❡♥+✐❡❧& ❡♠♣✐(✐?✉❡& ❬✶✷✾❪✳ ▲❛ ♠❛❥♦(✐+0 ❞✬❡♥+(❡ ❡❧❧❡& ❝♦♥❝♦(❞❡♥+ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡& ❞0+❡(✲

✽✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α

❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥3 3%❛❜❧❡3 ❡% ♠2%❛3%❛❜❧❡3 ♣❡&%✐♥❡♥%❡3 ♣♦✉& ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ V X ♣♦✉& X ❂ ❈✱ ◆ ❡% ❖✱ &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❛33♦❝✐2❡3 D ❧❡✉& 2♥❡&❣✐❡ ❞❡

❧✐❛✐3♦♥ &❡❧❛%✐✈❡ D ❧✬2%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✭❡❱✮✳ ▲❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡ ❧✐❛✐3♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡ 3♦❧✉%2 X ❡%

❧❛ ❧❛❝✉♥❡ V D ❧✬2%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ 3♦♥% ♣&2❝✐32❡3 ❡♥%&❡ ♣❛&❡♥%❤G3❡3✳ ▲❡3 3♣❤G&❡3 ❜❧❡✉❡3

❡% ♥♦✐&❡3 &❡♣&23❡♥%❡♥% &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡3 3♦❧✉%23 ❡% ❧❡3 ❛%♦♠❡3 ❞❡ ❢❡&✱ ❡% ❧❡3 ❝✉❜❡3

❣&✐3 ❧❡3 ❧❛❝✉♥❡3✳

∆Eb
✭❡❱✮ ❈ ◆ ❖

✶

 ❡ nn ✵✱✵✵ ✭✵✱✹✼✮ ✵✱✵✵ ✭✵✱✼✽✮ ✵✱✵✵ ✭✶✱✺✷✮

✷

❡ nn ✵✱✺✽ ✵✱✺✽ ✵✱✾✹

✸

❡ nn ✵✱✹✾ ✵✱✼✼ ✶✱✹✼

✹

❡ nn ✵✱✷✹ ✵✱✺✽ ✶✱✶✼

♠✐♥2❡3 ❞❛♥3 ♥♦3 %&❛✈❛✉① ✭❞✐✛2&❡♥❝❡ ❞❡ ✵✱✶✺ ❡❱ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ❉♦♠❛✐♥ ❡$ ❛❧✳ ♦♥%

❞2%❡&♠✐♥2 ♣♦✉& ❈ ❡% ◆ ❧❡3 ❜❛&&✐G&❡3 ❞❡3 3❛✉%3 ❞❡ 3♦❧✉%23 ✶

 ❡ nn ↔ ✶

 ❡ nn ✭❈ ✿ ✵✱✹✵

❡% ◆ ✿ ✶✱✵✵ ❡❱✮✱ ✶

 ❡ nn↔ ✷

❡ nn ✭❈ ✿ ✵✱✻✵ ✭❛❧❧❡&✮ ❡% ✵✱✶✵ ❡❱ ✭&❡%♦✉&✮✱ ◆ ✿ ✶✱✵✵ ✭❛❧❧❡&✮

❡% ✵✱✹✵ ❡❱ ✭&❡%♦✉&✮✮ ❬✶✶✸❪✳ ❙❤❛♥❣ ❡$ ❛❧✳ ♦♥% ❞2%❡&♠✐♥2 ♣♦✉& ❖ ❧❡3 ❜❛&&✐G&❡3 ❞❡3 3❛✉%3

❞✉ 3♦❧✉%2 ✶

 ❡ nn → ✷

❡ nn ✭❖ ✿ ✵✱✾✵ ❡❱ ✭❛❧❧❡&✮✮✱ ❡% ✷

❡ nn → ✸

❡ nn ✭❖ ✿ ✵✱✼✼ ❡❱✮ ❬✶✷✼❪✳

■❧ ❡3% D ♥♦%❡& X✉❡ ❧❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡ ❧✐❛✐3♦♥ ♦❜%❡♥✉❡3 ❞❛♥3 ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ 3♦♥% ❝❛❧❝✉❧2❡3

D ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥3%❛♥% ♣♦✉& Y%&❡ ❝♦❤2&❡♥% ❛✈❡❝ ❧❡3 ❝♦♥❞✐%✐♦♥3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧3 ❞❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡

♠✐❣&❛%✐♦♥✳ ❊❧❧❡3 3♦♥% ❛♥❛❧♦❣✉❡3 D ✵✱✶✵ ❡❱ ♣&G3 D ❝❡❧❧❡3 ♦❜%❡♥✉❡3 ♣❛& ❝❛❧❝✉❧3 D ♣&❡33✐♦♥

❝♦♥3%❛♥%❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ■■■✳ ▲✬❡&&❡✉& 3②3%2♠❛%✐X✉❡ 3✉& ❧❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❞✉❡ D ❧✬❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥3%❛♥% ✈❛✉% 2❣❛❧❡♠❡♥% ✵✱✶✵ ❡❱ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❝❢

♣❛&%✐❡ ■■✳✷✳✻✳✸✮✳

❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ♦\ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❡3% ❞❡ ♣❧✉3 ❜❛33❡ 2♥❡&❣✐❡ X✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛&&✐✲

✈2❡✱ ❧❡3 ❜❛&&✐G&❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡3 ❛%♦♠❡3 ❞✬❛③♦%❡ ❡% ❞✬♦①②❣G♥❡ ♣❧❛❝23 D ❝^%2 ❞✬✉♥❡

❧❛❝✉♥❡ 3♦♥% 2❣❛❧❡3 ♦✉ 3✉♣2&✐❡✉&❡3 D ❝❡❧❧❡3 ❞✉ 3♦❧✉%2 ✐3♦❧2✳ ❈✬❡3% ❧❡ ❝❛3 ♣♦✉& ❧❡3 3❛✉%3

✶

 ❡ nn → ✷

❡ nn✱ ✷❡ nn → ✸

❡ nn ❡% ✹❡ nn → ✸

❡ nn✳ _❛& ❛✐❧❧❡✉&3✱ ❧❡3 3❛✉%3 ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡

❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ 3✐%✉2 D ❝^%2 ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ✭❧❡3 3❛✉%3 ✶

 ❡ nn → ✷

❡ nn✱ ✷❡ nn ↔ ✸

❡ nn ❡%

✸

❡ nn ↔ ✹

❡ nn✮ ♦♥% ✉♥❡ ❜❛&&✐G&❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ✐♥❢2&✐❡✉&❡ ♦✉ 2❣❛❧❡ D ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡

✐3♦❧2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❝❡3 ❜❛&&✐G&❡3 ❞❡ ❜❛33❡3 2♥❡&❣✐❡3 ♥❡ ❝♦♥❞✉✐3❡♥% ♣❛3 ♥2❝❡33❛✐&❡♠❡♥%

D ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ D ❧♦♥❣✉❡ ♣♦&%2❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ V ❈✳

✽✻



■❱✳✸✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡& ♣❛✐(❡& ❧❛❝✉♥❡✲&♦❧✉+0 ✐♥+❡(&+✐+✐❡❧

▲❛ ❧❛❝✉♥❡ ♣(♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛+♦♠❡ ❞❡ &♦❧✉+0 ♣♦&&9❞❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ❜❛((✐9(❡ ❞❡ ♠✐✲

❣(❛+✐♦♥ &❡♠❜❧❛❜❧❡ ♦✉ &✉♣0(✐❡✉(❡ ; ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✐&♦❧0❡ <✉✐ ✈❛✉+ ✵✱✻✾ ❡❱✱ &❛✉❢ ❞❛♥&

❧❡ ❝❛& ❞✉ &❛✉+ ✹

❡ nn → ✶

!❡ nn <✉✐ (❛♠9♥❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✈❡(& ❧❡ &♦❧✉+0✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ♣♦✉( ❧❛

♣❛✐(❡ V ❈✱ ❧✬0♥❡(❣✐❡ ❞✉ &❛✉+ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✶

!❡ nn → ✹

❡ nn ❡&+ ✵✱✶✹ ❡❱ ♣❧✉& ❜❛&&❡ <✉❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ✐&♦❧0❡✳ ■❧ ❡&+ ; ♥♦+❡( <✉❡ ❧❡ &❛✉+ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✶

!❡ nn ↔ ✷

❡ nn

♥✬❡&+ ♣❛& ❞0❝(✐+✱ ❝❛( ✐❧ ♥✬❡&+ ♣❛& ❢❛✈♦(❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ 0♥❡(❣0+✐<✉❡ ✿ ❧❛ ❞✐&✲

+❛♥❝❡ ❡♥+(❡ ❧✬❛+♦♠❡ ❞❡ ❢❡( ♠✐❣(❛♥+ ❡+ ❧❡ &♦❧✉+0 ❞❡✈✐❡♥+ ❢❛✐❜❧❡ (❡♥❞❛♥+ ❧❛ ❜❛((✐9(❡ ❞❡

♠✐❣(❛+✐♦♥ +(9& 0❧❡✈0❡ ♣❛( (❛♣♣♦(+ ; ❧✬0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❞✐&&♦❝✐❛+✐♦♥ ❡&+✐♠0❡ ❞❛♥& ❧✬0<✉❛+✐♦♥

✭■■✳✸✸✮✳ ◆0❛♥♠♦✐♥&✱ ❉♦♠❛✐♥ ❡! ❛❧✳ ♦♥+ ♣✉ ❞0+❡(♠✐♥❡( ❧❡& ❜❛((✐9(❡& ❞❡ ❝❡& &❛✉+& ♣♦✉(

❧❡ ❝❛(❜♦♥❡ ❡+ ❧✬❛③♦+❡ ❬✶✶✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& <✉❡ ❧❡& ❝❤❡♠✐♥& ❞❡ ❞✐✛✉&✐♦♥

♥✬♦♥+ ♣❛& 0+0 ❞0+❡(♠✐♥0& ❡♥+✐9(❡♠❡♥+✳ ▲❡& ❜❛((✐9(❡& <✉✬✐❧& ♣(♦♣♦&❡♥+ ❝♦((❡&♣♦♥❞(❛✐❡♥+

♣(♦❜❛❜❧❡♠❡♥+ ; ❧✬0♥❡(❣✐❡ ❞✉ ♣♦✐♥+ ✐♥+❡(♠0❞✐❛✐(❡ ❡♥+(❡ ❧❡& ❞❡✉① ♣♦&✐+✐♦♥& ✐♥✐+✐❛❧❡ ❡+
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❇ ↔ ❈ ✵✱✽✸ ✵✱✸✶ ✵✱✾✵ ✵✱✸✶ ✵✱✽✾ ✵✱✵✶

❈ ↔ ❉ ✵✱✻✷ ✵✱✼✵ ✵✱✻✶ ✵✱✸✻ ✵✱✽✹ ✵✱✶✽

❉ ↔ ❊ ✵✱✼✺ ✵✱✾✷ ✵✱✻✹ ✵✱✻✼ ✵✱✺✷ ✵✱✻✸

❙❛✉% ❞❡ V ❛❧❧❡& &❡%♦✉& ❛❧❧❡& &❡%♦✉& ❛❧❧❡& &❡%♦✉&

❊ ↔ ❋ ✵✱✵✷ ✵✱✶✺ ✵✱✶✻ ✵✱✶✷ ✵✱✵✶ ✵✱✷✻

❉❛♥3 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡ ❞❡3 ❛♠❛3 V X2✱ ❧❡3 ❞❡✉① 3♦❧✉%23 3♦♥% %&R3

♣&♦❝❤❡3 ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✿ ❧✬❛♠❛3 V ❈2 ❡3% ❝♦♠♣♦32 ❞✬✉♥ ❞✐♠R&❡ ❈2 3✐%✉2 C ❝_%2 ❞✬✉♥❡

❧❛❝✉♥❡ ✭❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❆ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✸✮✮ ❛❧♦&3 F✉❡ ❧❡3 ❞❡✉① 3♦❧✉%23 ❞❛♥3 ❧❡3 ❛♠❛3

V◆2 ❡% V❖2 3♦♥% ❞✐3%❛♥%3 ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉%&❡ ❞✬✉♥ ♣❛&❛♠R%&❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡♥✈✐&♦♥✱ %♦✉% ❡♥

2%❛♥% ✶

 ❡ nn ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✭❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❇ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✸✮✮✳ ❉✬❛♣&R3 ♥♦%&❡ ❛♥❛❧②3❡

3✉& ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ V X✱ ✐❧ ❛♣♣❛&❛a% ❧♦❣✐F✉❡ F✉❡ ❧❡3 ❛♠❛3 V X2 ♥❡ ♣✉✐33❡♥%

❞✐✛✉3❡& ❡♥ &❡3%❛♥% ❧✐23 F✉❡ ♣❛& ❞❡3 3❛✉%3 3✉❝❝❡33✐❢3 ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❡% ❞❡3 3♦❧✉%23✳ ❆✜♥ ❞❡

%&♦✉✈❡& ❧❡3 ❝❤❡♠✐♥3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 2♥❡&❣2%✐F✉❡♠❡♥% ❧❡3 ♣❧✉3 ❢❛✈♦&❛❜❧❡3✱ ❧❡3 ♠✐♥✐♠❛ ❧♦✲

❝❛✉① ❞♦✐✈❡♥% >%&❡ ❞❡ ❜❛33❡ 2♥❡&❣✐❡✳ c❛& ❝♦♥32F✉❡♥%✱ ❧❡3 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥3 ✐♥%❡&♠2❞✐❛✐&❡3

❡①❛♠✐♥2❡3 3♦♥% 3❡✉❧❡♠❡♥% ❝❡❧❧❡3 ❞♦♥% ❛✉ ♠♦✐♥3 ✉♥ ❞❡3 3♦❧✉%23 ❡3% ✶

 ❡ nn ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳

❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡3 ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥3 3♦❧✉%2✲3♦❧✉%2 3♦♥% ♥2❣❧✐❣❡❛❜❧❡3 ♣❛& &❛♣♣♦&% C ❝❡❧❧❡3 ❧❛❝✉♥❡✲

3♦❧✉%2 ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐%&❡ ■■■✮✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡3 ❝♦♥3✐❞2&❛%✐♦♥3✱ ✉♥ ❞❡3 3♦❧✉%23 ❞♦✐% 3✬2❧♦✐❣♥❡&✱

✈♦✐&❡ 3❡ ❞✐33♦❝✐❡& ♣❛&%✐❡❧❧❡♠❡♥%✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ V X ❛✜♥ ❞❡ ♣❡&♠❡%%&❡ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡

❝❡%%❡ ❞❡&♥✐R&❡✳ ❊♥3✉✐%❡✱ ❧❡ ♠2❝❛♥✐3♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐&❡ V X ❡3♣❛❝2❡ ❞✉ 3♦❧✉%2 X ❡3% ✐❞❡♥✲

%✐F✉❡ C ❝❡❧✉✐ ❞2❝&✐% ❞❛♥3 ❧❛ ♣❛&%✐❡ ■❱✳✸✳ ▲❡3 ❜❛&&✐R&❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡3 3❛✉%3 ❞❡ V

❡% X F✉✐ ♠R♥❡♥% C ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ V X2 3♦♥% ✐♥❞✐F✉2❡3 ❞❛♥3 ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✹✳ ▲❛

✾✷



■❱✳✹✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛& V X2

♠❛❥♦(✐+0 ❞❡& ❜❛((✐7(❡& ❝♦((❡&♣♦♥❞❛♥+❡& ❛✉① &❛✉+& ❞❡& &♦❧✉+0& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡ ❧✬❛♠❛&

V X2 &♦♥+ 0:✉✐✈❛❧❡♥+❡& < ❝❡❧❧❡& ❞❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ V X✳ ▲❡& ❢❛✐❜❧❡& ❞✐✛0(❡♥❝❡& ✭✐♥❢0(✐❡✉(❡& <

✵✱✶✺ ❡❱✱ &❛✉❢ ♣♦✉( ❧❡ &❛✉+ ❈ → ❇✮ &♦♥+ ❝❛✉&0❡& ♣❛( ❧❡& ✐♥+❡(❛❝+✐♦♥& (0&✐❞✉❡❧❧❡& ❡♥+(❡

❧❡& ❞❡✉① &♦❧✉+0& ♣❡♥❞❛♥+ ❧❛ ♠✐❣(❛+✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ■❱✳✺ ✕ I(❡♠✐7(❡ ♠♦✐+✐0 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ ❜❛&&❡ 0♥❡(❣✐❡ ♣♦✉( ❧❡&

❛♠❛& V X2 ❛✈❡❝ X ❂ ❈ ✭❝♦✉(❜❡ (♦✉❣❡✮✱ ◆ ✭❝♦✉(❜❡ ✈❡(+❡✮ ❡+ ❖ ✭❝♦✉(❜❡ ❜❧❡✉❡✮✳ ▲❛

&❡❝♦♥❞❡ ♠♦✐+✐0 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡&+ ♣❛& +(❛❝0❡✱ ❝❛( ❡❧❧❡ ❡&+ ❧✬❡①❛❝+❡ &②♠0+(✐:✉❡ ❞❡ ❧❛

♠♦✐+✐0 +(❛❝0❡✳

▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡ 0♥❡(❣✐❡ ♣♦✉( ❧❡& +(♦✐& ❛♠❛& V X2 ❡&+ ❞0❝(✐+

❞❛♥& ❧❡ ♣❛(❛❣(❛♣❤❡ &✉✐✈❛♥+✳ ❚♦✉+ ❞✬❛❜♦(❞✱ ♥♦+♦♥& :✉❡ ❧✬❛♠❛& V ❈2 ♣❡✉+ ♠✐❣(❡( &✐ ❡+

&❡✉❧❡♠❡♥+ &✐ ❧❡ ❞✐♠7(❡ ❈2 &❡ &0♣❛(❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡(♠❡++(❡ < ❧✬✉♥ ❞❡& ❛+♦♠❡& ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ ❞❡

&✬0❧♦✐❣♥❡( ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐& ❝❡ ❞✐♠7(❡ ❞✐&&♦❝✐0✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉& &+❛❜❧❡ ❞❛♥&

❧❛:✉❡❧❧❡ &❡ +(♦✉✈❡ ❧✬❛♠❛& ❡&+ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❇ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✸✮✱ 0+❛+ ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛❧ ❞❡&

❛♠❛& V◆2 ❡+ V❖2✳ ➚ ♣❛(+✐( ❞❡ ❝❡ &+❛❞❡✱ ❧❡& ♣(♦❝❤❛✐♥& &❛✉+& &♦♥+ ✐❞❡♥+✐:✉❡& ♣♦✉(

❧❡& +(♦✐& ❛♠❛& ✭❋✐❣✉(❡ ■❱✳✺✮✳ ❉✬❛❜♦(❞✱ ✉♥ ❞❡& &♦❧✉+0& ♠✐❣(❡ ♣❛& < ♣❛&✱ &✬0❧♦✐❣♥❛♥+

❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✭❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❇ < ❧❛ ❊✮✳ ❆✉ ❢✉( ❡+ < ♠❡&✉(❡ ❞❡ ❝❡& 0+❛♣❡&✱ ❧❡&

✐♥+❡(❛❝+✐♦♥& ❡♥+(❡ ❧❡& ❞❡✉① &♦❧✉+0& ❞❡✈✐❡♥♥❡♥+ ❞❡ ♣❧✉& ❡♥ ♣❧✉& ❢❛✐❜❧❡& ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐+(❡

■■■✮✳ ▲❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ X < ♣(♦①✐♠✐+0 ❞❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ V X &♦♥+ ❛✐♥&✐

✐❞❡♥+✐:✉❡& < ❝❡✉① ❞❡ X ❛✉① ❡♥✈✐(♦♥& ❞❡ V ✭❝❢✳ ♣❛(+✐❡ ■❱✳✸✮✳ ❉❛♥& ❧❛ ♣♦&✐+✐♦♥ ❉✱

❧❡ ♣(❡♠✐❡( &♦❧✉+0 ❡&+ ❞✐&&♦❝✐0 ❞❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ V X ❀ ❧✬0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ :✉✐ ❝♦((❡&♣♦♥❞

< ❧✬❛❥♦✉+ ❞❡ X < ❧❛ ♣❛✐(❡ V X ❡&+ ♥✉❧❧❡✳ ➚ ♣❛(+✐( ❞❡ ❝❡ &+❛❞❡✱ ❞❡✉① ♠0❝❛♥✐&♠❡&

♣❡✉✈❡♥+ ❛✈♦✐( ❧✐❡✉✱ ✐❞❡♥+✐:✉❡& < ❝❡✉① ❞0❝(✐+& ❞❛♥& ❧❛ ♣❛(+✐❡ ■❱✳✸ ✿ ✭✐✮ ❧❡ ♣(❡♠✐❡(

&♦❧✉+0 &✬0❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✱ ♣✉✐& ❝❡++❡ ❞❡(♥✐7(❡ ❧❡ &✉✐+✳ I♦✉( ❝♦♠♣❧0+❡( ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

❞❡ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛&✱ ❧❡ ❞❡✉①✐7♠❡ &♦❧✉+0 ❞♦✐+ (❡❥♦✐♥❞(❡ ❧❛ ♣❛✐(❡ V X ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥+

✾✸



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α

❢♦&♠2❡ ❞❡ ♠❛♥✐=&❡ 3②♠2%&✐?✉❡ ❀ ✭✐✐✮ ❧❡ 3♦❧✉%2 ❝♦♥%✐♥✉❡ ❞❡ 3✬2❧♦✐❣♥❡& ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡

❝♦♠♣❧2%❛♥% ❛✐♥3✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛3✳ ▲❡3 ❜❛&&✐=&❡3 ❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥

❞❡3 ❛♠❛3 V X2 3♦♥% &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✶✱✻✽✱ ✶✱✺✶ ❡% ✷✱✶✻ ❡❱ ♣♦✉& ❈✱ ◆ ❡% ❖ ❛❧♦&3 ?✉❡

❝❡❧❧❡3 ?✉✐ ❝♦&&❡3♣♦♥❞❡♥% J ❧❛ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ 3♦♥% ❞❡ ✶✱✻✵✱ ✶✱✹✽ ❡% ✷✱✵✻ ❡❱✳ ▲✬2♥❡&❣✐❡

❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ ❡3% ❡♥✈✐&♦♥ ✵✱✶✵ ❡❱ ♣❧✉3 2❧❡✈2❡ ?✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉& ❧❡3

❛♠❛3 V ❈2 ❡% V❖2✱ ❛❧♦&3 ?✉✬❡❧❧❡3 3♦♥% ❛♥❛❧♦❣✉❡3 ♣♦✉& ❧✬❛♠❛3 V◆2✳ ■❧ ❡3% ❞♦♥❝ ♣❡✉

♣&♦❜❛❜❧❡ ?✉❡ ❝❡3 %&♦✐3 ❛♠❛3 ♠✐❣&❡♥% 3❛♥3 3❡ ❞2❝♦♠♣♦3❡&✳

✭❛✮

✭❜✮
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♠❡♥% ❞❡ ❝❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 V ❈2 ♦P ❧❡3 ❜❛&&✐=&❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 3♦♥% ♥2❣❧✐❣❡❛❜❧❡3✳ ✭❜✮ ❇❛&✲

&✐=&❡3 2♥❡&❣2%✐?✉❡3 ❝♦&&❡3♣♦♥❞❛♥% ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥%3 ❞❡ ❝❛❣❡ ❞❡3 ❛♠❛3 V◆2 ❡% V❖2✳

▲❡3 3♣❤=&❡3 ❜❧❡✉❡3 ❡% ♥♦✐&❡3 &❡♣&23❡♥%❡♥% &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡3 3♦❧✉%23 ❡% ❧❡3 ❛%♦♠❡3 ❞❡

❢❡&✱ ❡% ❧❡3 ❝✉❜❡3 ❣&✐3 ❧❡3 ❧❛❝✉♥❡3✳

❊♥ ❝♦♠♣❧2♠❡♥% ❞❡ ❝❡%%❡ ❛♥❛❧②3❡✱ ❧❡ ♠2❝❛♥✐3♠❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❞❡ ❝❛❣❡ ❡3% 2❣❛✲

❧❡♠❡♥% 2%✉❞✐2 ♣♦✉& ❧✬❛♠❛3 V X2✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 V ❈2 ♣❡&♠❡% ❧❛ &♦%❛%✐♦♥

❞✉ ❞✐♠=&❡ ❈2 ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❛✉%♦✉& ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ♣❛33❡ ♣❛& ❞❡3 2%❛%3

❞2❣2♥2&23 ❡♥ 2♥❡&❣✐❡ ❞2❝&✐%3 ❞❛♥3 ❧❛ ✜❣✉&❡ ■❱✳✻ ✭❛✮✳ ▲❛ ❞✐✛2&❡♥❝❡ 2♥❡&❣2%✐?✉❡ ❡♥%&❡

❝❡3 2%❛%3 ❡3% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✵✱✵✸ ❡❱✱ ✈❛❧❡✉& ✐♥❢2&✐❡✉&❡ J ❧❛ ❧✐♠✐%❡ ❞✬✐♥❝❡&%✐%✉❞❡ ❞❡

♥♦3 ❝❛❧❝✉❧3 ❉❋❚✳ X✉✐3?✉❡ ❧❡ ♣❛②3❛❣❡ 2♥❡&❣2%✐?✉❡ ❡3% %&=3 ♣❧❛%✱ ❧❡3 3❛✉%3 ❡♥%&❡ ❝❡3

❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥3 3♦♥% ♣&❛%✐?✉❡♠❡♥% ❛%❤❡&♠✐?✉❡3✱ ✐✳❡✳ ❧❡3 ❜❛&&✐=&❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 3♦♥%
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❋✐❣✉$❡ ■❱✳✼ ✕ ❈❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ ✭❛✮ V2 ❡+ ❞❡ ✭❜✮ V3 ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α ❬✶✵✹❪✳

▲❡& 0♥❡(❣✐❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ &♦♥+ (❡&♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✵✱✼✵ ❡❱ ❡+ ✵✱✷✺ ❡❱ ❬✶✵✻❪✳ ▲❡&

&♣❤F(❡& ♥♦✐(❡& (❡♣(0&❡♥+❡♥+ ❧❡& ❛+♦♠❡& ❞❡ ❢❡(✱ ❡+ ❧❡& ❝✉❜❡& ❣(✐& ❧❡& ❧❛❝✉♥❡&✳

H✉❛&✐♠❡♥+ ♥✉❧❧❡&✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡(&❡✱ ❝♦♥❝❡(♥❛♥+ ❧❡& ❛♠❛& V◆2 ❡+ V❖2✱ ❧❡& &♦❧✉+0& +♦✉(♥❡♥+

❛✉+♦✉( ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♥0❝❡&&✐+❛♥+ ❞❡& ❜❛((✐F(❡& 0♥❡(❣0+✐H✉❡& ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ❤❛✉+❡& H✉❡

❝❡❧❧❡& ❞❡ ❧✬❛♠❛& V ❈2 ✭(❡&♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✶✱✷✹ ❡+ ✶✱✵✽ ❡❱✮ ✭❋✐❣✉(❡ ■❱✳✻ ✭❜✮✮✳ ▲❡& 0♥❡(❣✐❡&

❛&&♦❝✐0❡& O ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ &♦♥+ ♣❧✉& ❜❛&&❡& H✉❡ ❝❡❧❧❡& ❝♦♥❞✉✐&❛♥+ O ❧❛ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❣❧♦✲

❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛&✳ ❊♥ +❡(♠❡ ❞❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐+0✱ ❝❡ ♠0❝❛♥✐&♠❡ ♣♦✉((❛✐+ R+(❡ ♣(✐✈✐❧0❣✐0 ♣❛(

(❛♣♣♦(+ O ❧❛ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❝♦♠♣❧F+❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛&✳ T❛( ❝♦♥&0H✉❡♥+✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❞❡ ❝❛❣❡

♣♦✉((❛✐+ ❢♦(+❡♠❡♥+ ❞✐♠✐♥✉❡( &❛ ❞✐✛✉&✐♦♥ O ❧♦♥❣✉❡ ♣♦(+0❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥✱

• ❧❡& ❛♠❛& V X2 ♥❡ ❞✐✛✉&❡(❛✐❡♥+ ♣❛& O ❧♦♥❣✉❡ ❞✐&+❛♥❝❡ &❛♥& &❡ ❞✐&&♦❝✐❡(

❝♦♠♣❧F+❡♠❡♥+✱

• ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❞❡ ❝❛❣❡ ❞❡& ❛♠❛& ♣♦&&F❞❡ ✉♥❡ ❜❛((✐F(❡ ✐♥❢0(✐❡✉(❡ ♣❛( (❛♣✲

♣♦(+ O ❧❡✉( 0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡♥ ♣❛(+✐❝✉❧✐❡( ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡

❧✬❛♠❛& V ❈2✳

■❱✳✺ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡&

❛♠❛& V2X

▲❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡ 0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛& V2 ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α ❡&+ ❝♦♠♣♦&0❡

❞❡ ❞❡✉① ❧❛❝✉♥❡& &0♣❛(0❡& ❞✬✉♥ ♣❛(❛♠F+(❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐(❡❝+✐♦♥ ✭✶✵✵✮✳ ➚

♣❛(+✐( ❞❡ &♦♥ 0+❛+ ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛❧✱ &❛ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ♥0❝❡&&✐+❡ ❞❡✉① &❛✉+& ❝♦♥&0❝✉+✐❢& ✶
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❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐() ❞❡* ❛♠❛* ❧❛❝✉♥❡*✲*♦❧✉()* ✐♥(❡/*(✐(✐❡❧*

✭❈✱ ◆ ❡( ❖✮ ❞❛♥* ❧❡ ❢❡/ α

❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✺ ✕ ❈♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥* *(❛❜❧❡* ❡( ♠)(❛*(❛❜❧❡* ♣❡/(✐♥❡♥(❡* ♣♦✉/ ❧❛ ♠✐❣/❛(✐♦♥

❞❡ ❧✬❛♠❛* V2X ♣♦✉/ X ❂ ❈✱ ◆ ❡( ❖✱ /❡*♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❛**♦❝✐)❡* C ❧❡✉/ )♥❡/❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥

/❡❧❛(✐✈❡ C ❧✬)(❛( ❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧ ✭❡❱✮✳ ▲❡* )♥❡/❣✐❡* ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥ ❝♦//❡*♣♦♥❞❛♥( C ❧✬❛❥♦✉(

❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ V C ✉♥❡ ♣❛✐/❡ V X ❞❛♥* *♦♥ )(❛( ❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧ *♦♥( ♣/)❝✐*)❡* ❡♥(/❡

♣❛/❡♥(❤G*❡*✳ ▲❡* *♣❤G/❡* ❜❧❡✉❡* ❡( ♥♦✐/❡* /❡♣/)*❡♥(❡♥( /❡*♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❡* *♦❧✉()* ❡(

❧❡* ❛(♦♠❡* ❞❡ ❢❡/✱ ❡( ❧❡* ❝✉❜❡* ❣/✐* ❧❡* ❧❛❝✉♥❡*✳

∆Eb
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❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❛②❛♥( ✉♥❡ ❜❛//✐G/❡ ❞❡ ✵✱✼✵ ❡❱✱ ♣♦✉/ ❛((❡✐♥❞/❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥

)U✉✐✈❛❧❡♥(❡ ❬✶✵✹✱ ✶✵✻❪ ✭❋✐❣✉/❡ ■❱✳✼ ✭❛✮✮✳

▲❛ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉* ❜❛**❡ )♥❡/❣✐❡ ❞❡* ❛♠❛* V2X ❡*( ❝♦♠♣❛/❛❜❧❡ C ❝❡❧❧❡ ❞❡ V2✱

❡( ❡❧❧❡ ❡*( ✐❞❡♥(✐U✉❡ ♣♦✉/ ❧❡* (/♦✐* )❧)♠❡♥(* ✿ ❧❡ *♦❧✉() *❡ ♣♦*✐(✐♦♥♥❡ ❡♥ ✶

 ❡ nn ❞❡* ❞❡✉①

❧❛❝✉♥❡* ✭❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥ ❍ ❞❛♥* ❧❡ (❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✺✮✳ [❛/ ❝♦♥*)U✉❡♥(✱ ❡♥ ♣/)*❡♥❝❡ ❞✬✉♥

*♦❧✉()✱ ❧❡* ❧❛❝✉♥❡* ❞♦✐✈❡♥( /)❛❧✐*❡/ ❧❡* ♠\♠❡* *❛✉(* U✉❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡ V2✱ ❡♥(/❡❝♦✉♣)*

♣❛/ ❧❡ /)❛//❛♥❣❡♠❡♥( ❞✉ *♦❧✉() ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐/❡ C ❧❛ ❞✐✛✉*✐♦♥ ❝♦♠♣❧G(❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛*✳

▲❡* ❜❛//✐G/❡* ❞❡ ♠✐❣/❛(✐♦♥ ❞❡* ❧❛❝✉♥❡* ❞)♣❡♥❞❡♥( ♥❛(✉/❡❧❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ♣♦*✐(✐♦♥ ❞❡*

*♦❧✉()*✳ ▲❡* ❜❛//✐G/❡* ❞❡ ♠✐❣/❛(✐♦♥ ❛❧❧❡/ ❡( /❡(♦✉/ ✐❞❡♥(✐✜)❡* ♣♦✉/ ❧❛ ♠✐❣/❛(✐♦♥ ❞❡*

❛♠❛* V2X ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✻✮ ♣❡/♠❡((❡♥( ❞✬♦❜(❡♥✐/ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞✐✛✉*✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡( ❞❡

❧✬❛♠❛* ❞)❝/✐( ❞❛♥* ❧❛ *✉✐(❡✳

➚ ♣❛/(✐/ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉* ❜❛**❡ )♥❡/❣✐❡ ✭❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥ ❍✮✱ *♦✐( ❧❡ *♦✲

❧✉() ✭❍ ↔ ■✮✱ *♦✐( ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ *✉✐✈✐❡ ❞✉ *♦❧✉() ✭❍ ↔ ❏✮ ♣❡✉✈❡♥( ♠✐❣/❡/✳ ❆✉(/❡♠❡♥(

❞✐(✱ *♦✐( ❧❡ *♦❧✉() *❡ ❞)♣❧❛❝❡ ♣♦✉/ ❢❛❝✐❧✐(❡/ ❧❡ *❛✉( ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✱ *♦✐( ❧❡ *♦❧✉() ❡( ❧❛

❧❛❝✉♥❡ *❡ ❞)♣❧❛❝❡♥( *✐♠✉❧(❛♥)♠❡♥(✳ ▲❛ ❜❛//✐G/❡ )♥❡/❣)(✐U✉❡ ❞✉ ♣/❡♠✐❡/ ♠)❝❛♥✐*♠❡

✾✻



■❱✳✺✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡& ❛♠❛& V2X

❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✻ ✕ ❇❛((✐:(❡& ❞❡& &❛✉+& ✭❡❱✮ ❞✉ &♦❧✉+0 ❡+ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♣❡(+✐♥❡♥+& ♣♦✉( ❧❛

♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛& V2X✱ ❛✈❡❝ X ❂ ❈✱ ◆ ❡+ ❖

❇❛((✐:(❡& 0♥❡(❣0+✐D✉❡& ✭❡❱✮ ❈ ◆ ❖

❙❛✉+ ❞❡ X ❛❧❧❡( (❡+♦✉( ❛❧❧❡( (❡+♦✉( ❛❧❧❡( (❡+♦✉(

❍ ↔ ■ ✵✳✻✶ ✵✳✹✵ ✵✳✽✸ ✵✳✺✽ ✵✳✻✺ ✵✳✶✷

❏ ↔ ❑ ✵✳✶✹ ✵✳✺✼ ✵✳✺✺ ✵✳✼✸ ✵✳✹✵ ✵✳✷✹

❙❛✉+ ❞❡ V ❛❧❧❡( (❡+♦✉( ❛❧❧❡( (❡+♦✉( ❛❧❧❡( (❡+♦✉(

❍ ↔ ❏ ✶✳✸✹ ✵✳✻✼ ✶✳✹✷ ✵✳✾✻ ✶✳✸✹ ✵✳✽✼

■ ↔ ❏ ✵✳✽✹ ✵✳✸✽ ✵✳✽✵ ✵✳✺✾ ✵✳✻✷ ✵✳✻✽

❑ ↔ ■ ✵✳✺✺ ✵✳✺✽ ✵✳✻✸ ✵✳✻✻ ✵✳✻✹ ✵✳✼✹

❋✐❣✉$❡ ■❱✳✽ ✕ ❈❤❡♠✐♥& ❞❡ ❜❛&&❡ 0♥❡(❣✐❡ ♦❜+❡♥✉& ♣♦✉( ❧❛ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❞❡& ❛♠❛& V2X
♣♦✉( X ❂ ❈ ✭❝♦✉(❜❡ (♦✉❣❡✮✱ ◆ ✭❝♦✉(❜❡ ✈❡(+❡✮ ❡+ ❖ ✭❝♦✉(❜❡ ❜❧❡✉❡✮✳

✾✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α

❡3% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉3 ❢❛✐❜❧❡ =✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ 3❡❝♦♥❞ ♣♦✉& ❧❡3 %&♦✐3 2❧2♠❡♥%3✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡

❞✐✛✉3✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3 ❞❛♥3 ❧❡✉& ❡♥3❡♠❜❧❡ ❡3% ❝♦♠♣♦32 ❡♥ ❡✛❡% ❞❡ 3❛✉%3 ❝♦♥32❝✉%✐❢3 ❡%

❛❧%❡&♥23 ❞✉ 3♦❧✉%2 ❡% ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ✭❋✐❣✉&❡ ■❱✳✽✮✳ ■❧ ❢❛✉% ♥♦%❡& =✉❡✱ C ❧❛ ❞✐✛2&❡♥❝❡

❞❡3 ❛♠❛3 ♣&2❝2❞❡♠♠❡♥% 2%✉❞✐23 ✭V X ❡% V X2✮✱ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❡% ❧❡ 3♦❧✉%2 3♦♥% %♦✉❥♦✉&3

❧✐23 ❛✉ &❡3%❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡&♥✐❡&✳ ▲✬2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 V2X ❡3% &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✶✱✵✺✱ ✶✱✵✺ ❡% ✶✱✷✼ ❡❱ ♣♦✉& ❧❡3 ❝❛3 ❞✉ ❈✱

◆ ❡% ❖✳ ❈❡3 ❛♠❛3 ♣❡✉✈❡♥% ❞♦♥❝ ❞✐✛✉3❡& ❛✈❡❝ ❞❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ♣❧✉3 ❢❛✐❜❧❡3

=✉❡ ❝❡❧❧❡3 ❞❡ V X ❡% V X2✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♣❧✉3 ❜❛33❡ 2♥❡&❣✐❡ ♠❡♥❛♥% C ❧❛ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥

❝♦♠♣❧L%❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 V2X ❝♦&&❡3♣♦♥❞ C ❧✬2♠✐33✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3✳ ▲❡3 ❜❛&&✐L&❡3

2♥❡&❣2%✐=✉❡3 =✉✐ ❝♦&&❡3♣♦♥❞❡♥% C ❝❡ ♠2❝❛♥✐3♠❡ 3♦♥% &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✶✱✶✼✱ ✶✱✶✽ ❡%

✶✱✺✶ ❡❱ ♣♦✉& ❈✱ ◆ ❡% ❖✳ ❊❧❧❡3 3♦♥% %♦✉%❡3 ❛✉ ♠♦✐♥3 ✵✱✶✷ ❡❱ 3✉♣2&✐❡✉&❡3 ❛✉① ❜❛&&✐L&❡3

❝♦&&❡3♣♦♥❞❛♥%❡3 C ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛3✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥✱

• ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3 V2X ❡3% ❣2♥2&❛❧❡♠❡♥% ♣❧✉3 ♣&♦❜❛❜❧❡ =✉❡ 3❛ ❞✐33♦✲

❝✐❛%✐♦♥✱

• ❧❡✉&3 ❜❛&&✐L&❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 3♦♥% ♣❧✉3 ❢❛✐❜❧❡3 =✉❡ ❝❡❧❧❡3 ❞❡3 ❛♠❛3 V X ❡%

V X2✳

■❱✳✻ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡&

❛♠❛& V3X

▲❛ %&✐✲❧❛❝✉♥❡ V3 ♠✐❣&❡ ♣❧✉3 ✈✐%❡ =✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❡% =✉❡ ❞✬❛✉%&❡3 ❛♠❛3 ❧❛✲

❝✉♥❛✐&❡3 ❬✶✵✹❪ ✿ ❧❡3 2♥❡&❣✐❡3 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ V3 ❡% V 3♦♥% &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✵✱✷✺ ❡%

✵✱✻✾ ❡❱ ❬✶✵✻❪✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ %&✐✲❧❛❝✉♥❡ V3 ❡3% ❧❡ ♣❧✉3 ♣❡%✐% ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❛✐&❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡

❣❛&❞❡& 3❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉3 3%❛❜❧❡ ❡♥ ♠✐❣&❛♥% ❬✶✵✹❪ ✭❋✐❣✉&❡ ■❱✳✼ ✭❜✮✮✳ ■❧ ❡3% ❞♦♥❝

❛♣♣❛&✉ ♣❛&%✐❝✉❧✐L&❡♠❡♥% ♦♣♣♦&%✉♥ ❞❡ ❝❛&❛❝%2&✐3❡& ❧❛ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3 V3X✳

▲❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉3 ❜❛33❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡3 ❛♠❛3 V3❈ ❡% V3◆ ❡3% ❞✐✛2&❡♥%❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ V3❖✳ V♦✉& ❈ ❡% ◆✱ ❧❡ 3♦❧✉%2 ❡3% C ✓ ❧✬❡①%2&✐❡✉& ✔ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❛✐&❡ ✿ ✐❧ ❡3% 3✐%✉2 ❡♥

♣♦3✐%✐♦♥ ✶

 ❡ nn ❞✬✉♥❡ ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ❡% ✹❡ nn ❞❡3 ❞❡✉① ❛✉%&❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ✭❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ▲

✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✼✮✮✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦32✱ ❧✬♦①②❣L♥❡ ❛ %❡♥❞❛♥❝❡ C 3❡ ♣♦3✐%✐♦♥♥❡& ❞❛♥3 ❧❛ %&✐✲❧❛❝✉♥❡ ✿

❧❡ 3♦❧✉%2 ❡3% ✶

 ❡ nn ❞❡3 ❞❡✉① ❧❛❝✉♥❡3 ✷❡ nn C ❧❛ ❢♦✐3 ✭❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ V ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✼✮✮✳

❈❡%%❡ ❞✐✛2&❡♥❝❡ ❡3% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ❧❛&❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝%✐❢ =✉✬♦❝❝✉♣❡ ❧✬♦①②❣L♥❡ ❞❛♥3 ❧❛

♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐%&❡ ■■■✮✳

▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉3 ❜❛33❡ 2♥❡&❣✐❡ ♦❜%❡♥✉ ♣♦✉& V3❈ ❡% V3◆ ❡3% ❝♦♠♣♦32

❞✉ 3❛✉% ♣&❡♠✐❡& ✈♦✐3✐♥ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ✭✐❞❡♥%✐=✉❡ C ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ V3✮✱ 3✉✐✈✐ ❞✉ 3❛✉%

❞✉ 3♦❧✉%2 ❛✜♥ =✉✬✐❧ &❡%&♦✉✈❡ 3❛ ♣♦3✐%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉3 ❢❛✈♦&❛❜❧❡ ✭❋✐❣✉&❡ ■❱✳✾ ✭❛✮✮✳ V♦✉&

✾✽



■❱✳✻✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡& ❛♠❛& V3X

❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✼ ✕ ❈♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥& &+❛❜❧❡& ❡+ ♠0+❛&+❛❜❧❡& ♣❡(+✐♥❡♥+❡& ♣♦✉( ❧❛ ♠✐❣(❛+✐♦♥

❞❡ ❧✬❛♠❛& V3X ♣♦✉( X ❂ ❈✱ ◆ ❡+ ❖✱ (❡&♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❛&&♦❝✐0❡& A ❧❡✉( 0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥

(❡❧❛+✐✈❡ A ❧✬0+❛+ ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✭❡❱✮✳ ▲❡& 0♥❡(❣✐❡& ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ❝♦((❡&♣♦♥❞❛♥+ A ❧✬❛❥♦✉+

❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ V A ✉♥ ❛♠❛& V2X ❞❛♥& &♦♥ 0+❛+ ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛❧ &♦♥+ ♣(0❝✐&0❡& ❡♥+(❡

♣❛(❡♥+❤H&❡&✳ ▲❡& &♣❤H(❡& ❜❧❡✉❡& ❡+ ♥♦✐(❡& (❡♣(0&❡♥+❡♥+ (❡&♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧❡& &♦❧✉+0& ❡+

❧❡& ❛+♦♠❡& ❞❡ ❢❡(✱ ❡+ ❧❡& ❝✉❜❡& ❣(✐& ❧❡& ❧❛❝✉♥❡&✳

∆Eb
✭❡❱✮ ❈ ◆ ❖

▲

✵✱✵✵ ✭✵✱✸✼✮ ✵✱✵✵ ✭✵✱✷✾✮ ✲

▼ ✵✱✶✸ ✵✱✶✸ ✲

◆ ✵✱✹✾ ✵✱✷✷ ✲

❖ ✵✱✸✽ ✲ ✵✱✸✽

R ✲ ✲ ✵✱✵✵ ✭✵✱✷✻✮

◗ ✲ ✲ ✵✱✷✵

❘ ✲ ✲ ✵✱✶✽

❙ ✲ ✲ ✵✱✵✶

✾✾



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α

❧✬❛♠❛3 V3❖✱ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣A♥❡ ❛ %♦✉% ❞✬❛❜♦&❞ ❜❡3♦✐♥ ❞❡ 3♦&%✐& ❞❡ ❧❛ ❜✐✲❧❛❝✉♥❡ ♣♦✉&

♣❡&♠❡%%&❡ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %&✐✲❧❛❝✉♥❡✳ ❊♥3✉✐%❡✱ ❧❡3 2%❛♣❡3 3♦♥% 3✐♠✐❧❛✐&❡3 ❛✉① ❛♠❛3
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▼ ↔ ◆ ✵✱✸✾ ✵✱✵✺ ✵✱✼✸ ✵✱✻✹ ✲ ✲

◆ ↔ ▲ ✵✱✶✵ ✵✱✺✾ ✵✱✺✶ ✵✱✼✸ ✲ ✲
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♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡%%❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❞2❣2♥2&2❡✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉3 ❢❛✈♦&❛❜❧❡ ❡3% ❝♦♥3%✐%✉2 ❞❡3

♣❤❛3❡3 3✉✐✈❛♥%❡3 ✿ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❧❛ ♣❧✉3 2❧♦✐❣♥2❡ ❞✉ 3♦❧✉%2 ❞♦✐% 3❡ ❞2♣❧❛❝❡& ♣♦✉& ❛%%❡✐♥❞&❡

❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ V✳ ➚ ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡%%❡ 2%❛♣❡✱ ❧✬❛♠❛3 ♣❡✉% ♠✐❣&❡& ❞❡ ❧❛ ♠]♠❡ ❢❛a♦♥

K✉❡ ❞2❝&✐%❡ ♣&2❝2❞❡♠♠❡♥%✳

❉❛♥3 ❧❡3 %&♦✐3 ❝❛3✱ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥✱ ❧❡ 3♦❧✉%2 ❡3% %♦✉❥♦✉&3 ❛✉ ♠♦✐♥3 ✶

 ❡ nn

❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✱ ♣❡&♠❡%%❛♥% _ ❧✬❛♠❛3 V3X ❞❡ &❡3%❡& %&A3 3%❛❜❧❡✳ ❈❡ ♣❤2♥♦♠A♥❡ ❡3%

❞✬❛✉%❛♥% ♣❧✉3 ✐♠♣♦&%❛♥% ❞❛♥3 ❝❡ ❝❛3 K✉❡ ❞❛♥3 ❝❡❧✉✐ ❞❡ V2X✳ V❛& ❝♦♥32K✉❡♥%✱ %♦✉%❡3 ❧❡3

❜❛&&✐A&❡3 ✐♠♣❧✐K✉2❡3 ❞❛♥3 ❧❛ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3 3♦♥% %&A3 ❜❛33❡3 ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■❱✳✽✮✳ ❊❧❧❡3

❝♦♥❞✉✐3❡♥% _ ✉♥❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ✵✱✺✾✱ ✵✱✽✻ ❡% ✵✱✺✽ ❡❱ &❡3♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%

♣♦✉& ❧❡3 ❛♠❛3 V3❈✱ V3◆ ❡% V3❖✳ ❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡ ❧❛ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡3 ❛♠❛3✱ ❝♦♠♠❡

✶✵✵



■❱✳✻✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠0❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡& ❛♠❛& V3X

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ■❱✳✾ ✕ ❈❤❡♠✐♥& ❞❡ ♠✐❣(❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡ 0♥❡(❣✐❡ ♦❜+❡♥✉& ♣♦✉( ❧❡& ❛♠❛&

✭❛✮ V3❈ ✭❝♦✉(❜❡ (♦✉❣❡✮ ❡+ V3◆ ✭❝♦✉(❜❡ ✈❡(+❡✮✱ ❡+ ♣♦✉( ✭❜✮ V3❖✳

❧✬✐♥+❡(❛❝+✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲&♦❧✉+0 ❡&+ +(B& ❢♦(+❡✱ ❧❡ ♠0❝❛♥✐&♠❡ ♥0❝❡&&✐+❛♥+ ❧❡ ♠♦✐♥& ❞✬0♥❡(❣✐❡

❡&+ ❧✬0♠✐&&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ♣♦✉( ❧✬❛③♦+❡ ❡+ ❞❡ ❧✬♦①②❣B♥❡✳ ▲❡& 0♥❡(❣✐❡& ❞❡ ❞✐&&♦❝✐❛+✐♦♥

(0&✉❧+❛♥+❡& &♦♥+ (❡&♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✵✱✾✽ ❡+ ✵✱✾✺ ❡❱ ♣♦✉( V3◆ ❡+ V3❖✳ K♦✉( ❧❡ ❝❛& ❞✉

❝❛(❜♦♥❡✱ ❧✬0♠✐&&✐♦♥ ❞✉ &♦❧✉+0 ❡&+ ♣❧✉& ❢❛✈♦(❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❞✐&&♦❝✐❛+✐♦♥

❞❡ ✵✱✾✼ ❡❱ ✭❡+ ✉♥❡ 0♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ❝♦((❡&♣♦♥❞❛♥+❡ ❞❡ ✵✱✼✷ ❡❱✮✳ K♦✉( ❧❡& ❝❛& ❞✉

❝❛(❜♦♥❡ ❡+ ❞❡ ❧✬♦①②❣B♥❡✱ ❧❡& 0♥❡(❣✐❡& ❞❡ ❞✐&&♦❝✐❛+✐♦♥ &♦♥+ ❢♦(+❡♠❡♥+ ♣❧✉& 0❧❡✈0❡& N✉❡

✶✵✶



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α
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▲✬2%✉❞❡ ❞❡3 ♣&♦♣&✐2%23 ❝✐♥2%✐A✉❡3 ❞❡3 ♣❡%✐%3 ❛♠❛3 VnXm ♣❡&♠❡% ❞❡ ❣2♥2&❛❧✐3❡&

❝❡&%❛✐♥❡3 ♣&♦♣&✐2%23 3✉& ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ♣❧✉3 ❣&♦3 ❛♠❛3✳ ❚♦✉% ❞✬❛❜♦&❞✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥%

❞❡3 ❛♠❛3 3✬❡✛❡❝%✉❡ ♣❛& 3❛✉%3 3✉❝❝❡33✐❢3 ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ❡% ❞❡3 3♦❧✉%23✳ ❉❡ ♣❧✉3✱ ❧❡3 ❛♠❛3

V X2 2%❛♥% ♠♦✐♥3 ♠♦❜✐❧❡3 A✉❡ ❧❡3 ♣❛✐&❡3 V X > ❝❛✉3❡ ❞❡ ❧❛ ♣&23❡♥❝❡ ❞✬✉♥ 3❡❝♦♥❞

3♦❧✉%2✱ ✐❧ ❛♣♣❛&❛X% ❝❧❛✐&❡♠❡♥% A✉❡ ❧❡3 ❛♠❛3 V Xn ♣❡✉✈❡♥% E%&❡ ❝♦♥3✐❞2&23 ❝♦♠♠❡ ✐♠✲

♠♦❜✐❧❡3 ♣❛& &❛♣♣♦&% > ❝❡3 ❞❡&♥✐❡&3✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡3% ❛♣♣❛&✉ A✉❡ ❧❛ ❣&❛♥❞❡ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3

❛♠❛3 V3X ❡3% &❡❧✐2❡ > ❝❡❧❧❡ ❞❡ V3✳ ❖&✱ ❧❡3 ❛♠❛3 Vn✱ n 2%❛♥% ✐♥❢2&✐❡✉& ♦✉ 2❣❛❧ > ✹✱

♦♥% ✉♥❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ 3✉♣2&✐❡✉&❡ > ❝❡❧❧❡ ❞❡ V3 ❬✶✵✹✱ ✶✵✻❪✳ ❆✐♥3✐✱ ❧❡3

❛♠❛3 VnX✱ ❛✈❡❝ n ≥ 4✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥% ♣❛3 ❛ ♣*✐♦*✐ E%&❡ ♣❧✉3 ♠♦❜✐❧❡3 E%&❡ A✉❡ V3X✳ P❛&

❡①%❡♥3✐♦♥✱ ❧❡3 ❛♠❛3 V3X 3❡♠❜❧❡♥% E%&❡ ❧❡3 ♣❧✉3 ♠♦❜✐❧❡3 ❞❡3 ❛♠❛3 VnXm ♣♦✉& X ❂

❈✱ ◆ ❡% ❖✳

✶✵✷



■❱✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

❊♥ ❝♦♥❝❧✉*✐♦♥✱

• ❧❡* ❛♠❛* V3X ♣❡✉✈❡♥3 ♠✐❣5❡5 *❛♥* *❡ ❞✐**♦❝✐❡5 ❡3 *♦♥3 ❧❡* ♣❧✉* ♠♦❜✐❧❡*

❞❡* ❛♠❛* ❝♦♥*✐❞858* ♣♦✉5 ❧❡* 35♦✐* *♦❧✉38* ❀

• ❧✬❛♠❛* V3❖ ♣♦**<❞❡ ✉♥❡ 8♥❡5❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣5❛3✐♦♥ 8=✉✐✈❛❧❡♥3❡ > ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②✲

❣<♥❡ ✐*♦❧8✱ ❡3 ❧✬❛♠❛* V3❈ ❡♥ ♣♦**<❞❡ ♠B♠❡ ✉♥❡ ♣❧✉* ❢❛✐❜❧❡ =✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧✬❛3♦♠❡ ❞❡ ❝❛5❜♦♥❡ ✐*♦❧8 ❀

• ❧❡* *♦❧✉38* ✐♥3❡5*3✐3✐❡❧* ♥❡ *❡5❛✐❡♥3 ❞♦♥❝ ♣❛* ♥8❝❡**❛✐5❡♠❡♥3 5❛❧❡♥3✐* ❧♦5*✲

=✉✬✐❧* *♦♥3 ❧✐8* > ❞❡* ❧❛❝✉♥❡*✳

■❱✳✼ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

▲❡* ❜❛55✐<5❡* ❞❡* *❛✉3* ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ V ❡3 ❞✉ *♦❧✉38 X✱ ♣♦✉5 X ❂ ❈✱ ◆ ❡3 ❖✱

♦♥3 838 *②*38♠❛3✐=✉❡♠❡♥3 ❞83❡5♠✐♥8❡* ❡♥35❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉5❛3✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉* ❜❛**❡ 8♥❡5❣✐❡

❞✬✉♥ ❛♠❛* VnXm ❡3 ❝❡❧❧❡* ❡♥✈✐5♦♥♥❛♥3❡* ❞❡ ♣❧✉* ❤❛✉3❡ 8♥❡5❣✐❡ ❞❛♥* ❧❡ ❢❡5 α✳ ▲❛

❝♦♠♣❛5❛✐*♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡* *❛✉3* ❛ ♠✐* ❡♥ 8✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ *✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡ ❞❡

❧✬❡♥✈✐5♦♥♥❡♠❡♥3 ❧♦❝❛❧ ✭✐♥3❡5❛❝3✐♦♥* ❛✈❡❝ ❞❡* ❛3♦♠❡* ❞❡ *♦❧✉38 ♦✉ ❞❡* ❧❛❝✉♥❡*✮ *✉5

❧❡* ❜❛55✐<5❡* ❞❡ ♠✐❣5❛3✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥♦♠<5❡ ✭V ♦✉ X✮ ♣❛5 5❛♣♣♦53 > ❝❡❧❧❡ ♦L ✐❧ ❡*3 ✐*♦❧8

❞❛♥* ❧❛ ♠❛35✐❝❡✳ ❈❡* 58*✉❧3❛3* ♦♥3 8❣❛❧❡♠❡♥3 ♣❡5♠✐* ❞❡ ♣58❞✐5❡ ❞❡* ♠8❝❛♥✐*♠❡* ❞❡

❞✐✛✉*✐♦♥ ❢❛✈♦5❛❜❧❡* ♣♦✉5 ❧❡* ♣❡3✐3* ❛♠❛* VnXm ✭n ❂ ✶✲✸✱ ❡3 m ❂ ✶ ♦✉ ✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ■❱✳✶✵ ✕ ➱♥❡5❣✐❡* ❞❡ ♠✐❣5❛3✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡* ❞❡ Vn❈m ✭❝❛558* 5♦✉❣❡*✮✱ Vn◆m

✭35✐❛♥❣❧❡* ✈❡53*✮ ❡3 Vn❖m ✭❧♦*❛♥❣❡* ❜❧❡✉*✮✳

▲❡* 35♦✐* *♦❧✉38* ♣58*❡♥3❡♥3 ❞❡* ❝❛5❛❝385✐*3✐=✉❡* ❞❡ ❞✐✛✉*✐♦♥ *✐♠✐❧❛✐5❡* ✭❋✐❣✉5❡

■❱✳✶✵✮✳ ▲❡* ❛♠❛* ❞♦♠✐♥❛♥3* > ❧✬8=✉✐❧✐❜5❡ 3❤❡5♠✐=✉❡✱ > *❛✈♦✐5 ❧❡* ❛♠❛* V X ❡3 V X2✱

*♦♥3 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥* ♠♦❜✐❧❡* =✉❡ ❧❡ *♦❧✉38 ✐*♦❧8 X✳ ■❧* ♥❡ ♣❡✉✈❡♥3 ❞✐✛✉*❡5 =✉❡ ♣❛5 ✉♥

✶✵✸



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❡3✲3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3

✭❈✱ ◆ ❡% ❖✮ ❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α

♠2❝❛♥✐3♠❡ ❞❡ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥ ❡% &2✲❛33♦❝✐❛%✐♦♥✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦32✱ ❧❡3 ❛♠❛3 V2X ❡% V3X 3♦♥%

❧❛&❣❡♠❡♥% ♣❧✉3 ♠♦❜✐❧❡3 ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉① ❛♠❛3 V X ❡% V X2✳ ❈❡%%❡ ❝❛&❛❝%2&✐3%✐A✉❡

❡3% ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐% A✉❡ ❧❡3 ❛♠❛3 VnX ♣❡✉✈❡♥% ❞✐✛✉3❡& 3❛♥3 3❡ ❞✐33♦❝✐❡&✳ ▲✬❛♠❛3 V3X

3✬❡3% &2✈2❧2 E%&❡ ❧❡ ♣❧✉3 ♠♦❜✐❧❡ ❞❡3 ❛♠❛3 VnXm ❡①❛♠✐♥23 ♣♦✉& ❧❡3 %&♦✐3 3♦❧✉%23✳

F❛& ❛✐❧❧❡✉&3✱ ❝❡%%❡ 3✐♥❣✉❧❛&✐%2 ❛ 2❣❛❧❡♠❡♥% 2%2 ♠✐3❡ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉& ❧✬❤②❞&♦❣H♥❡

❞❛♥3 ❧❡ ❢❡& α ❞❛♥3 ✉♥❡ 2%✉❞❡ 3✐♠✐❧❛✐&❡ ❬✶✵✻❪✳ ❆✐♥3✐✱ ✐❧ ❡3% ♣♦33✐❜❧❡ ❞❡ ♣&2❞✐&❡ ✉♥

❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% 3✐♠✐❧❛✐&❡ ♣♦✉& ❞✬❛✉%&❡3 3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3 ❞❛♥3 ♥✬✐♠♣♦&%❡ A✉❡❧ ♠2%❛❧

♣&23❡♥%❛♥% ✉♥❡ 3%&✉❝%✉&❡ ❝✉❜✐A✉❡ ❝❡♥%&2❡✱ ♣♦✉&✈✉ A✉❡ ❧✬❛♠❛3 3♦✐% 3%❛❜❧❡ ♣❛& &❛♣♣♦&%

O ❧❛ ❞✐33♦❝✐❛%✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉3✱ ✐❧ ❛ 2%2 ♠♦♥%&2 A✉❡ ❧✬❛♠❛3 V3❖ ❛ ✉♥❡ 2♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 3✐♠✐❧❛✐&❡

O ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣H♥❡ ✐3♦❧2✱ ❛❧♦&3 A✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 V3❈ ❡3% ♠E♠❡ ♣❧✉3 ❢❛✐❜❧❡ A✉❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ✐3♦❧2✳ ▲❛ ♣&23❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡3 ♥❡ &❛❧❡♥%✐&❛✐% ❞♦♥❝ ♣❛3

♥2❝❡33❛✐&❡♠❡♥% ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 3♦❧✉%23 ✐♥%❡&3%✐%✐❡❧3✱ ❡% ✈♦✐&❡ ♠E♠❡ ❧✬❛❝❝2❧2&❡&✳

▲❛ ❞2♠❛&❝❤❡ ❛❞♦♣%2❡ ♣♦✉& 2%✉❞✐❡& ❧❡3 ♣&♦♣&✐2%23 ❝✐♥2%✐A✉❡3 ❞❡3 ♣❡%✐%3 ❛♠❛3 VnXm

♥♦✉3 ❛ ♣❡&♠✐3 2❣❛❧❡♠❡♥% ❞❡ ♣&2❞✐&❡ ❝❡❧❧❡3 ❞❡ ♣❧✉3 ❣&♦3 ❛♠❛3✳ ▲❡3 ❛♠❛3 ♠✐❣&❡♥%

♣❛& 3❛✉%3 3✉❝❝❡33✐❢3 ❞❡3 ❧❛❝✉♥❡3 ❡% ❞❡3 3♦❧✉%23✳ ❉❡ ♣❧✉3✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞✬✉♥ ❛♠❛3 ❡3%

3②3%2♠❛%✐A✉❡♠❡♥% &❛❧❡♥%✐❡ ❧♦&3A✉❡ m ❛✉❣♠❡♥%❡✳ F❛& ❝♦♥%&❡✱ ♥♦✉3 ♥♦✉3 ❛%%❡♥❞♦♥3

O ❝❡ A✉✬❡❧❧❡ 3♦✐% ❛❝❝2❧2&2❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥%❛♥% n✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧♦&3A✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ 3♦❧✉%23

m ❝♦♥%❡♥✉3 ❞❛♥3 ❧✬❛♠❛3 VnXm ❡3% %&H3 ♣❡%✐% ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡3✱ ❧❡

♠♦✉✈❡♠❡♥% ❞❡ ❝❡% ❛♠❛3 3❡ &23✉♠❡ O ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛3 ❧❛❝✉♥❛✐&❡ ♣✉& Vn✱ 3✉✐✈✐

❞✉ &2❛&&❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡3 3♦❧✉%23 A✉✐ 3✉✐✈❡♥% ❧✬❛♠❛3✳

▲❛ ❝♦♥3✐❞2&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%2 ❞❡3 ♣❡%✐%3 ❛♠❛3 ♠♦❜✐❧❡3 ♠✐3❡ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥3

❝❡ %&❛✈❛✐❧ ♣♦✉&&❛✐% ❞♦♥❝ ♣❡&♠❡%%&❡ ❞❡ ♠✐❡✉① &❡♣&♦❞✉✐&❡ ❡% ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❝❡&%❛✐♥❡3

3✐%✉❛%✐♦♥3 ♣&23❡♥%❛♥% ✉♥❡ 3✉&3❛%✉&❛%✐♦♥ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡3✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜&♦②❛❣❡✱ ❧✬✐&&❛❞✐❛%✐♦♥

♦✉ ❡♥❝♦&❡ ❧❛ ❝♦&&♦3✐♦♥✳ ❈✬❡3% ♣♦✉&A✉♦✐✱ ❧❡3 ❡✛❡%3 ♣♦%❡♥%✐❡❧3 ❞❡3 ♣❡%✐%3 ❛♠❛3 ♠♦❜✐❧❡3

VnXm 3✉& ❧❡3 ♣&♦♣&✐2%23 ❞❡ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❞❡3 3♦❧✉%23 3❡&♦♥% ❡①❛♠✐♥23 ❞❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❱✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱

➱%✉❞❡ ♣❛& ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞✬❛♠❛1 ❞❡

❧✬❡✛❡% ❞❡1 ♣❡%✐%1 ❛♠❛1 ♠♦❜✐❧❡1

❧❛❝✉♥❡1✲♦①②❣:♥❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❢❡& α

❉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ■❱✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠✐# ❡♥ 3✈✐❞❡♥❝❡ 5✉❡ ❞❡# ❛♠❛# 3♥❡+❣3*✐5✉❡♠❡♥*

#*❛❜❧❡# ❧❛❝✉♥❡#✲#♦❧✉*3# ✐♥*❡+#*✐*✐❡❧# ♣♦✉✈❛✐❡♥* 9*+❡ ♠♦❜✐❧❡#✳ ■❧# ♣♦✉++❛✐❡♥* ♣❛+ ❝♦♥#3✲

5✉❡♥* ❛✈♦✐+ ✉♥ ❡✛❡* #✉+ ❧❡# ♣+♦♣+✐3*3# ❞❡ *+❛♥#♣♦+* ❞❡# #♦❧✉*3#✱ ✈♦✐+❡ #✉+ ❧✬3✈♦❧✉*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠✐❝+♦#*+✉❝*✉+❡✱ = ❝♦♥❞✐*✐♦♥ 5✉✬✐❧# ❡①✐#*❡♥* ❡♥ 5✉❛♥*✐*3 #✉✣#❛♥*❡ ❞❛♥# ❧❡ ♠❛*3✲

+✐❛✉✳ @♦✉+ ❧❡ ✈3+✐✜❡+✱ ✐❧ ❡#* ♥3❝❡##❛✐+❡ ❞❡ ♠❡**+❡ ❡♥ B✉✈+❡ ✉♥❡ ♠3*❤♦❞❡ ♣❡+♠❡**❛♥*

❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡+ = ❧❛ ❢♦✐# ❧❡# ♣+♦♣+✐3*3# ❞❡ ❢♦+♠❛*✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐##♦❝✐❛*✐♦♥ ❡* ❞❡ ♠✐❣+❛*✐♦♥

❞❡ ❝❡# ❛♠❛#✳ ❈✬❡#* ❧❛ +❛✐#♦♥ ♣♦✉+ ❧❛5✉❡❧❧❡ ❞❡# #✐♠✉❧❛*✐♦♥# = ❧✬3❝❤❡❧❧❡ ♠3#♦#❝♦♣✐5✉❡

♦♥* 3*3 ❡✛❡❝*✉3❡# ❡♥ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞✬❛♠❛# ✭❝❢✳ ♣❛+*✐❡ ■■✳✸✮✳ ❊❧❧❡# ♣❡+♠❡**❡♥* ❞❡ #✐♠✉❧❡+

❧✬3✈♦❧✉*✐♦♥ ❞✬❛♠❛# #♦✉# ❧✬❡✛❡* ❞❡ ❧❡✉+ ❛❣❣❧♦♠3+❛*✐♦♥ ❡* ❞❡ ❧❡✉+ ❞✐##♦❝✐❛*✐♦♥ #✉+ ❞❡#

❞✉+3❡# ❝♦♠♣❛+❛❜❧❡# = ❝❡❧❧❡# ♠✐#❡# ❡♥ B✉✈+❡ ❡①♣3+✐♠❡♥*❛❧❡♠❡♥*✳

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ❢♦❝❛❧✐#♦♥# ✉♥✐5✉❡♠❡♥* #✉+ ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬♦①②❣J♥❡✳ ❊♥

❡✛❡*✱ ❞❛♥# ❧❡ ❢❡+ α ♣❛+❢❛✐* ❡* ❡♥ ♣+3#❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞3♠♦♥*+3 ❞❛♥# ❧❡

❝❤❛♣✐*+❡ ■■■ 5✉❡ ❧❡ ❝❛+❜♦♥❡✱ ❧✬❛③♦*❡ ❡* ❧✬♦①②❣J♥❡ ♦♥* ✉♥ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* 3♥❡+❣3*✐5✉❡

#❡♠❜❧❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ■❱✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠♦♥*+3 5✉❡ ❝❡# *+♦✐# #♦❧✉*3#

♣♦##J❞❡♥* ❞❡# ♣+♦♣+✐3*3# ❝✐♥3*✐5✉❡# ❛♥❛❧♦❣✉❡# ❡♥ ♣+3#❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡#✳ ❖+✱ ❧❡ ❝❛+❜♦♥❡

❡* ❧✬❛③♦*❡ ✐♥*❡+❛❣✐##❡♥* ♠♦✐♥# ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ 5✉❡ ❧✬♦①②❣J♥❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐*+❡ ■■■✮✳ @❛+

❝♦♥#35✉❡♥*✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ❛**❡♥❞♦♥# ❛ ♣%✐♦%✐ = ❝❡ 5✉❡ ❧✬❡✛❡* ♣♦*❡♥*✐❡❧ ❞❡# ❧❛❝✉♥❡# #✉+

❧❡# ♣+♦♣+✐3*3# ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ #♦✐* ❧❡ ♣❧✉# ✈✐#✐❜❧❡ ❡♥ ♣+3#❡♥❝❡ ❞✬♦①②❣J♥❡✳

❉❛♥# ❧❛ ♣+❡♠✐J+❡ ♣❛+*✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ❡#* ♣+3#❡♥*3 ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ✉*✐❧✐#3 ♣♦✉+ ❞3❝+✐+❡

❧❡ #②#*J♠❡ ❧❛❝✉♥❡#✲♦①②❣J♥❡ ❞❛♥# ❧❡ ❢❡+ α✳ @❛+ ❧❛ #✉✐*❡✱ ❝❡ ♠♦❞J❧❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐5✉❡

❞✬❛♠❛# #❡+❛ ❡①♣❧♦✐*3 ❛✜♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡+ ❧❡# ❝♦♥#35✉❡♥❝❡# ❞❡# ♣+3✈✐#✐♦♥# ❞❡# ❝❛❧❝✉❧#

+3❛❧✐#3# ❡♥ ❉❋❚ = ✉♥❡ ♣❧✉# ❣+❛♥❞❡ 3❝❤❡❧❧❡ ❞❡ *❡♠♣# ❡* ❞✬❡#♣❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛+*✐❝✉❧✐❡+✱
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱✳ ➱%✉❞❡ ♣❛& ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬❛♠❛2 ❞❡ ❧✬❡✛❡% ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2

❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❢❡& α

♥♦✉2 ♥♦✉2 ✐♥%=&❡22❡&♦♥2 ❛✉ %&❛♥2♣♦&% ❞❡2 2♦❧✉%=2 ✐♥%❡&2%✐%✐❡❧2 ❡% > ❧✬=✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠✐❝&♦2%&✉❝%✉&❡✳

❱✳✶ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥.❡% ❞✬❡♥*'.❡ ❞✉ ♠♦❞2❧❡

❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣2♥❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞✬❛♠❛%

▲❡2 ♣&♦♣&✐=%=2 ❞❡2 ❛♠❛2 ❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡ ❝♦♥2✐❞=&=2 ❞❛♥2 ❧❡ ♠♦❞;❧❡ 0✉❡ ♥♦✉2

♣&♦♣♦2♦♥2 ❡♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬❛♠❛2 2♦♥% ❡22❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❜❛2=❡2 2✉& ❧❡2 &=2✉❧%❛%2 ♦❜%❡✲

♥✉2 ❡♥ ❉❋❚ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✶✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛&%✱ ❧❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ✭Vn✱ n ✈❛&✐❛♥% ❞❡ ✶ > ✻✱ ❡%

Vn❖m✱ n ❡% m ✈❛&✐❛♥% ❞❡ ✶ > ✹✮ ♦♥% =%= ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ♣❛&❛♠=%&=2 > ♣❛&%✐& ❞❡2 ✈❛✲

❧❡✉&2 ♦❜%❡♥✉❡2 ❛❜ ✐♥✐$✐♦✳ ▲❡2 =♥❡&❣✐❡2 ❞❡ ❧✐❛✐2♦♥ ❡% ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 ❧❛❝✉♥❛✐&❡2

Vn ❛✈❡❝ n ✈❛&✐❛♥% ❞❡ ✶ > ✻ ♣&♦✈✐❡♥♥❡♥% ❞❡2 =%✉❞❡2 ❉❋❚ ❞❡ ❍❛②✇❛&❞ ❡% ❋✉ ❬✶✵✻❪✳

❈♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 Vn❖m✱ n ❡% m ✈❛&✐❛♥% ❞❡ ✶ > ✹ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧❡2 =♥❡&❣✐❡2

❞❡ ❧✐❛✐2♦♥ ❡% ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡2 2♦♥% ❝❡❧❧❡2 ❞=%❡&♠✐♥=❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ❞❡✉① ♣&=❝=❞❡♥%2

❝❤❛♣✐%&❡2✳ ❉✬❛✉%&❡ ♣❛&%✱ ❧❡2 ❛♠❛2 ❞❡ ♣❧✉2 ❣&❛♥❞❡2 %❛✐❧❧❡2 ♦♥% =%= ❞=❝&✐%2 ❛✉ ♠♦②❡♥

❞✬✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❞✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ 2✉& &=2❡❛✉ ♣❛&❛♠=%&= > ♣❛&%✐& ❞❡2 ❞♦♥♥=❡2 ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2

♦❜%❡♥✉❡2 ❞❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ■■■✳ ❈❡ ❞❡&♥✐❡& ❛ =%= ❝♦♥2%&✉✐% ♣❛& ❙❝❤✉❧❡& ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛❞&❡

❞❡ 2❡2 %&❛✈❛✉① ❞❡ %❤;2❡ ❬✷✵✾❪ > ♣❛&%✐& ❞✬✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❞✬❛♠❛2 Vn❖m

0✉✐ 2♦♥% ♥♦♥ 2❡✉❧❡♠❡♥% ❧❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❞❡ ♣❧✉2 ❜❛22❡2 =♥❡&❣✐❡2✱ ♠❛✐2 ❛✉22✐ ❝❡❧❧❡2

♠=%❛2%❛❜❧❡2 ♦❜%❡♥✉❡2 ❧♦&2 ❞❡ ♥♦%&❡ =%✉❞❡ ❉❋❚ ❞=❝&✐%❡2 ❞❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ■■■✳ ▲❡ ♠♦✲

❞;❧❡ ❞=✈❡❧♦♣♣= ♣❛& ❙❝❤✉❧❡& &❡♣&♦❞✉✐% ❝♦&&❡❝%❡♠❡♥% ❧❡2 =♥❡&❣✐❡2 ❞❡ %♦✉2 ❝❡2 ❛♠❛2 >

♣❛&%✐& ❞✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥2 > ♥✲❝♦&♣2 ✭♣❛✐&❡2✱ %&✐♣❧❡%2 ❡% 0✉❛❞&✉♣❧=2✮✳ ■❧ ♣❡&♠❡% =❣❛❧❡♠❡♥%

❞❡ ♣&=❞✐&❡ ❧❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 2%❛❜❧❡2 ❡% ❧❡2 =♥❡&❣✐❡2 ❞❡2 ♣❧✉2 ❣&♦2 ❛♠❛2✳ ❈❡% ❡♥2❡♠❜❧❡

❞❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❞✬❛♠❛2 ❛ =%= ♦❜%❡♥✉ ♣❛& ✉♥❡ ♠=%❤♦❞❡ ❞✬❡①♣❧♦&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡

❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥♥❡❧ =❣❛❧❡♠❡♥% ❞=✈❡❧♦♣♣=❡ ♣❛& ❙❝❤✉❧❡& ❬✷✵✾✱ ✷✶✵❪✳ ❈❡%%❡ ♠=%❤♦❞❡ ❞✬❡①✲

♣❧♦&❛%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ♣♦✉& ✉♥ ❛♠❛2 VnXm &❡♣♦2❡ 2✉& ❝❡❧❧❡2 %&♦✉✈=❡2 ♣♦✉& ❧❡2

❛♠❛2 Vn−1Xm−1✳ U❛& ❝♦♥2=0✉❡♥%✱ ❧❡ %❡♠♣2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ %♦%❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡

❞❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❛✉❣♠❡♥%❡ ❢♦&%❡♠❡♥% ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♥2%✐%✉❛♥%2 ❞❡ ❧✬❛♠❛2 ❧❡

♣❧✉2 ❣&♦2 &❡❝❤❡&❝❤=✳ ❆✐♥2✐✱ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ♣❧✉2 ❣&♦2 ❛♠❛2 2✐♠✉❧=2 ❡2% ❧✐♠✐%= ♣❛& ❧❡✉&

%❛✐❧❧❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ %♦%❛❧ ❞❡2 ❝♦♥2%✐%✉❛♥%2 ❡2% =❣❛❧ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ > ✶✵✵ ✭n + m = 100✮✳

❉❛♥2 ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞;❧❡ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✶✮✱ ❧❡2 ❛♠❛2 &✐❝❤❡2 ❡♥ ❧❛❝✉♥❡2 ✭

n
m

& 3✮ 2♦♥% ❞❡2

❝❛✈✐%=2 ❞=❝♦&=❡2 ♣❛& ❧❡2 ❛%♦♠❡2 ❞✬♦①②❣;♥❡✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦2=✱ ❧♦&20✉❡ ❧❡2 ❛%♦♠❡2 ❞✬♦①②❣;♥❡

2♦♥% ❡♥ ❡①❝;2 ✭

n
m

. 0, 3✮✱ ❧❡2 ❛♠❛2 ❝♦&&❡2♣♦♥❞❡♥% > ❞❡2 ♣2❡✉❞♦✲♣❧❛0✉❡2 ❞✬❛%♦♠❡2

❞✬♦①②❣;♥❡✳ U♦✉& ❧❡2 ❝❛2 ✐♥%❡&♠=❞✐❛✐&❡2 0, 3 . n
m

. 3✱ ❧❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❧❡2 ♣❧✉2

2%❛❜❧❡2 &❡♣&=2❡♥%❡♥% ❞❡2 ❛&&❛♥❣❡♠❡♥%2 ♦&❞♦♥♥=2 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡2 ❡% ❞✬❛%♦♠❡2 ❞✬♦①②❣;♥❡

0✉❡ ♥♦✉2 ♣♦✉✈♦♥2 ❛♣♣❛&❡♥%❡& > ❞❡2 ❣❡&♠❡2 ♣♦%❡♥%✐❡❧2 ❞✬♦①②❞❡2 ❞❡ ❢❡& &❡♣&♦❞✉✐%2

2✉& &=2❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ 2%&✉❝%✉&❡ ❞❡2 ♦①②❞❡2 ❞❡ ❢❡& ♥✬❡2% ♣❛2 ✉♥❡ 2%&✉❝%✉&❡ ❝✉❜✐0✉❡

✶✵✻



❱✳✶✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥.❡% ❞✬❡♥*'.❡ ❞✉ ♠♦❞2❧❡

❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣2♥❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞✬❛♠❛%

❝❡♥*'.❡✱ ♠❛✐% ♣❡✉* ;*'❡ ❝✉❜✐9✉❡ *②♣❡ ◆❛❈❧ ✭❧❛ ✇✉%*✐*❡ ❋❡❖✮✱ ❝✉❜✐9✉❡ *②♣❡ %♣✐♥❡❧❧❡

✭❋❡3❖4✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦'❡ '❤♦♠❜♦.❞'✐9✉❡ *②♣❡ ❝♦'✐♥❞♦♥ ✭❋❡2❖3✮ ❬✷✶✷❪✳ ■♠❛❣✐♥♦♥% ♠❛✐♥✲

*❡♥❛♥* ✉♥❡ ♠❛*'✐❝❡ ❞❡ ❢❡' α ♣❛'❢❛✐*❡ J ✉♥❡ *❡♠♣.'❛*✉'❡ ❞♦♥♥.❡✳ ❙✐ ♥♦✉% ❛❥♦✉*♦♥%

❞❡ ❧✬♦①②❣2♥❡ ❛✉ ❞❡❧J ❞❡ %❛ ❧✐♠✐*❡ ❞❡ %♦❧✉❜✐❧✐*.✱ ✉♥ ♦①②❞❡ ❞❡ ❢❡' ✈❛ %❡ ❢♦'♠❡'✳ ▼❛✐%

❛✈❛♥* ❞❡ ♣'❡♥❞'❡ ❧❛ %*'✉❝*✉'❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❡✱ ✐❧ ❡%* ♣'♦❜❛❜❧❡ 9✉✬✐❧ ❢♦'♠❡ ✉♥ ❛♠❛%

❝♦❤.'❡♥* ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛*'✐❝❡ ❝✉❜✐9✉❡ ❝❡♥*'.❡✳ ■❧ ❡%* .❣❛❧❡♠❡♥* ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐**.'❛*✉'❡ 9✉❡

❝❡'*❛✐♥% ♣'.❝✐♣✐*.% ♣'.%❡♥*❡♥* ✉♥ .❝❛'* J ❧❡✉' %*P❝❤✐♦♠.*'✐❡ ✓ ✐❞.❛❧❡ ✔✳ S♦✉' ❧❡ ❝❛% ❞❡

❧❛ ✇✉%*✐*❡✱ ❞❛♥% ❞❡% ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ♥♦'♠❛❧❡% ❞❡ ♣'❡%%✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡①✐%*❡ ♣❛% ❞❡ ❝♦♠♣♦%✐*✐♦♥

%*P❝❤✐♦♠.*'✐9✉❡ ❞❡ ❋❡❖✱ ♠❛✐% ❡❧❧❡ ♣'.%❡♥*❡ ✉♥❡ %*'✉*✉'❡ ❋❡1−x❖ 9✉✐ '.%✉❧*❡ ❞❡ ❧❛

♣'.%❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡% ❬✷✶✸✱ ✷✶✷❪✳ ▲❡ ♠;♠❡ ♣❤.♥♦♠2♥❡ ❡%* ❞♦♥❝ *'2% ♣'♦❜❛❜❧❡ ❞❛♥% ❧❡%

♣'❡♠✐2'❡% .*❛♣❡% ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡% ♦①②❞❡%✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%❝✐❡♥❝❡ 9✉❡ ❝❡% ❝♦♥✜✲

❣✉'❛*✐♦♥% ♥❡ %♦♥* ♣❛% '.❛❧✐%*❡% J ♣❛'*✐' ❞✬✉♥❡ ❝❡'*❛✐♥❡ *❛✐❧❧❡ ❞✬❛♠❛%✳ ◆.❛♥♠♦✐♥%✱ ♥♦✉%

❝♦♥%✐❞.'♦♥% ❝❡% ❤②♣♦*❤2%❡% ❛❝❝❡♣*❛❜❧❡% ❡♥ ♣'❡♠✐2'❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞❛♥% ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡

❞❡% ❛♠❛% Vn❖m ❛✈❡❝ n + m ≤ 100✳

❋✐❣✉$❡ ❱✳✶ ✕ ❊♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❛♠❛% ❝♦♥%✐❞.'.% ❞❛♥% ❧❡ ♠♦❞2❧❡✳ ▲❡% ♣❡*✐*% ❛♠❛% ✭Vn
❛✈❡❝ n ✈❛'✐❛♥* ❞❡ ✶ J ✻ ❡* Vn❖m ❛✈❡❝ n ❡*m ✈❛'✐❛♥* ❞❡ ✶ J ✹✮ ♣❛'❛♠.*'.% ❞✐'❡❝*❡♠❡♥*

%✉' ❧❡% ❞♦♥♥.❡% ❉❋❚ %♦♥* '❡♣'.%❡♥*.% ❞❛♥% ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐♦❧❡**❡✳ ▲❡% ♣❧✉% ❣'♦% ❛♠❛% ✭Vn
❛✈❡❝ n %*'✐❝*❡♠❡♥* %✉♣.'✐❡✉' J ✻ ❡* Vn❖m ❛✈❡❝ n ❡* m %*'✐❝*❡♠❡♥* %✉♣.'✐❡✉'% J ✹✮✱

♣❛'❛♠.*'.% %✉' ✉♥ ♠♦❞2❧❡ ❞✬✐♥*❡'❛❝*✐♦♥ %✉' '.%❡❛✉✱ ❧✉✐✲♠;♠❡ ❜❛%. %✉' ❧❡% ❞♦♥♥.❡%

❉❋❚✱ %♦♥* '❡♣'.%❡♥*.% ❞❛♥% ❧❛ ③♦♥❡ ❜❧❡✉❡✳ ❉❡% %*'✉❝*✉'❡% *②♣✐9✉❡% ❞✬❛♠❛% ❛✈❡❝

❞✐✛.'❡♥*❡% ♣'♦♣♦'*✐♦♥% ❞✬❛*♦♠❡% ❞✬♦①②❣2♥❡ ❡* ❞❡ ❧❛❝✉♥❡% %♦♥* '❡♣'.%❡♥*.❡%✳ ❙✉' ❝❡%

'❡♣'.%❡♥*❛*✐♦♥%✱ ❧❡% %♣❤2'❡% ❜❧❡✉❡% ❡* ♥♦✐'❡% '❡♣'.%❡♥*❡♥* '❡%♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧❡% ❛*♦♠❡%

❞✬♦①②❣2♥❡ ❡* ❞❡ ❢❡'✱ ❡* ❧❡% ❝✉❜❡% ❣'✐% ❧❡% ❧❛❝✉♥❡%✳

❈❡% ❛♠❛% ❞❡ *❛✐❧❧❡% %✉♣.'✐❡✉'❡% J Vn ❛✈❡❝ n %*'✐❝*❡♠❡♥* %✉♣.'✐❡✉'% J ✻ ❡*✱ Vn❖m

✶✵✼



❈❤❛♣✐%&❡ ❱✳ ➱%✉❞❡ ♣❛& ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬❛♠❛2 ❞❡ ❧✬❡✛❡% ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2

❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❢❡& α

❛✈❡❝ n ❡% m 2%&✐❝%❡♠❡♥% 2✉♣>&✐❡✉&2 ? ✹✱ 2♦♥% 2②2%>♠❛%✐0✉❡♠❡♥% ❝♦♥2✐❞>&>2 ❝♦♠♠❡

✐♠♠♦❜✐❧❡2✳ ▲❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥%2 ❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2 ♥♦%>2 ✭n✱m✮ 2♦♥% ❞>❝&✐%2

♣❛& ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ ❞✬❆&&❤>♥✐✉2 ✿

D(n,m) = D0
(n,m) exp (−

Emig(VnXm)

kBT
), ✭❱✳✶✮

♦I Emig(VnXm) ❡2% ❧✬>♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛2 ✭n✱m✮ ❡2%✐♠>❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛

❞✐✛>&❡♥❝❡ ❡♥%&❡ ❧✬>♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❝♦❧ ❧❛ ♣❧✉2 >❧❡✈>❡ ❡% ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬>%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✭❝❢✳ ♣❛&✲

%✐❡ ■■✳✷✳✻✳✸✮✳ ◆♦✉2 ❛✈♦♥2 >♠✐2 ❧✬❤②♣♦%❤;2❡ 0✉❡ %♦✉2 ❧❡2 ❛♠❛2 ♦♥% ❧❡ ♠O♠❡ ♣&>❢❛❝%❡✉&

D0
(n,m) 0✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ 2✉♣♣♦2> O%&❡ ? ✽✱✷ × 10−7 m2 s−1

❬✶✽✸❪✳ ▲✬>%✉❞❡

❉❋❚ ❞✉ ❝❤❛♣✐%&❡ ■❱ ❛ ♠✐2 ❡♥ >✈✐❞❡♥❝❡ 0✉❡ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ❞✐22♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2

2♦♥% ❝♦♥2%✐%✉>❡2 ❞❡ 2❛✉%2 2✉❝❝❡22✐❢2 ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♦✉ ❞✉ 2♦❧✉%>✳ ▲❡2 ❞♦♥♥>❡2 ❡①♣>&✐♠❡♥✲

%❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡ ❢❡& ♠♦♥%&❡♥% 0✉❡ ❧❡ ♣&>❢❛❝%❡✉& ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡✱ ❧✬>❧>♠❡♥% ❧❡ ♣❧✉2 ❧>❣❡& ❞❡2

%&♦✐2 ♣&>❝>❞❡♠♠❡♥% ❝♦♥2✐❞>&>2✱ ❡2% ❝♦♠♣&✐2 ❡♥%&❡ ✻✱✷ × 10−7
❡% ✶✱✼ × 10−7 m2 s−1

❡♥✈✐&♦♥ ❬✷✶✹✱ ✷✶✶❪✳ W♦✉& ❧✬♦①②❣;♥❡✱ ✐❧ ❡2% ❡2%✐♠> ? ✶ × 10−6 m2 s−1
❬✷✶✺❪✳ ❈❡2 ✈❛✲

❧❡✉&2 2♦♥% ❞✉ ♠O♠❡ ♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& 0✉❡ ❧❡ ♣&>❢❛❝%❡✉& ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ✉%✐❧✐2>✳

W❛& ❝♦♥2>0✉❡♥%✱ ❝♦♥2✐❞>&❡& 0✉❡ %♦✉2 ❧❡2 ❛♠❛2 ♦♥% ✉♥ ♣&>❢❛❝%❡✉& 2✐♠✐❧❛✐&❡ ? ❝❡❧✉✐ ❞❡

❧❛ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❡2% ✉♥❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❝❝❡♣%❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣&✐♥❝✐♣❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❡①❛❝%❡ ❞✉

♣&>❢❛❝%❡✉& ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❛♠❛2 ♣♦✉&&❛✐% O%&❡ ❞>%❡&♠✐♥>❡ ? ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧2 ❉❋❚✳ W♦✉&

❝❡❧❛✱ ❧❡2 ❢&>0✉❡♥❝❡2 ❞✬❛%%❛0✉❡2 ❞❡ %♦✉2 ❧❡2 2❛✉%2 0✉✐ ♣❡✉✈❡♥% ❛✈♦✐& ❧✐❡✉ ❞♦✐✈❡♥% O%&❡

❝❛❧❝✉❧>❡2✳ ◆>❛♥♠♦✐♥2✱ ❝♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ✐♠♣♦&%❛♥% ❞❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❝♦♥2✐❞>✲

&>❡2 ❞❛♥2 ❝❡2 %&❛✈❛✉① ❞❡ %❤;2❡✱ ♥♦✉2 ♥♦✉2 2♦♠♠❡2 ❧✐♠✐%>2 ❛✉① ❝❛❧❝✉❧2 ❞❡2 0✉❛♥%✐%>2

>♥❡&❣>%✐0✉❡2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ✐❧ ♥✬❡2% ♣❛2 ❤❛❜✐%✉❡❧ 0✉❡ ❧❡2 ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥2 ❡♥%&♦♣✐0✉❡2 2♦✐❡♥%

❡2%✐♠>❡2 ✈✐❛ ❞❡2 ❝❛❧❝✉❧2 ❉❋❚ ❬✷✶✻❪✱ ❝❛& ❧❡2 ✈❛❧❡✉&2 ❞❡2 ❢&>0✉❡♥❝❡2 2♦♥% %&;2 2❡♥2✐❜❧❡2

❛✉① ❞✐✛>&❡♥%❡2 ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥2 ❉❋❚ ❡♠♣❧♦②>❡2✳

▲✬✐♠♣❛❝% ❞❡ ❧❛ ♣&>2❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉2✐❡✉&2 >%❛♣❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ❝❤❡♠✐♥2 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ 2✉&

❧❡ ♣&>❢❛❝%❡✉& ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❛ >%> ❡①❛♠✐♥>✳ ❉❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ?

♣❧✉2✐❡✉&2 >%❛♣❡2✱ ❧❡ ♣&>❢❛❝%❡✉& ❞❡✈&❛✐% O%&❡ ♣❧✉2 ❢❛✐❜❧❡ 0✉❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞✬✉♥❡ 2✐♠♣❧❡

❜❛&&✐;&❡ ✿ ✐❧ ❡2% ❡♥ ❡✛❡% &>❞✉✐% ❞✬✉♥ ❢❛❝%❡✉& ❞✐% ❞❡ ❝♦&&>❧❛%✐♦♥✳ ❈❡ ♣&>❢❛❝%❡✉& ❛ >%>

❡2%✐♠> ♣♦✉& ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛2 V3❖ ❧❡ ♣❧✉2 ❢❛✈♦&❛❜❧❡ ♦❜%❡♥✉ ❞❛♥2 ❧❡

♣&>❝>❞❡♥% ❝❤❛♣✐%&❡ ✭♠>%❤♦❞❡ ❞>❝&✐%❡ ❞❛♥2 ❧❛ ❞>♠♦♥2%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ ■■✳✷✳✻✳✸✮✳ ❙❛

✈❛❧❡✉& ❡2% ❛✉ ♣❧✉2 ❞✐✈✐2>❡ ♣❛& 2✐① ? ✻✵✵ ❑✱ %❡♠♣>&❛%✉&❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♥2✐❞>&>❡ ❞❛♥2 ❝❡

❝❤❛♣✐%&❡✳ ❊♥ ❝♦♥2✐❞>&❛♥% ❝❡%%❡ &>❞✉❝%✐♦♥ 2✉& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ♣&>❢❛❝%❡✉&✱ ❧❛ ❜❛&&✐;&❡ ❞❡

♠✐❣&❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛2 ❡2% ❞✐♠✐♥✉>❡ ❞❡ ✵✱✵✽ ❡❱✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡

2✉& ❧❡ ♣&>❢❛❝%❡✉& ♥♦✉2 ♣❡&♠❡% ❞❡ ❧❡ ♥>❣❧✐❣❡& ❞❛♥2 ♥♦%&❡ >%✉❞❡✳

✶✵✽



❱✳✷✳ ▼✐%❡ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡1✐1% ❛♠❛% ♠♦❜✐❧❡% ❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣:♥❡ ✈✐❛

❞❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% ❡♥ ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞✬❛♠❛%

❱✳✷ ▼✐%❡ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡1✐1% ❛♠❛%

♠♦❜✐❧❡% ❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣:♥❡ ✈✐❛ ❞❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% ❡♥

❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞✬❛♠❛%

◆♦✉% ❝❤❡>❝❤♦♥% ? ♠❡11>❡ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ >@❧❡ ❞❡% ♣❡1✐1% ❛♠❛% ❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣:♥❡

♠♦❜✐❧❡% %✉> ❧❛ ♠✐❝>♦%1>✉❝1✉>❡✳ A♦✉> ❝❡❧❛✱ ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♣❛>❛♠:1>❡% ♣♦✉> ❧❡% (♥❡>❣✐❡%

❞❡ ♠✐❣>❛1✐♦♥ ♦♥1 (1( ✉1✐❧✐%(%✳ ❉❛♥% ❧❡ ♣>❡♠✐❡> ❝❛%✱ %❡✉❧% ❧❡% ❛1♦♠❡% ❞✬♦①②❣:♥❡ ✐%♦❧(%

❡1 ❧❡% ❛♠❛% Vn %♦♥1 ♠♦❜✐❧❡% ✭♣❛>❛♠(1>❛❣❡ ✶✮ ✿ M1 = {O, Vn ≤ 6}✳ ❉❛♥% ❧❡ %❡❝♦♥❞

❝❛%✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐1( ❞❡% ♣❡1✐1% ❛♠❛% Vn❖m ❡%1 ❡♥ ♣❧✉% ♣>✐%❡ ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ✭♣❛>❛♠(1>❛❣❡ ✷✮ ✿

M2 = {O, Vn ≤ 6, VO, V2O, V3O, VO2}✳

❉❛♥% ❝❡% ❞❡✉① ❝♦♥❞✐1✐♦♥%✱ ❧❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% %♦♥1 ❡✛❡❝1✉(❡% ? ❞❡% 1❡♠♣(>❛1✉>❡%

❝♦♠♣>✐%❡% ❡♥1>❡ ✸✵✵ ❡1 ✻✵✵ ❑✳ ❆✉✲❞❡❧?✱ ❧❡% ❜♦>♥❡% ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❛♠❛% >❡♣>(✲

%❡♥1(% ✭n + m = 100✮ %♦♥1 ❛11❡✐♥1❡% ❞❛♥% ❞❡% 1❡♠♣% 1>:% ❝♦✉>1% ✭❁ ✶ %✮✳ ❊♥

❡✛❡1✱ ❧❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% %♦♥1 ❛>>R1(❡% ❞:% ;✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥1>❛1✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❛% Vn❖m 1❡❧ ;✉❡

n + m = 100 ❞❡✈✐❡♥1 %✉♣(>✐❡✉>❡ ♦✉ (❣❛❧❡ ? ✶✵14 m−3
❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛% ♣❡>1✉>❜❡> ❧❛

❞✐%1>✐❜✉1✐♦♥ ❞✬❛♠❛% ♣❛> ❧❡% ❝♦♥❞✐1✐♦♥% ❞❡ ✢✉① ♥✉❧ ✐♠♣♦%(❡% ❡♥ n + m = 100✳

◆♦✉% ❝♦♥%✐❞(>♦♥% ✉♥ ❝❛% ♠♦❞:❧❡ ❞❛♥% ❧❡;✉❡❧ ❧❡ %②%1:♠❡ ❝♦♥1✐❡♥1 %❡✉❧❡♠❡♥1 ❞❡%

♠♦♥♦♠:>❡% ❞❡ ❧❛❝✉♥❡% ❡1 ❞✬❛1♦♠❡% ❞✬♦①②❣:♥❡ ? ❧✬(1❛1 ✐♥✐1✐❛❧✳ ▲❛ ✜♥❛❧✐1( ❞❡ ❝❡% %✐♠✉✲

❧❛1✐♦♥% (1❛♥1 ❞❡ >❡♣>(%❡♥1❡> ❧❡ %②%1:♠❡ ? ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❜>♦②❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❛♣>:% ❧❛ ❢♦>♠❛1✐♦♥ ❞❡

❧❛❝✉♥❡% ❡♥ ❡①❝:% ❡1 ❧❛ ❞✐%%♦❧✉1✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣:♥❡ ❞❛♥% ❧❛ ♠❛1>✐❝❡✮✱ ❧❡% 1❡>♠❡% %♦✉>❝❡%✱

❞✉% ❛✉ ❜>♦②❛❣❡ ♦✉ ? ❧✬✐>>❛❞✐❛1✐♦♥✱ ♥❡ %♦♥1 ♣❛% ♣>✐% ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ♥✐ ♣♦✉> ❧❡% ❞(❢❛✉1%

♣♦♥❝1✉❡❧% ♥✐ ♣♦✉> ❧❡% %♦❧✉1(%✳ A❛> ❛✐❧❧❡✉>%✱ ❧❡ ❜>♦②❛❣❡ ♥❡ ♣>♦❞✉✐%❛♥1 ♣❛% ❞✬❛✉1♦✲

✐♥1❡>%1✐1✐❡❧%✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛% ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡% ♣>❡♥❞>❡ ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ❞❛♥% ❧❡ ♠♦❞:❧❡✳ ❉❛♥% ✉♥

♣>❡♠✐❡> 1❡♠♣%✱ ❧❡% ♣✉✐1% ❞❡ ❧❛❝✉♥❡% ❡1 ❞✬♦①②❣:♥❡ ✭❞✐%❧♦❝❛1✐♦♥%✱ ❥♦✐♥1% ❞❡ ❣>❛✐♥%✮ ♥❡

%♦♥1 ♣❛% ✐♥1(❣>(% ❞❛♥% ❧❡ ♠♦❞:❧❡✳

A❧✉%✐❡✉>% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% ♦♥1 (1( >(❛❧✐%(❡% ❡♥ ❢❛✐%❛♥1 ✈❛>✐❡> ❧❛ ❝♦♥❝❡♥1>❛1✐♦♥ 1♦1❛❧❡

❞✬♦①②❣:♥❡ ✭❞❡ ✶✵

21
? ✶✵

24 m−3
✮ ❡1 ❧❡ >❛1✐♦

CV

CO

✭❞❡ ✵✱✶ ? ✶✵✵✮ ❞❛♥% ❧❛ ♠R♠❡ ❢❡♥R1>❡

❞❡ 1❡♠♣(>❛1✉>❡ ✭✸✵✵✲✻✵✵ ❑✮✳ ▲❛ ♠(1❤♦❞❡ ❛ ❝♦♥%✐%1( ? ❢❛✐>❡ ✈❛>✐❡> ❞✐✛(>❡♥1% ♣❛>❛✲

♠:1>❡%✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡11>❡ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡% 1❡♥❞❛♥❝❡% ❞❡ ♣❤(♥♦♠:♥❡% %✐❣♥✐✜❝❛1✐❢% %❡❧♦♥ ❧❡%

❝♦♥❝❡♥1>❛1✐♦♥% >❡❧❛1✐✈❡% ❧❛❝✉♥❡%✴♦①②❣:♥❡✳ ❉❛♥% 1♦✉% ❧❡% ❝❛%✱ ❧❡% ❧❛❝✉♥❡% %♦♥1 ❡♥ ❡①❝:%

♣❛> >❛♣♣♦>1 ? ❧✬(;✉✐❧✐❜>❡ 1❤❡>♠✐;✉❡ ❛✜♥ ❞❡ %❡ >❛♣♣>♦❝❤❡> ❞❡% ❝♦♥❞✐1✐♦♥% ❞✉ ❜>♦②❛❣❡✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥1>❛1✐♦♥ 1♦1❛❧❡ ❡♥ ♦①②❣:♥❡ ❡%1 %✉♣(>✐❡✉>❡ ? %❛ ❧✐♠✐1❡ ❞❡ %♦❧✉❜✐❧✐1(

❞❛♥% ❧❡ ❢❡> ♣♦✉> 1♦✉1❡% ❧❡% 1❡♠♣(>❛1✉>❡% ❡①❛♠✐♥(❡% ❞❛♥% ❝❡11❡ (1✉❞❡ ❬✶✾✶✱ ✷✵✾✱ ✷✶✵❪✳

▲❛ %✉>%❛1✉>❛1✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣:♥❡ ❡%1 ❛✉%%✐ >❡♣>(%❡♥1❛1✐✈❡ ❞❡ ❧✬(1❛1 ❞❡% ❛❝✐❡>% ❖❉❙ ❡♥

✜♥ ❞❡ ❢❛❜>✐❝❛1✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡%;✉❡❧% ❧❛ ❝♦♥❝❡♥1>❛1✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣:♥❡ ❝♦♥1❡♥✉❡ ❞❛♥% ❧❛ ♠❛✲

1>✐❝❡ ♠(1❛❧❧✐;✉❡ ♣❡✉1 ❛11❡✐♥❞>❡ ❞❡% ✈❛❧❡✉>% ❞❡ ♣>:% ❞❡ ✵✱✶✵ ✪ ❛1♦♠✐;✉❡ ✭%♦✐1 ❡♥✈✐>♦♥

✶✵✾



❈❤❛♣✐%&❡ ❱✳ ➱%✉❞❡ ♣❛& ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬❛♠❛2 ❞❡ ❧✬❡✛❡% ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2

❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❢❡& α

✶✵

26 m−3
✮ ❬✺✾✱ ✹✼❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ ❞❛♥2 ❞❡2 ❝❛2 ❞✬♦①②❞❛%✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦&&♦2✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❝✐❡&✳

▲✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 &H2✉❧%❛%2 ♠❡% ❡♥ ❡①❡&❣✉❡ ❞❡✉① &H❣✐♠❡2 ❞✐2%✐♥❝%2 ✿ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❞❛♥2

❧❡0✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡2 ❡2% 2✉♣H&✐❡✉&❡ ♦✉ H❣❛❧❡ J ❝❡❧❧❡ ❡♥ ♦①②❣;♥❡✱

❡% ❧❡ 2❡❝♦♥❞ ❞❛♥2 ❧❡0✉❡❧ ❧❡2 ❛%♦♠❡2 ❞✬♦①②❣;♥❡ 2♦♥% ❡♥ ❡①❝;2 ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉① ❧❛❝✉♥❡2✳

K♦✉& ✐❧❧✉2%&❡& ❧❡ ♣&❡♠✐❡& &H❣✐♠❡✱ ♥♦✉2 ❢❛✐2♦♥2 %♦✉% ❞✬❛❜♦&❞ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞H❝&✐&❡ ❡♥

❞H%❛✐❧ ✉♥ ❝❛2 ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ✿ ❧❡2 ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥2 %♦%❛❧❡2 ❡♥ ❧❛❝✉♥❡2 ❡% ❡♥ ♦①②❣;♥❡ 2♦♥%

H❣❛❧❡2 ✭

CV

CO

❂ ✶✮ ❡% ✈❛❧❡♥% ✶✵

24 m−3
✳

❉❛♥2 ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣2✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝❛&❛❝%H&✐2H ❧✬H✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ♠♦✲

❜✐❧❡2 ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ %❡♠♣2 J ❞✐✛H&❡♥%❡2 %❡♠♣H&❛%✉&❡2 ❛✜♥ ❞❡ &H✈H❧❡& ❧❡✉& &Q❧❡ ♣♦%❡♥✲

%✐❡❧ ❞❛♥2 ❧❡ %&❛♥2♣♦&% ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡✳ ❊❧❧❡2 2♦♥% 2✐♠✐❧❛✐&❡2 ♣♦✉& %♦✉%❡2 ❧❡2 %❡♠♣H&❛%✉&❡2

❝♦♥2✐❞H&H❡2 ✿ ♣❧✉2 ❧❛ %❡♠♣H&❛%✉&❡ ❡2% H❧❡✈H❡✱ ♣❧✉2 ❧✬❛♣♣❛&✐%✐♦♥ ❞❡2 ♣❤H♥♦♠;♥❡2 ❡2% &❛✲

♣✐❞❡ ❞❛♥2 ❧❡ %❡♠♣2 ✭❋✐❣✉&❡2 ❱✳✷ ❡% ❱✳✸✮✳ K❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡ V3❖ ❝❤✉%❡

✉♥❡ ♣&❡♠✐;&❡ ❢♦✐2 J t = 10−2
2 J ✺✵✵ ❑ ❛❧♦&2 0✉✬J ✹✵✵ ❡% ✸✵✵ ❑✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉

&❡2♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% J t = 1 2 ❡% t = 1000 2 ❡♥✈✐&♦♥✳ ❈✬❡2% ♣♦✉&0✉♦✐ ❧❡2 &H2✉❧%❛%2 ❞H❝&✐%2

2♦♥% 2❡✉❧❡♠❡♥% ❝❡✉① ♦❜%❡♥✉2 J ✺✵✵ ❑ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✷✮✳ K♦✉& ❧❡2 ❞❡✉① ♣❛&❛♠H%&❛❣❡2✱ ❧❛

❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 ❝&♦X%✱ ♣✉✐2 ❞H❝&♦X% ♦✉ 2❡ 2%❛❜✐❧✐2❡✳ ▲❡2 ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥2 ❞❡2

❛♠❛2 V❖✱ V❖2 ❡% V3❖ ❜❛✐22❡♥% ❝♦♥2✐❞H&❛❜❧❡♠❡♥% J ❡♥✈✐&♦♥ t = 10−2
2 ♣♦✉& ❧❡2

♣❛&❛♠H%&❛❣❡2 ✶ ❡% ✷✳ K♦✉& ❧❡ ♣❛&❛♠H%&❛❣❡ ✷ ✭O, Vn ≤ 6, VO, V2O, V3O, VO2 ♠♦❜✐❧❡2✮✱

✉♥❡ ❞❡✉①✐;♠❡ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❡2% ❝❧❛✐&❡♠❡♥% ✈✐2✐❜❧❡ ❛♣&;2 ✶✵✵ 2 ♣♦✉& ❧❡2 ❛♠❛2 V3❖✱ V2❖

❡% V❖✳

❊♥ &❡❣❛&❞❛♥% ♣❧✉2 ❡♥ ❞H%❛✐❧ ❝❡%%❡ H✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡2 ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥2 ❞❡2 ❛♠❛2 ❡♥ ❢♦♥❝✲

%✐♦♥ ❞✉ %❡♠♣2✱ ✐❧ ❛♣♣❛&❛X% 0✉❡ ❧❛ ♣&❡♠✐;&❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡2 ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥2 ❞❡2 ❛♠❛2

Vn❖m ❡2% ❞✉❡ J ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 V ✱ V2 ❡% V3✳ K✉✐2✱ ❛✉%♦✉& ❞❡ t = 10−4 s✱ ❧❡2

❛♠❛2 V❖ ❡% V❖2 2❡ ❞✐22♦❝✐❡♥% ♣❧✉2 0✉✬✐❧2 ♥❡ 2❡ ❢♦&♠❡♥% ❡♥ &❛✐2♦♥ ❞❡ ❧✬H♣✉✐2❡♠❡♥% ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❡♥ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❞✉❡ J ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡2 ♣❧✉2 ❣&♦2 ❛♠❛2✳ K❛& ❝♦♥2H✲

0✉❡♥%✱ ❛♣&;2 ❛✈♦✐& ❛%%❡✐♥% ❧❡✉&2 ✈❛❧❡✉&2 ♠❛①✐♠❛❧❡2 J t = 10−4
2✱ ❧❡2 ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥2

❞❡2 ❛♠❛2 V❖ ❡% V❖2 ❞✐♠✐♥✉❡♥% ❥✉20✉✬J ❛%%❡✐♥❞&❡ ❧❛ ♠Z♠❡ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ 0✉❡ ❧✬❛♠❛2

V2❖ J t = 10−2
2✳

▲❡2 ♠H❝❛♥✐2♠❡2 ❞❡ ❞✐2♣❛&✐%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 V3❖ 2♦♥% ❞✐✛H&❡♥%2 ♣♦✉& ❧❡2 ♣❛&❛♠H✲

%&❛❣❡2 ✶ ❡% ✷✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②2❡ ❞❡2 ✢✉①✱ J 2❛✈♦✐& ❧❡2 %❡&♠❡2 ❞❡ ❝&H❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❞✐2♣❛&✐✲

%✐♦♥ ❞❛♥2 ❧✬H0✉❛%✐♦♥ ✭■■✳✹✶✮✱ ♠♦♥%&❡ 0✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛&❛♠H%&❛❣❡ ✶ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 V3❖ ♣&♦✈✐❡♥% ❡22❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❡✉& ❞✐22♦❝✐❛%✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡

♣❛&❛♠H%&❛❣❡ ✷ ✭O, Vn ≤ 6, VO, V2O, V3O, VO2 ♠♦❜✐❧❡2✮✱ ❧❛ ❞✐2♣❛&✐%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 V3❖

2✬❡①♣❧✐0✉❡ ♥♦♥ 2❡✉❧❡♠❡♥% ♣❛& ❧❡✉& ❞✐22♦❝✐❛%✐♦♥ ♠❛✐2 ❛✉22✐ ♣❛& ❧❡✉& ❛❣❣❧♦♠H&❛%✐♦♥ ❛✈❡❝

❞✬❛✉%&❡2 ❛♠❛2 Vn❖m ❝❛✉2H❡ ♣❛& ❧❡✉& ♠✐❣&❛%✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♠❛2 V3❖ 2❡ ❞H&♦✉❧❡ ♣❧✉2 %Q% ✭t = 10−3
2 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ t = 10−2

2✮ ❧♦&20✉❡ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ❡2% ♣❡&♠✐2❡ ✭♣❛&❛♠H%&❛❣❡ ✷✮ ❞✉ ❢❛✐% ❞❡ ❧❛ ♣&H2❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ %❡&♠❡ ❞✬H❧✐✲

✶✶✵



❱✳✷✳ ▼✐%❡ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡1✐1% ❛♠❛% ♠♦❜✐❧❡% ❧❛❝✉♥❡%✲♦①②❣:♥❡ ✈✐❛

❞❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% ❡♥ ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞✬❛♠❛%

♠✐♥❛1✐♦♥ ;✉✐ ♥✬❛♣♣❛<❛=1 ♣❛% ❞❛♥% ❧❡ ♣❛<❛♠(1<❛❣❡ ✶✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ♣♦✉< ❞❡% 1❡♠♣(<❛1✉<❡%

♣❧✉% (❧❡✈(❡%✱ ❧❡ <❛♣♣♦<1 ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❞✐%%♦❝✐❛1✐♦♥ %✉< ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠✐❣<❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛% V3❖

❡%1 ♣❧✉% ✐♠♣♦<1❛♥1✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❡ <❛♣♣♦<1 ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① ✢✉① ❡%1 ❞✐<❡❝1❡♠❡♥1 ♣<♦♣♦<1✐♦♥✲

♥❡❧ D exp(−[Edisso(V3O)− Emig(V3O)]/kT )✱ ❛✈❡❝ Edisso(V3O) > Emig(V3O)✳
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❋✐❣✉$❡ ❱✳✷ ✕ ➱✈♦❧✉1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥1<❛1✐♦♥ ❞❡% ♣❡1✐1% ❛♠❛% Vn❖m ✭❣<❛♣❤✐;✉❡%

%✉♣(<✐❡✉<%✮ ❡1 ❧❛ ❝♦♥1<✐❜✉1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❛♠❛% ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❞✐✛✉%✐♦♥ ❡✛❡❝1✐❢ ❞❡

❧✬♦①②❣:♥❡ ✭❣<❛♣❤✐;✉❡% ✐♥❢(<✐❡✉<%✮ ♣♦✉< ❧❡ ♣❛<❛♠(1<❛❣❡ ✶✱ ♦L %❡✉❧% ❧❡% ♠♦♥♦♠:<❡%

❞✬♦①②❣:♥❡ %♦♥1 ♠♦❜✐❧❡% ✭❣<❛♣❤✐;✉❡% ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡1 ❧❡ ♣❛<❛♠(1<❛❣❡ ✷✱ ♦L ❧❡% ♣❡1✐1%

❛♠❛% Vn❖m %♦♥1 ♠♦❜✐❧❡% ✭❣<❛♣❤✐;✉❡% ❞❡ ❞<♦✐1❡✮✳ ▲❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% ♦♥1 (1( <(❛❧✐%(❡% D

✺✵✵ ❑ ❛✈❡❝ CO ❂ ✶✵
24 m−3

❡1

CV

CO

❂ ✶✳

❯♥❡ %❡❝♦♥❞❡ ❞✐♠✐♥✉1✐♦♥ ❞❡% ❝♦♥❝❡♥1<❛1✐♦♥% ❞❡% ❛♠❛% V❖✱ V2❖ ❡1 V3❖ ❡%1 ✈✐%✐❜❧❡

❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛<❛♠(1<❛❣❡ ✷ D t ≃ ✶✵✵ %✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉1✐♦♥ ❞❡ V❖ ❡1 V2❖ %❡ ❥✉%1✐✜❡ %✐♠♣❧❡♠❡♥1

♣❛< ❧❛ ❢♦<♠❛1✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉% ❣<♦% ❛♠❛% ❛✈❡❝ ❝❡ ♣❛<❛♠(1<❛❣❡✳ ❈❡% ❞❡<♥✐❡<% %♦♥1 ♣❧✉%

%1❛❜❧❡% ❡1 ♣<♦❞✉✐%❡♥1 ♠♦✐♥% ❞✬❛♠❛% V❖✱ V2❖ ❡1 V ♣❛< ❞✐%%♦❝✐❛1✐♦♥✳ ❉❡✉① ❢❛❝1❡✉<%

❡①♣❧✐;✉❡♥1 ❝❡11❡ ❞✐♠✐♥✉1✐♦♥ ♣♦✉< ❧✬❛♠❛% V3❖✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛<1✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥1<❛1✐♦♥

❞❡% ❛♠❛% V ✱ V❖ ❡1 V2❖ ❝♦♥❞✉✐1 D ✉♥ 1❛✉① ❞❡ ❝<(❛1✐♦♥ ♣❧✉% ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉< ❧✬❛♠❛% V3❖✳

❉✬❛✉1<❡ ♣❛<1✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐1( ❞❡ ❧✬❛♠❛% V3❖ ❡%1 <❡%♣♦♥%❛❜❧❡ ❞❡ %♦♥ ❛❜%♦<♣1✐♦♥ ♣❛< ❞❡%
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èn

e,
m
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❡✛❡% 2✉& ❧❛ ♠✐❝&♦2%&✉❝%✉&❡ ♥❡ ❞♦✐% ♣❛2 M%&❡ ♥@❣❧✐❣@✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 2✐♠✉❧❛%✐♦♥2 2❡ ♣❧❛R❛♥% ❞❛♥2 ❧❡ &@❣✐♠❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡2 ❡♥
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❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡ ♣❡♥❞❛♥% ✉♥ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣2 2✐❣♥✐✜❝❛%✐❢ ♣❛&

&❛♣♣♦&% A ❧❛ ❞✉&@❡ %♦%❛❧❡ ❞❡2 2✐♠✉❧❛%✐♦♥2✱ ❡% ❝❡❧❛ ♠M♠❡ A %&;2 ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥

❡♥ ♦①②❣;♥❡ ✭✶✵
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%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 A ❧❛ ✜♥ ❞❡2 2✐♠✉❧❛%✐♦♥2 2✉❣❣;&❡ 0✉❡ ❝❡%%❡ ♣@&✐♦❞❡ 2♦✐% ♣❧✉2 ❧♦♥❣✉❡ 0✉❡
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❧✬❡2♣❛❝❡ ❞❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2✳

➚ ❧✬✐♥✈❡&2❡✱ ❞❛♥2 ✉♥ &@❣✐♠❡ ♦W ❧❡2 ❛%♦♠❡2 ❞✬♦①②❣;♥❡ 2♦♥% ❡♥ ❡①❝;2 ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉①

❧❛❝✉♥❡2✱ ❞❡2 ❛♠❛2 ❞❡ %②♣❡ ♣❧❛0✉❡ ✭V❖m✮ 2❡ ❢♦&♠❡♥% ❡♥ ♠❛❥♦&✐%@ ❛✉ ❞@%&✐♠❡♥% ❞❡2

❛♠❛2 ❞❡ %②♣❡ Vn❖ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✶✮✳ ❈❡2 ❛♠❛2 ❞❡ %②♣❡ ♣❧❛0✉❡ ❞❡✈&❛✐❡♥% M%&❡ ❡①❛♠✐♥@2

♣❧✉2 ❡♥ ❞@%❛✐❧ ♣❛& ❞❡2 ♠@%❤♦❞❡2 ❛❜ ✐♥✐$✐♦✳ ▲❡2 ♣❡%✐%2 ❝♦♠♣❧❡①❡2 ♠♦❜✐❧❡2 ❞♦♠✐♥❛♥%2

❡♥ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ 2♦♥% ❖ ❡% V❖2 ❛❧♦&2 0✉❡ ❧❡2 ♣❧✉2 ♠♦❜✐❧❡2✱ V❖✱ V2❖ ❡% V3❖✱ ♥✬❛♣♣❛✲

&❛✐22❡♥% 0✉✬❡♥ %&;2 ❢❛✐❜❧❡ 0✉❛♥%✐%@ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✺ ✭❜✮✮✳ ❆✐♥2✐✱ ❧❡✉& ❡✛❡% 2✉& ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%

❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡ ❡2% ♥@❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

❊♥ ❞@✜♥✐%✐✈❡✱ ❧❡2 ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥2 ♠✐2❡2 ❡♥ @✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥2 ❝❡%%❡ @%✉❞❡ ♣♦✉&&❛✐❡♥% 2✬❛♣✲
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♣❤✐;✉❡% %✉♣(?✐❡✉?%✮ ❡1 ❧❛ ❝♦♥1?✐❜✉1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❛♠❛% ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❞✐✛✉%✐♦♥
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?(❛❧✐%(❡% K ✹✵✵ ❑ ❛✈❡❝ CO ❂ ✶✵
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❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❢❡& α

◆♦✉2 ❛✈♦♥2 2♦✉❤❛✐%? ✈❛❧✐❞❡& ♥♦2 ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥2 0✉❛♥% @ ❧✬❡✛❡% ❞❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❝♦♥✜❣✉&❛✲

%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡2 ❛♠❛2✳ ▲❛ ♠?%❤♦❞❡ ❞✬❡①♣❧♦&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡ ❞❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❝♦✉♣❧?❡

❛✉ ♠♦❞;❧❡ ❞✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❛ ?%? ❡♠♣❧♦②?❡ ♣♦✉& ❞?%❡&♠✐♥❡& ❧❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❡% ❧❡2

?♥❡&❣✐❡2 ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 ❧❡2 ♣❧✉2 2%❛❜❧❡2✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❡&♠✐2 ?❣❛❧❡♠❡♥% ❞✬✐❞❡♥%✐✜❡&

❧❡2 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❞❡2 ?%❛%2 ♠?%❛2%❛❜❧❡2✱ ❛✐♥2✐ 0✉❡ ❧❡✉& ❞?❣?♥?&❡2❝❡♥❝❡ ❬✷✶✵✱ ✷✵✾❪✳

▲✬?♥❡&❣✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❛♠❛2 F f(VnOm) ❛ ?%? ❞?%❡&♠✐♥?❡ ❡♥ ♣&❡✲

♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡2 ?%❛%2 2%❛❜❧❡2 ❡%

♠?%❛2%❛❜❧❡2 ✿

F f(VnOm) = −kBT ln(Z), ✭❱✳✸✮

❛✈❡❝ Z =
∑

l

exp(− El

kBT
) ♦O El ❡2% ❧✬?♥❡&❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ l ❞✬✉♥ ❛♠❛2 VnOm✳

❉❡2 2✐♠✉❧❛%✐♦♥2 2✉♣♣❧?♠❡♥%❛✐&❡2 ❡♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬❛♠❛2 ♦♥% ?%? &?❛❧✐2?❡2 ❛✈❡❝ ❝❡2

♥♦✉✈❡❧❧❡2 ✈❛❧❡✉&2 @ ✻✵✵ ❑ ♦O ❧✬❡✛❡% ❞❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❡2% ❧❡ ♣❧✉2 ❢♦&%✳ ❉❛♥2 ❧❡ ♣&❡♠✐❡&

❝❛2✱ ❧❡2 ?♥❡&❣✐❡2 ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2 ♦♥% ?%? ❝❛❧❝✉❧?❡2 @ ✵ ❑ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✻ ✭❛✮✮ ❛❧♦&2

0✉❡✱ ❞❛♥2 ❧❡ 2❡❝♦♥❞ ❝❛2✱ ❡❧❧❡2 ❧✬♦♥% ?%? @ ✻✵✵ ❑ ❡♥ ♣&❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❞❡

❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✻ ✭❜✮✮✳ ▲✬?✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❛♥2 ❧❡ %❡♠♣2 ❞❡ ❧❛ ❞✐2%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❛2

❞✐✛;&❡ ❧?❣;&❡♠❡♥% ❡♥%&❡ ❧❡2 ❞❡✉① ❝♦♥❞✐%✐♦♥2✳ ◆?❛♥♠♦✐♥2✱ ❞❛♥2 ❧❡2 ❞❡✉① ❝❛2✱ ❧✬❛♠❛2

V3❖ ❝♦♥%&U❧❡ ❧❛ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡ ♣❡♥❞❛♥% ✉♥❡ ♣?&✐♦❞❡ 2✐❣♥✐✜❝❛%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ 2✐♠✉✲

❧❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛&❛♠?%&❛❣❡ ✷✳ ■❧ ❡2% ?❣❛❧❡♠❡♥% ✐♥%?&❡22❛♥% ❞❡ ♥♦%❡& 0✉❡ ❧❛ ❞✐✛?&❡♥❝❡

❞✬?♥❡&❣✐❡ ❡♥%&❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉2 2%❛❜❧❡ ❞❡2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2 ❡% ❝❡❧❧❡ ♠?%❛2%❛❜❧❡

❞♦♥% ❧✬?♥❡&❣✐❡ ❡2% ❧❛ ♣❧✉2 ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬?%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✈❛✉% &❡2♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✵✱✾✹✱

✵✱✽✽ ❡% ✵✱✹✼ ❡❱ ♣♦✉& ❧❡2 ❛♠❛2 V❖✱ V❖2✱ V2❖ ✭❚❛❜❧❡❛✉① ■❱✳✶✱ ■❱✳✸ ❡% ■❱✳✺✮✳ \♦✉&

❧✬❛♠❛2 V3❖✱ ✐❧ ❡①✐2%❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥2 ❞?❣?♥?&?❡2✳ ▲❛ %&♦✐2✐;♠❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❧❛

♣❧✉2 2%❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ?♥❡&❣?%✐0✉❡ ♣&?2❡♥%❡ ✉♥❡ ❞✐✛?&❡♥❝❡ ❞❡ ✵✱✶✽ ❡❱ ✭❚❛✲

❜❧❡❛✉ ■❱✳✼✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣&?2❡♥%? ❞❛♥2 ❧❛ ♣❛&%✐❡ ■❱✳✻✱ ❧❡2 ❜❛&&✐;&❡2 ❣❧♦❜❛❧❡2 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥

2♦♥% ♣&❛%✐0✉❡♠❡♥% ❧❡2 ♠]♠❡2 ♣♦✉& ❧❡2 ❞❡✉① ?%❛%2 ❞?❣?♥?&?2✳ \❛& ❝♦♥2?0✉❡♥%✱ ✐❧ ❡2%

&❛✐2♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♥?❣❧✐❣❡& ❡♥ ♣&❡♠✐;&❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ❧❡2 ❝❤❡♠✐♥2 ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡2

❛♠❛2 ♠?%❛2%❛❜❧❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ❢❡♥]%&❡ ❞❡ %❡♠♣?&❛%✉&❡ ❡①❛♠✐♥?❡ ✭✸✵✵✲✻✵✵ ❑✮✳

▲✬❡✛❡% ❞❡2 ❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥2 ❛ ?%? ❛♥❛❧②2? ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧?%❡& ♥♦%&❡ ?%✉❞❡ ♣❛&❛♠?%&✐0✉❡✳

▲❡2 ❞❡♥2✐%?2 ❞❡ ❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥2 %❡2%?❡2 2♦♥% ✶✵

12
✱ ✶✵

14
❡% ✶✵

16 m−2
✳ ◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ✜①? ❧✬?♥❡&✲

❣✐❡ ❞❡ 2?❣&?❣❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣;♥❡ @ ✉♥❡ ❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥ @ ✵✱✺✵ ❡❱ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡

✵✱✺✵ ❡❱ ❡2% ❝❡❧❧❡ ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛& ❞❡2 ❝❛❧❝✉❧2 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❡✛❡❝%✉?❡ ♣❛& ▲✉%❤✐ ❡$ ❛❧✳ ✭❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ♣&✐✈?❡✮✮✳ ▲❡2 ❞✐2%&✐❜✉%✐♦♥2 ❞✬❛♠❛2 ❡% ❧❡2 ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥2 ❞❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥%2

❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡2 ❞❡♥2✐%?2 ❞❡ ❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥2 ✶✵

12
❡% ✶✵

14 m−2
&❡2%❡♥% &❡❧❛%✐✈❡♠❡♥%

2✐♠✐❧❛✐&❡2 ❛✉① ❝❛2 2❛♥2 ❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥2 ✭❋✐❣✉&❡ ❱✳✼ ✭❛✮✮✳ ❊♥ &❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥2✐%? ❞❡

❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥ ✶✵

16 m−2
✱ ❧❡2 ❧❛❝✉♥❡2 2♦♥% ❡22❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ?❧✐♠✐♥?❡2 ♣❛& ❧❡2 ♣✉✐%2 ✭❋✐❣✉&❡

❱✳✼ ✭❜✮✮ ◆♦✉2 ♥♦✉2 &❡%&♦✉✈♦♥2 ❛✐♥2✐ ❞❛♥2 ✉♥ ❝❛2 2✉&2❛%✉&? ❡♥ 2♦❧✉%?2✱ ♦O ❧❡2 ❛♠❛2
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❋✐❣✉$❡ ❱✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥1?❛1✐♦♥ ❞❡% ♣❡1✐1% ❛♠❛% Vn❖m ✭❣?❛♣❤✐;✉❡%

%✉♣(?✐❡✉?%✮ ❡1 ❧❛ ❝♦♥1?✐❜✉1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❛♠❛% ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❞✐✛✉%✐♦♥ ❡✛❡❝1✐❢ ❞❡

❧✬♦①②❣:♥❡ ✭❣?❛♣❤✐;✉❡% ✐♥❢(?✐❡✉?%✮ ♣♦✉? ❧❡ ♣❛?❛♠(1?❛❣❡ ✶✱ ♦I %❡✉❧% ❧❡% ♠♦♥♦♠:?❡%

❞✬♦①②❣:♥❡ %♦♥1 ♠♦❜✐❧❡% ✭❣?❛♣❤✐;✉❡% ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡1 ❧❡ ♣❛?❛♠(1?❛❣❡ ✷✱ ♦I ❧❡% ♣❡1✐1%

❛♠❛% Vn❖m %♦♥1 ♠♦❜✐❧❡% ✭❣?❛♣❤✐;✉❡% ❞❡ ❞?♦✐1❡✮✳ ▲❡% (♥❡?❣✐❡% ❞❡ ❢♦?♠❛1✐♦♥ ❞❡% ❛♠❛%

♦♥1 (1( ❝❛❧❝✉❧(❡% ✭❛✮ K ✵ ❑ ❡1 ✭❜✮ K ✻✵✵ ❑ ❡♥ ♣?❡♥❛♥1 ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ❧✬❡♥1?♦♣✐❡ ❞❡

❝♦♥✜❣✉?❛1✐♦♥✳ ▲❡% %✐♠✉❧❛1✐♦♥% ♦♥1 (1( ?(❛❧✐%(❡% K ✻✵✵ ❑ ❛✈❡❝ CO ❂ ✶✵

24 m−3
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CV

CO

❂ ✶✳
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❋✐❣✉$❡ ❱✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 Vn❖m ✭❣&❛♣❤✐0✉❡2

2✉♣>&✐❡✉&2✮ ❡% ❧❛ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❛♠❛2 ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❡✛❡❝%✐❢ ❞❡

❧✬♦①②❣;♥❡ ✭❣&❛♣❤✐0✉❡2 ✐♥❢>&✐❡✉&2✮ ♦E ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%> ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 Vn❖m ❡2% ♣&✐2❡ ❡♥

❝♦♠♣%❡✳ ▲❛ ❞❡♥2✐%> ❞❡ ❞✐2❧♦❝❛%✐♦♥ ❡2% ✜①>❡ H ✭❛✮ ✶✵

12 m−2
❡% ✭❜✮ ✶✵

16 m−2
✳ ▲❡2

2✐♠✉❧❛%✐♦♥2 ♦♥% >%> &>❛❧✐2>❡2 H ✺✵✵ ❑ ❛✈❡❝ CO ❂ ✶✵

24 m−3
❡%

CV

CO

❂ ✶✳

N❧✉2✐❡✉&2 >%✉❞❡2 ❡①♣>&✐♠❡♥%❛❧❡2 2✉& ❞❡2 ♠❛%>&✐❛✉① ✐&&❛❞✐>2 2❡♠❜❧❡♥% ❝♦&&♦❜♦&❡&

♥♦2 &>2✉❧%❛%2 %❤>♦&✐0✉❡2✳ ▲❛♣✉❡&%❛ ❡! ❛❧✳ ♦♥% ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❡①❛♠✐♥> ❧✬❡✛❡% ❞❡ ❧✬✐&&❛❞✐❛✲

%✐♦♥ ❛✉① ♣&♦%♦♥2 2✉& ❧❡2 ♣&♦✜❧2 ❞❡ ❝♦&&♦2✐♦♥ ❞✉ ❢❡& ❡% ❡♥ ♦♥% ❞>❞✉✐% ❧❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥%2

❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡ ❞❛♥2 ❝❡2 ❝♦♥❞✐%✐♦♥2 ❬✷✶✼❪✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛&❛♥% ❝❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥%2 ❞❡
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❞❡) 2❝❤❛♥6✐❧❧♦♥) ❞❡ ❢❡5 ♣✉5 ✐♠♣❧❛♥62) ❡♥ ♦①②❣@♥❡ 0 ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦5❞5❡ ❞❡ 10−14 cm−2
✮

❡6 ❢♦56❡ ✢✉❡♥❝❡ ✭❞❡ ❧✬♦5❞5❡ ❞❡ 10−15 cm−2
✮ ❬✶✷✹❪✳ ▲❡) 2❝❤❛♥6✐❧❧♦♥) ♦♥6 262 )6♦❝❦2) 0

6❡♠♣25❛6✉5❡ ❛♠❜✐❛♥6❡ ♣❡♥❞❛♥6 ✉♥❡ ❞✉52❡ ❞❡ ✷✸✻ ❥♦✉5)✳ ❆✉ ❝♦✉5) ❞❡ ❝❡66❡ ♣25✐♦❞❡✱

❧❡) ♣5♦✜❧) ❞❡) ❞2❢❛✉6) ❧❛❝✉♥❛✐5❡) ❡6 ❞❡ ❧✬♦①②❣@♥❡ ♦♥6 262 ♠❡)✉52) ❡♥ ♣❛5❛❧❧@❧❡ ❡♥

)♣❡❝65♦)❝♦♣✐❡ ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛6✐♦♥ ❞❡) ♣♦)✐6♦♥) ♣❛5 2❧❛5❣✐))❡♠❡♥6 ❉♦♣♣❧❡5 ❡6 ♣❛5 )♣❡❝65♦✲

♠265✐❡ ❞❡ ♠❛))❡ ❞✬✐♦♥) )❡❝♦♥❞❛✐5❡) ✭❙■▼❙✮✳ ▲❡) ❞❡✉① ♣5♦✜❧) ♦♥6 2✈♦❧✉2 )❡✉❧❡♠❡♥6

❛♣5@) ✐♠♣❧❛♥6❛6✐♦♥ 0 ❢♦56❡ ✢✉❡♥❝❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛56✱ ❧❡ ♣✐❝ ❞✬✐♠♣❧❛♥6❛6✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣@♥❡

)✬❡)6 ❞2♣❧❛❝2 ✈❡5) ❧❛ )✉5❢❛❝❡ ❡6 ❝❡66❡ ❞❡5♥✐@5❡ ❛ 262 ♦①②❞2❡✳ ❉✬❛✉65❡ ♣❛56✱ ❧❛ 6❛✐❧❧❡

❡6 ❧❛ ❝♦♥❝❡♥65❛6✐♦♥ ❞❡) ❞2❢❛✉6) ❧❛❝✉♥❛✐5❡) ♦♥6 ❛✉❣♠❡♥62✳ ■❧ ❡)6 ✐♠♣♦56❛♥6 ❞❡ ♥♦6❡5

3✉❡ ❝❡) ❞❡✉① ♣❤2♥♦♠@♥❡) ♥❡ )♦♥6 ♣❛) ✈✐)✐❜❧❡) ❛♣5@) ✐♠♣❧❛♥6❛6✐♦♥ 0 ❢❛✐❜❧❡ ✢✉❡♥❝❡✳

▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡) ♦❜)❡5✈❛6✐♦♥) )✉❣❣@5❡ 3✉❡ ❞❡) ❛♠❛) ❧❛❝✉♥❡)✲♦①②❣@♥❡ ❡①✐)6❡♥6 ❡6

)♦✐❡♥6 ♠♦❜✐❧❡) 0 ✸✵✵ ❑✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛5❛✐)♦♥ ♣❧✉) ♣52❝✐)❡ ❞❡ ♥♦) 52)✉❧6❛6) ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡

❝❡) ❡①♣25✐❡♥❝❡)✱ ❡♥ ♣❛56✐❝✉❧✐❡5 ❧❛ )6❛❜✐❧✐62 ❡♥ 6❡♠♣25❛6✉5❡ ❞❡ ❝❡) ❛♠❛)✱ )❡5❛ ❞✐)❝✉62❡

❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♣✐65❡ ❱■■✳ ■❧ ❡)6 ✐♠♣♦56❛♥6 ❞❡ 5❛♣♣❡❧❡5 3✉❡ ❝❡) ❞❡✉① 26✉❞❡) )❡ )✐6✉❡♥6

❜✐❡♥ ❞❛♥) ❞❡) ❝♦♥❞✐6✐♦♥) ♦Z ❧❡) ❧❛❝✉♥❡) )♦♥6 )✉5)❛6✉52❡)✱ ♠❛✐) ♦Z 2❣❛❧❡♠❡♥6 ❞❡)

❛✉6♦✲✐♥6❡5)6✐6✐❡❧) )♦♥6 ❝522)✱ ❞2❢❛✉6) 3✉✐ ♥❡ )♦♥6 ♣❛) ❝♦♥)✐❞252) ❞❛♥) ♥♦) )✐♠✉❧❛6✐♦♥)✳

G♦✉5 ❧❡) ♣5❡♥❞5❡ ❡♥ ❝♦♠♣6❡ ❡6 5❡♣5♦❞✉✐5❡ ♣❧✉) ♣52❝✐)2♠❡♥6 ❝❡) ❡①♣25✐❡♥❝❡)✱ ❞❡) ❞♦♥✲

♥2❡) ❝♦♠♣❧@6❡) )✉5 ❧❡ ❞♦♠♠❛❣❡ ♣5✐♠❛✐5❡ ❞✬✐55❛❞✐❛6✐♦♥ )♦♥6 ♥2❝❡))❛✐5❡) ✭❝❛)❝❛❞❡) ❞❡

❞2♣❧❛❝❡♠❡♥6)✱ ✐♥6❡5)6✐6✐❡❧) ❡6 ❧❛❝✉♥❡) ❝522)✮✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ✉♥ ♠♦❞@❧❡ 2♥❡5❣26✐3✉❡ ♣♦✉5

❧❡) ❛♠❛) ❞❡ ❣5❛♥❞❡ 6❛✐❧❧❡ ✭n + m > 100✮ ❡)6 ♥2❝❡))❛✐5❡ ♣♦✉5 ❛66❡✐♥❞5❡ ❞❡) ❞✉52❡)

♣❧✉) ❧♦♥❣✉❡) ❞❛♥) 6♦✉6❡) ❧❡) ❝♦♥❞✐6✐♦♥) ❡①♣❧♦52❡)✳ ❯♥❡ ❡①65❛♣♦❧❛6✐♦♥ ❞❡) 2♥❡5❣✐❡) ❞❡)

❛♠❛) VnOm )❡5❛✐6 ✐♥625❡))❛♥6❡ 0 ♣❛56✐5 ❞❡ ❝❡❧❧❡) ♣5♦❞✉✐6❡) ♣❛5 ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞✬✐♥6❡5❛❝6✐♦♥

❞2✈❡❧♦♣♣2 ❞❛♥) ❧❛ 6❤@)❡ ❞❡ ❙❝❤✉❧❡5✳

❱✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❡) )✐♠✉❧❛6✐♦♥) ❡♥ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞✬❛♠❛) ♦♥6 262 ♠❡♥2❡) ❡♥ ✉6✐❧✐)❛♥6 ❝♦♠♠❡ ♣❛5❛✲

♠@65❡) ❞✬❡♥652❡ ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥6 ❧❡) ❞♦♥♥2❡) ❉❋❚ ❞❡) ❛♠❛) Vn❖m✳ ▲❡) ♣5♦♣5✐262) ❞❡

❢♦5♠❛6✐♦♥ ❡6 ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❞❡ ❝❡) ❛♠❛) ♦♥6 ♣✉ A65❡ ❛✐♥)✐ ❝♦♠❜✐♥2❡) ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦5❡5

❧❡) ✐♠♣❛❝6) ❞❡) ♣52✈✐)✐♦♥) ❉❋❚ )✉5 ❧❛ ♠✐❝5♦)65✉❝6✉5❡✳ ❊♥ ♣❛56✐❝✉❧✐❡5✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡)

♣❡6✐6) ❛♠❛) Vn❖m ♠♦❜✐❧❡) ❛ 262 ♠✐)❡ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ )✉5 ❧❡ 65❛♥)♣♦56 ❞❡ ❧✬♦①②❣@♥❡ ❞❛♥)

❧❡ ❢❡5✱ ❛✐♥)✐ 3✉❡ )✉5 ❧❛ ❞✐)65✐❜✉6✐♦♥ ❞❡) ❛♠❛)✱ ❡♥ ♣52)❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡) ❡♥ ❡①❝@)✳ ▲❛

♣52)❡♥❝❡ ❞✬❛♠❛) 65@) ♠♦❜✐❧❡) ❝♦♥❞✉✐6 ❞❛♥) ❝❡56❛✐♥❡) ❝♦♥❞✐6✐♦♥) 0 ❧✬❛✉❣♠❡♥6❛6✐♦♥ ❞✉
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱✳ ➱%✉❞❡ ♣❛& ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬❛♠❛2 ❞❡ ❧✬❡✛❡% ❞❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2

❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❢❡& α

❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡✳ ▲✬♦❜2❡&✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❤@♥♦♠;♥❡ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉&2 @%@

❢❛✐%❡ ❡①♣@&✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% ❛♣&;2 ✐&&❛❞✐❛%✐♦♥ ❛✉① ♣&♦%♦♥2 ♦✉ ✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ❞✬♦①②❣;♥❡

❞❛♥2 ❞✉ ❢❡&✳ ▲❡2 ♣❡%✐%2 ❛♠❛2 ♠♦❜✐❧❡2 ♣❡✉✈❡♥% @❣❛❧❡♠❡♥% ❢❛✈♦&✐2❡& ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡2

❛♠❛2 ❞❡ ❣&❛♥❞❡2 %❛✐❧❧❡2✳ A❛& ❝♦♥2@0✉❡♥%✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%@ ❞❡2 ❛♠❛2 ❧❛❝✉♥❡2✲2♦❧✉%@2 ♥❡ ❞❡✲

✈&❛✐% ♣❛2 C%&❡ ♥@❣❧✐❣@❡ ♣♦✉& ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❡% ✐♥%❡&♣&@%❡& ❧❡2 ❞♦♥♥@❡2 ❡①♣@&✐♠❡♥%❛❧❡2✱

❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧♦&20✉❡ ❧❡ ♠❛%@&✐❛✉ 2❡ %&♦✉✈❡ ❞❛♥2 ❞❡2 ❝♦♥❞✐%✐♦♥2 ❡①%&C♠❡2 ❝&@❛♥% ✉♥❡

2✉&2❛%✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡2✳

➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦%&❡ @%✉❞❡✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ♠✐2 ❡♥ @✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡2 ♣&♦♣&✐@%@2 @♥❡&❣@%✐0✉❡2

❡% ❝✐♥@%✐0✉❡2 ❞❡2 ❛♠❛2 ❧❛❝✉♥❡2✲♦①②❣;♥❡✳ ❖&✱ ❧❡2 ❛❝✐❡&2 ❖❉❙ 2♦♥% ♣♦✉& ❧❛ ♣❧✉♣❛&%

❝♦♥2%✐%✉@2 ❞✬♦①②❞❡2 ❞✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞❡ %✐%❛♥❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐%&❡ 2✉✐✈❛♥% ❡2% ❝♦♥2❛❝&@ H ❧✬@%✉❞❡

❞❡2 ♣&♦♣&✐@%@2 ❞✬❛♠❛2 ❝♦♥%❡♥❛♥% @❣❛❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ♦✉ ❞✉ %✐%❛♥❡✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱■

➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡- ♣&♦♣&✐/%/-

/♥❡&❣/%✐2✉❡- ❡% ❝✐♥/%✐2✉❡- ❞❡- ❛♠❛-

❝♦♥-%✐%✉/- ❞❡ -♦❧✉%/- -✉❜-%✐%✉%✐♦♥♥❡❧-

✭❨ ❡% ❚✐✮ ❞❛♥- ❧❡ ❢❡& α

▲❡" ❛❝✐❡&" ❖❉❙ "♦♥, ❣.♥.&❛❧❡♠❡♥, ❝♦♥",✐,✉." ❞✬♦①②❞❡" ❞✬②,,&✐✉♠ ❡, ❞❡ ,✐,❛♥❡✳ ▲❡"

❝❤❛♣✐,&❡" ♣&.❝.❞❡♥," ♦♥, .,. ❝♦♥"❛❝&." ✉♥✐9✉❡♠❡♥, : ❧✬.,✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣;♥❡ ❡♥ ♣&."❡♥❝❡

❞❡ ❧❛❝✉♥❡" ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α✳ ❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐,&❡✱ ♥♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ❛,,❛❝❤." : ❛♥❛❧②"❡&

❧❡" ♣&♦♣&✐.,." ❞❡" ❛♠❛" ❝♦♥,❡♥❛♥, ❞❡ ❧✬②,,&✐✉♠ ❡, ❞✉ ,✐,❛♥❡✳ ▲✬✐♥,❡&❛❝,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❝❡"

❞❡✉① "♦❧✉,." ❡", &.♣✉❧"✐✈❡ ❬✸✱ ✼❪✱ ❧❡" ❛♠❛" ②,,&✐✉♠✲,✐,❛♥❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥, ❞♦♥❝ ♣❛" "❡

❢♦&♠❡& "❛♥" ❧❛ ♣&."❡♥❝❡ ❞✬❛✉,&❡" .❧.♠❡♥,"✱ ❡♥ ♣❛&,✐❝✉❧✐❡& ❧✬♦①②❣;♥❡✳ ▲❡" ✐♥,❡&❛❝,✐♦♥"

❛,,&❛❝,✐✈❡" ❡♥,&❡ ❝❡" ❞❡✉① "♦❧✉,." ❡, ❧❡" ❛,♦♠❡" ❞✬♦①②❣;♥❡ ♣❡&♠❡,,❡♥, ❞❡ ❢♦&♠❡& ❞❡"

❛♠❛" ❞❡ ,②♣❡ ❨✲❚✐✲❖✳ ❏✐❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ❡, ❈❧❛✐""❡ ❡! ❛❧✳ ♦♥, ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞.,❡&♠✐♥. ❞❡"

❝♦♥✜❣✉&❛,✐♦♥" ❞✬❛♠❛" ",❛❜❧❡" ❞✉ ,②♣❡ ❨2❚✐❖3✳ ❬✸✱ ✼❪✳ ❚♦✉, ❝♦♠♠❡ ❧✬♦①②❣;♥❡✱ ❧❡"
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❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠✱ ✐❧ ♥✬❡①✐.%❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞♦♥♥0❡ E ♥♦%&❡ ❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡✳ ▲❡. ❡.%✐♠❛%✐♦♥.
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❡ nn ❡.% &❡❧✐0 ❛✉① ❡✛❡%. ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ ❞✐.%♦&.✐♦♥ ❞✉❡ L ❧✬❛❥♦✉% ❞✬✉♥

❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣?♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α ❝♦♥%❡♥❛♥% ✉♥ .♦❧✉%0 .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧ ❛ 0%0

✶✷✻



❱■✳✷✳ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ❛♠❛& &♦❧✉+3 &✉❜&+✐+✉+✐♦♥♥❡❧✲♦①②❣9♥❡

3✈❛❧✉3❡ ; ♣❛(+✐( ❞❡ ❧✬3=✉❛+✐♦♥ ✭■■✳✶✼✮ ❞❛♥& ❞✐✛3(❡♥+❡& ♣♦&✐+✐♦♥&✳ ❊❧❧❡ ❡&+ ♠✐♥✐♠✐&3❡

❞❛♥& ❧❛ ♣♦&✐+✐♦♥ ✷

❡ nn ♣♦✉( ❧❡& ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡& V❨❖ ❡+ V ❚✐❖✳ ❈❡++❡ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥

♣❡(♠❡+ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✐♠✐+❡( ❧❛ ❞3❢♦(♠❛+✐♦♥ ❞✉ (3&❡❛✉ ♠J♠❡ ❡♥ ♣(3&❡♥❝❡ ❞❡ &♦❧✉+3& ❞❛♥&

❧❡ (3&❡❛✉✳

1 2 3 4
Distance (nn)

-0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
É

ne
rg

ie
 d
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on
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eV

)
VY-O
VTi-O

❋✐❣✉$❡ ❱■✳✸ ✕ ➱♥❡(❣✐❡& ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ✭❡❱✮ ❞❡ V❨✲❖ ✭❝❛((3& ✈❡(+&✮ ❡+ V ❚✐✲❖ ✭+(✐❛♥❣❧❡&
♦(❛♥❣❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐&+❛♥❝❡ nn ❡♥+(❡ ❧❡& ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡&✳ ❯♥❡ 3♥❡(❣✐❡ ❞❡
❧✐❛✐&♦♥ ♣♦&✐+✐✈❡ &✐❣♥✐✜❡ =✉❡ ❧✬✐♥+❡(❛❝+✐♦♥ ❡&+ ❛++(❛❝+✐✈❡✳ ▲❡& ❝❛❧❝✉❧& ♦♥+ 3+3 (3❛❧✐&3&

❛✈❡❝ ✉♥❡ &✉♣❡(❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ✷✺✵ ❛+♦♠❡& ❞❡ ❢❡(✳

▲❡& ❛♠❛& V Z❖ 3+❛♥+ 3♥❡(❣3+✐=✉❡♠❡♥+ &+❛❜❧❡&✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& 3❣❛❧❡♠❡♥+ ❡①❛♠✐♥3

❧❛ ❝(3❛+✐♦♥ ♣♦+❡♥+✐❡❧❧❡ ❞✬❛♠❛& &+❛❜❧❡& ❞✉ +②♣❡ V Z❖n✳ S♦✉( ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠J♠❡ ❞3♠❛(❝❤❡

=✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡& ❛♠❛& VnZn ❛ 3+3 ❡♠♣❧♦②3❡ ✿ ♣❧✉&✐❡✉(& ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥& ♦♥+ 3+3 +❡&+3❡& ❡♥

❝♦♥&❡(✈❛♥+ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡& ✐♥+❡(❛❝+✐♦♥& V Z✲❖ ❛++(❛❝+✐✈❡& ❞❛♥& ❧✬❛♠❛&✳ ▲❡& 3♥❡(❣✐❡&

❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ❝♦((❡&♣♦♥❞❛♥+ ❛✉① (3❛❝+✐♦♥& V Z❖n−1 ✰ ❖ → V Z❖n ♣♦✉( Z ❂ ❨ ❡+ ❚✐

❛✐♥&✐ =✉✬❛✉① (3❛❝+✐♦♥& ❖n−1 ✰ ❖→ ❖n ♦♥+ 3+3 ❝❛❧❝✉❧3❡& ♣♦✉( ❧❡& ❛♠❛& ❞❡ ♣❧✉& ❜❛&&❡&

3♥❡(❣✐❡& ♦❜+❡♥✉& ✭❋✐❣✉(❡ ❱■✳✹✮✳ ❈❡❧❧❡& ❛&&♦❝✐3❡& ; ❧❛ ❢♦(♠❛+✐♦♥ ❞❡& ❛♠❛& V Z❖n &♦♥+

&✉♣3(✐❡✉(❡& ; ❝❡❧❧❡& ❞❡& ❛♠❛& ❖n ♣♦✉( +♦✉& ❧❡& ❝❛& ❝♦♥&✐❞3(3&✱ &❛✉❢ ♣♦✉( n ❂ ✻✳ S❛(

❝♦♥&3=✉❡♥+✱ ❧✬②++(✐✉♠ ❡+ ❧❡ +✐+❛♥❡ ❢❛✈♦(✐&❡♥+ ❧✬❛❣❣❧♦♠3(❛+✐♦♥ ❞❡& ❛+♦♠❡& ❞✬♦①②❣9♥❡

❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❡& 3♥❡(❣✐❡& ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ❞❡& ❛♠❛& V❨❖n &♦♥+ &✉♣3(✐❡✉(❡& ;

❝❡❧❧❡& ❞❡ V ❚✐❖n✱ ❡①❝❡♣+3 ♣♦✉( n ❂ ✺ ❡+ ✻✳ ▲❡& ❞❡✉① ❝❛& n ❂ ✺ ❡+ ✻ ❝♦((❡&♣♦♥❞❡♥+

; ❞❡& ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥& ♦[ ❧❡& ✐♥+❡(❛❝+✐♦♥& ❖✲❖ ❡+ V Z✲❖ ♥❡ &♦♥+ ♣❛& ❧❡& ♣❧✉& &+❛❜❧❡&✱ ;

&❛✈♦✐( ❖✲❖ ❡♥ ♣♦&✐+✐♦♥ ✹

❡ nn ❡+ V Z✲❖ ❡♥ ♣♦&✐+✐♦♥ ✷

❡ nn✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❞❡& ✐♥+❡(❛❝+✐♦♥&

❖✲❖ ❡♥ ♣♦&✐+✐♦♥ ✷

❡ nn ✭(3♣✉❧&✐✈❡&✮ &♦♥+ ❝(33❡& ❞❛♥& ❧❡& ❛♠❛& V❨❖5 ❡+ V❨❖6✱ ❛✐♥&✐

=✉❡ ❞❡& ✐♥+❡(❛❝+✐♦♥& V ❚✐✲❖ ❡♥ ♣♦&✐+✐♦♥ ✶

❡! nn ❡+ ❖✲❖ ❡♥ ♣♦&✐+✐♦♥ ✸

❡ nn ❞❛♥& ❧❡&

❛♠❛& V ❚✐❖5 ❡+ V ❚✐❖6✳ ◆3❛♥♠♦✐♥&✱ ❧✬②++(✐✉♠ &+❛❜✐❧✐&❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉& ❧❡& ❛+♦♠❡&

❞✬♦①②❣9♥❡ =✉❡ ❧❡ +✐+❛♥❡ ❞❛♥& ❧❡ ❢❡( α✳ ❈❡ (3&✉❧+❛+ ❞3❝♦✉❧❡ ❞✐(❡❝+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ (❡❧❛+✐♦♥

✶✷✼



❈❤❛♣✐%&❡ ❱■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡. ♣&♦♣&✐0%0. 0♥❡&❣0%✐3✉❡. ❡% ❝✐♥0%✐3✉❡. ❞❡. ❛♠❛.

❝♦♥.%✐%✉0. ❞❡ .♦❧✉%0. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. ✭❨ ❡% ❚✐✮ ❞❛♥. ❧❡ ❢❡& α

Eb(VY −O) > Eb(V Ti−O)✳

1 2 3 4 5 6
Nombre d’atomes d’oxygène, n
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VYOn

VTiOn

❋✐❣✉$❡ ❱■✳✹ ✕ ➱♥❡&❣✐❡. ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ✭❡❱✮ ❛..♦❝✐0❡. ❛✉① &0❛❝%✐♦♥.

V Z❖n−1 ✰ ❖ → V Z❖n ♣♦✉& Z ❂ ❨ ✭❝❛&&0. ✈❡&%.✮ ❡% ❚✐ ✭%&✐❛♥❣❧❡. ♦&❛♥❣❡✮✱

❡% ❖n−1 ✰ ❖ → ❖n ✭❧♦.❛♥❣❡. ❜❧❡✉.✮✳ ▲❡. 0♥❡&❣✐❡. ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ♣♦.✐%✐✈❡. ✐♥❞✐3✉❡♥% 3✉❡

❧❡. &0❛❝%✐♦♥. .♦♥% ❡①♦%❤❡&♠✐3✉❡.✳ ▲❡. ❝❛❧❝✉❧. ♦♥% 0%0 &0❛❧✐.0. ❛✈❡❝ ✉♥❡ .✉♣❡&❝❡❧❧✉❧❡

❞❡ ✷✺✵ ❛%♦♠❡. ❞❡ ❢❡& ♣♦✉& n ≤ ✹ ❡% ✉♥❡ ❞❡ ✹✸✷ ❛%♦♠❡. ♣♦✉& n > ✺ ✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥✱ ❧❡. ❛%♦♠❡. ❞❡ %✐%❛♥❡ ♠❛✐. .✉&%♦✉% ❞✬②%%&✐✉♠ ❢❛✈♦&✐.❡♥% ❧✬❛❣❣❧♦✲

♠0&❛%✐♦♥ ❞❡. ❛%♦♠❡. ❞✬♦①②❣N♥❡ ❞❛♥. ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α✳

❱■✳✸ ➱%✉❞❡ ❞❡) ♣+♦♣+✐.%.) ❞❡) ❛♠❛) ❧❛❝✉♥❡)✲)♦❧✉%.)

)✉❜)%✐%✉%✐♦♥♥❡❧) ❞❛♥) ❧❛ ♠❛%+✐❝❡ ❞❡ ❢❡+ α

❱■✳✸✳✶ ❉❡'❝)✐♣,✐♦♥ ❞❡' ❛♠❛' ❧❛❝✉♥❡'✲'♦❧✉,5' '✉❜',✐,✉,✐♦♥♥❡❧'

▲❡. ♣&♦♣&✐0%0. ❞❡. .♦❧✉%0. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. ❨ ❡% ❚✐ ❞❛♥. ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❢❡& α ❡%

❧❡✉&. ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥. ❛✈❡❝ ❧✬♦①②❣N♥❡ ❛②❛♥% 0%0 ♣&0❝0❞❡♠♠❡♥% 0%✉❞✐0❡.✱ ❧❛ .✉✐%❡ ❛❜♦&❞❡

❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡. ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥. ❞❡. .♦❧✉%0. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. ❛✈❡❝ ❧❡. ❧❛❝✉♥❡.✳ ▲❡. 0♥❡&❣✐❡.

❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ♦♥% 0%0 0✈❛❧✉0❡. ❡♥%&❡ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡. ❛%♦♠❡. ❞✬②%%&✐✉♠

❡% ❞❡ %✐%❛♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐.%❛♥❝❡ 3✉✐ ❧❡. .0♣❛&❡♥% ✭❋✐❣✉&❡ ❱■✳✺✮✳ ▲❡. 0♥❡&❣✐❡.

❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❞❡. ❞❡✉① ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥. V ✲V Z .♦♥% ♣♦.✐%✐✈❡. ❡♥ ♣♦.✐%✐♦♥ ✶

 ❡ nn✳ ❆✉✲❞❡❧R✱

❡❧❧❡. .♦♥% 3✉❛.✐✲♥✉❧❧❡.✱ .❛✉❢ ♣♦✉& ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ V ✲V ❚✐ ❡♥ ✷❡ nn 3✉✐ ❡.% &0♣✉❧.✐✈❡ ❡% ❧❡.

0♥❡&❣✐❡. ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❞❡ V ✲V❨ ❡♥ ✸❡ ❡% ✺❡ nn 3✉✐ .♦♥% ❛%%&❛❝%✐✈❡. ✭&❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✵✱✶✺

❡% ✵✱✷✹ ❡❱✮✳ ❉❛♥. ❧❡. ❞❡✉① ❝❛.✱ ❧❡. ❝♦♠♣❧❡①❡. ❧❡. ♣❧✉. .%❛❜❧❡. .♦♥% ❝❡✉① ♣♦✉& ❧❡.3✉❡❧.

❧❡. .♦❧✉%0. .♦♥% ✶

 ❡ nn ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ▲✬0♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ V ✲V❨ ❡.%

✶✷✽



❱■✳✸✳ ➱%✉❞❡ ❞❡) ♣+♦♣+✐.%.) ❞❡) ❛♠❛) ❧❛❝✉♥❡)✲)♦❧✉%.) )✉❜)%✐%✉%✐♦♥♥❡❧) ❞❛♥) ❧❛

♠❛%+✐❝❡ ❞❡ ❢❡+ α

%+7) .❧❡✈.❡ ✭Eb(V − VY) ❂ ✶✱✷✵ ❡❱✮ ♣❛+ +❛♣♣♦+% @ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡+❛❝%✐♦♥ V ✲V ❚✐

✭Eb(V − V Ti) ❂ ✵✱✷✺ ❡❱✮✳ ▲❡) +.)✉❧%❛%) ❞❡ ❝❡) ❝❛❧❝✉❧) )♦♥% ❛♥❛❧♦❣✉❡) @ ❝❡✉① ❞❡

♣+.❝.❞❡♥%❡) .%✉❞❡) ❉❋❚ ❬✷✱ ✼❪✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡ ❢❛✐% L✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ V2❨ )♦✐% ♣❧✉) )%❛❜❧❡
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❞❛♥) ❝❡%%❡ ♣♦)✐%✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ )✬.❧♦✐❣♥❡ ❞✉ )♦❧✉%. ✭ω3✱ ω3′ ♦✉ ω3′′✮✳ ▲❡) ❞✐+❡❝%✐♦♥)

❞❡ )❛✉%) ❞✉ )♦❧✉%. )♦♥% ❞♦♥❝ ❝♦++.❧.❡)✱ ❝❡ =✉✐ ❛ ♣♦✉+ ❝♦♥).=✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡+ ❧❛

❢+.=✉❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡) )❛✉%) ❡✣❝❛❝❡) ❞✬✉♥ ❢❛❝%❡✉+ f ✱ ❛♣♣❡❧. ❢❛❝%❡✉+ ❞❡ ❝♦++.❧❛%✐♦♥✱

❡% ❞♦♥❝ ❞❡ +❛❧❡♥%✐+ ❧❛ ❞✐✛✉)✐♦♥✳ ▲❡) ✈❛❧❡✉+) ❞✉ ❢❛❝%❡✉+ ❞❡ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ )♦♥% ❡♥ ❡✛❡%

❝♦♠♣+✐)❡) ❡♥%+❡ ✵ ❡% ✶✳ ❯♥ ❢❛❝%❡✉+ ❞❡ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ♣+♦❝❤❡ ❞❡ ✶ )✐❣♥✐✜❡ =✉❡ %♦✉) ❧❡)

)❛✉%) )♦♥% .=✉✐♣+♦❜❛❜❧❡)✳ ❆✉ ❝♦♥%+❛✐+❡✱ )✬✐❧ ❡)% ♣+♦❝❤❡ ❞❡ ✵✱ ❝❡❧❛ )✐❣♥✐✜❡ =✉❡ ❧❡) )❛✉%)

)♦♥% %+?) ❝♦++.❧.)✳

▲❡ ❢❛❝%❡✉+ ❞❡ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ f ♣♦✉+ ✉♥ ♠.❝❛♥✐)♠❡ ❧❛❝✉♥❛✐+❡ ❡)% ❡)%✐♠. ♣❛+ ❬✶✸✺❪ ✿

f =
1 + t1
1− t1

, ✭❱■✳✷✮

♦L ❧❡ %❡+♠❡ t1 ❡)% .✈❛❧✉. ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✬✉♥❡ ♠❛%+✐❝❡ ❝✉❜✐=✉❡ ❝❡♥%+.❡ ♣❛+ ✿

t1 =
−ω2

ω2 + 3ω3 + 3ω3′ + ω3′′ −
ω3ω4

ω4+Fω5
−

2ω
3′
ω
4′

ω
4′
+3Fω0

−
ω
3′′

ω
4′′

ω
4′′

+7Fω0

, ✭❱■✳✸✮

♦L F ❡)% ❧❛ ❢+❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡ =✉✐ )❡ ❞✐))♦❝✐❡ ❞✉ )♦❧✉%. ❡% =✉✐ ♥❡ +❡✈✐❡♥% ♣❛) M )❛

♣♦)✐%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ F ❡)% ❞.❞✉✐%❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐=✉❛♥% ❧❛ +❡❧❛%✐♦♥ ♣+.❝.❞❡♥%❡

M ❧✬❛✉%♦✲❞✐✛✉)✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ❛✛❡❝%❛♥% ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ω0 M %♦✉) ❧❡) ωi ✿ ♥♦✉) ♦❜%❡♥♦♥)

F ❂ ✵✱✺✶✷ ❬✶✸✺❪✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡. ♣&♦♣&✐0%0. 0♥❡&❣0%✐3✉❡. ❡% ❝✐♥0%✐3✉❡. ❞❡. ❛♠❛.

❝♦♥.%✐%✉0. ❞❡ .♦❧✉%0. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. ✭❨ ❡% ❚✐✮ ❞❛♥. ❧❡ ❢❡& α

❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞✬✉♥ .♦❧✉%0 .✬0❝&✐% ❬✶✸✺❪ ✿

DZ = a20fω2CV,1❡!nn, ✭❱■✳✹✮

♦I a0 ❡.% ❧❡ ♣❛&❛♠J%&❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ ❢❡& α✱ ω2 ❡.% ❧❛ ❢&03✉❡♥❝❡ ❞✬0❝❤❛♥❣❡ ❧❛❝✉♥❡✲.♦❧✉%0✱

❡% CV,1❡!nn ❡.% ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%0 3✉✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ .❡ %&♦✉✈❡ ❡♥ ♣♦.✐%✐♦♥ ✶ nn ❞✉ .♦❧✉%0✳ ➚

❧✬03✉✐❧✐❜&❡ %❤❡&♠✐3✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉% .✬❡①♣&✐♠❡& ♣❛& ✿

CV,1❡!nn = exp(−
Eb(V − V Z, 1❡!nn)

kBT
)Ceq

V ✭❱■✳✺✮

= exp(−
Eb(V − V Z, 1❡! nn)

kBT
) exp(−

Ef (V )

kBT
), ✭❱■✳✻✮

♦I Ceq
V ❡.% ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ P ❧✬03✉✐❧✐❜&❡ %❤❡&♠✐3✉❡✱ Eb(V −

V Z, 1!❡nn) ❡.% ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ V − V Z ❞❛♥. ❧❛ ♣♦.✐%✐♦♥ ✶

❡! nn✳

▲❡ ♠♦❞J❧❡ ▲❡ ❈❧❛✐&❡ ♣❡✉% R%&❡ ❛♣♣❧✐3✉0 ❛✉ ❝❛. ❞✉ %✐%❛♥❡ ❞❛♥. ❧❡ ❢❡& α✱ ❝❛& ✐❧ .❡

%&♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❡♥ ♣♦.✐%✐♦♥ .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡% ❧❡. 0♥❡&❣✐❡. ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ V ✲V ❚✐ .♦♥% %&J.

❢❛✐❜❧❡. ❛✉✲❞❡❧P ❞❡ ❧❛ ♣♦.✐%✐♦♥ ✷

❡ nn ✭❋✐❣✉&❡ ❱■✳✺✮✳ ▲❡. ❞✐✛0&❡♥%❡. ❜❛&&✐J&❡. 0♥❡&❣0✲

%✐3✉❡. ❞❡. .❛✉%. ♥0❝❡..❛✐&❡. ❛✉ ♠♦❞J❧❡ ▲❡ ❈❧❛✐&❡ ♣♦✉& ❝❡ .♦❧✉%0 ♦♥% 0%0 ❝❛❧❝✉❧0❡.

P ♣❛&%✐& ❞❡. ♠0%❤♦❞❡. ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ❱■✳✷✮✳ ◆♦✉. 0♠❡%%♦♥. ❧✬❤②♣♦%❤J.❡ 3✉❡

%♦✉%❡. ❧❡. ❢&03✉❡♥❝❡. ❞✬❛%%❛3✉❡ ω0,i .♦♥% ✐❞❡♥%✐3✉❡. P ❧❛ ❢&03✉❡♥❝❡ ❞❡ ❉❡❜②❡✱ P .❛✲

✈♦✐& ✶✵

13 s−1
✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❛ ❛✐♥.✐ 0%0 ❞0%❡&♠✐♥0 ♣♦✉& ❧❡ %✐%❛♥❡ ❡♥

✉%✐❧✐.❛♥% ❝❡ ♠♦❞J❧❡ ❞❛♥. ✉♥❡ ❢❡♥R%&❡ ❞❡ %❡♠♣0&❛%✉&❡ ❝♦♠♣&✐.❡ ❡♥%&❡ ✺✵✵ ❡% ✶✵✵✵ ❑

✭❋✐❣✉&❡ ❱■✳✶✵✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ♦❜%❡♥✉ ♣♦✉&&❛✐% ❡♥ ♣&✐♥❝✐♣❡ ♣&0.❡♥%❡& ✉♥

❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ♥♦♥✲❛&&❤0♥✐❡♥✱ ♠❛✐. ✐❧ ❡.% %♦✉% ❞❡ ♠R♠❡ ♣♦..✐❜❧❡ ❞✬❛❥✉.%❡& ♥♦. &0✲

.✉❧%❛%. ♣❛& ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬❆&&❤0♥✐✉.✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ ❧♦✐ ❞✬❆&&❤0♥✐✉. ♥♦✉. ♣❡&♠❡%

❞✬♦❜%❡♥✐& ✉♥❡ ❡①♣&❡..✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿

D = D0 exp(−
Ea

kBT
), ✭❱■✳✼✮

♦I D0
❡.% ❧❡ ♣&0❢❛❝%❡✉& ❡% Ea

❡.% ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥✳

◆♦✉. ♦❜%❡♥♦♥. ❛✐♥.✐ ❧❡. ✈❛❧❡✉&. ✷✱✺✻ ❡❱ ♣♦✉& ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❡% ✻✱✹✷ ×10−7

m2s−1
♣♦✉& ❧❡ ♣&0❢❛❝%❡✉&✳ ◆♦. ❞♦♥♥0❡. ❞✬❡♥%&0❡ ✐..✉❡. ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. ❛❜ ✐♥✐$✐♦ .♦♥%

.✐♠✐❧❛✐&❡. P ❝❡❧❧❡. ♦❜%❡♥✉❡. ♣❛& ▼✉&❛❧✐ ❡$ ❛❧✳✱ 3✉✐ ♦♥% 0❣❛❧❡♠❡♥% ❛♣♣❧✐3✉0 ❧❡ ♠♦❞J❧❡

▲❡ ❈❧❛✐&❡ ❬✶✸✷❪✳ ]❛& ❝♦♥.03✉❡♥%✱ ❧❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥%. ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ 0✈❛❧✉0. ❞❛♥. ♥♦%&❡ 0%✉❞❡

.♦♥% ♣&❛%✐3✉❡♠❡♥% ✐❞❡♥%✐3✉❡. P ❝❡✉① ❞0%❡&♠✐♥0. ♣❛& ❝❡. ❛✉%❡✉&.✳ ❚♦✉%❡❢♦✐.✱ ✐❧. .♦♥%

♣❧✉. ❢❛✐❜❧❡. ❞❡ %&♦✐. ♦&❞&❡. ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& 3✉❡ ❝❡✉① ♠❡.✉&0. ❡①♣0&✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% P ❤❛✉%❡.

%❡♠♣0&❛%✉&❡. ✭✾✹✽✲✶✶✼✹ ❑✮ ❬✶✸✸❪✳ ❈❡%%❡ ❞✐✛0&❡♥❝❡ ♣❡✉% R%&❡ ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐% 3✉❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡

♥❡ .♦✐% ♣❛. ♣&✐.❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❢❛`♦♥ ❝♦♠♣❧J%❡✳ ❊♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✱ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ❱■✳✶✵ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥%) ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ✭❝♦✉+❜❡) ♦+❛♥❣❡✮ ❝♦♠♣❛+.) @ ❝❡✉①

♦❜%❡♥✉) ❡①♣.+✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% ✭❝❛++.) +♦✉❣❡)✮ ❬✶✸✸❪✱ ❞❡ ❧✬②%%+✐✉♠ ✭❝♦✉+❜❡) ✈❡+%❡)✮ ❡% ❞❡

❧✬❛✉%♦❞✐✛✉)✐♦♥ ❞✉ ❢❡+ ✭❝♦✉+❜❡) ♥♦✐+❡)✮ ❞❛♥) ❧❡ ❢❡+ α✳ ▲❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥%) ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ♦♥%
.%. ❝❛❧❝✉❧.) @ ♣❛+%✐+ ❞❡ ♠♦❞I❧❡) %②♣❡ ▲❡ ❈❧❛✐+❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♥%+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡) ❛ .%.
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❧✬.♥❡+❣✐❡ ❧✐❜+❡ ❞❡ ❢♦+♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ✭❝♦✉+❜❡) ❡♥ ♣♦✐♥%✐❧❧.✮✳ ▲❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥%) ❞❡
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Ceq
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✶

❡! nn → ✸

❡ nn ✭ω3′✮ ✵✱✻✽ ✶✱✷✷ ✸

❡ nn → ✶

❡! nn ✭ω4′✮ ✵✱✹✺ ✵✱✶✻

✶

❡! nn → ✺

❡ nn ✭ω3′′✮ ✵✱✻✻ ✶✱✵✷ ✺

❡ nn → ✶

❡! nn ✭ω4′′✮ ✵✱✹✼ ✵✱✵✺

✷

❡ nn → ✹

❡ nn ✭ω5✮ ✵✱✻✵ ✵✱✻✾ ✹

❡ nn → ✷

❡ nn ✭ω6✮ ✵✱✼✼ ✵✱✻✶

✸

❡ nn → ✹

❡ nn ✭ω7✮ ✲ ✵✱✼✾ ✹
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✹
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❡ nn ✭ω9✮ ✲ ✵✱✻✾ ✺
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❡ nn → ✶
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%+F) .❧❡✈.❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+% ❛✉① ❢+.>✉❡♥❝❡) ❞❡ )❛✉%) ❛❝❝❡))✐❜❧❡) H ♣❛+%✐+ ❞❡ ❧❛ ♣♦)✐%✐♦♥

✺

❡ nn ✭ω10 ❡% ω0 ❡♥ ♣+❡♠✐F+❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛%✐♦♥✮✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡)% ❞♦♥❝ ♥.❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛+

+❛♣♣♦+% H ❞❡✉① ❛✉%+❡) ✐❞❡♥%✐✜.) ❛✉ ♣+.❛❧❛❜❧❡✳

➚ ❧✬✐♥✈❡+)❡ ❞❡ ❧❛ ♣+.❝.❞❡♥%❡✱ ❧❛ ❜❛++✐F+❡ .♥❡+❣.%✐>✉❡ ❝♦++❡)♣♦♥❞❛♥%❡ ❛✉ )❛✉%

✶

❡! nn → ✷

❡ nn ✭ω3✮ ❡)% ❧❛ ♣❧✉) .❧❡✈.❡ ❞❡) %+♦✐) )❛✉%) )♣.❝✐✜.) ❛✉♣❛+❛✈❛♥%✳ ❈❡

)❛✉% ❡)% ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥) ♣+♦❜❛❜❧❡ >✉❡ ❧❡) ❞❡✉① ❛✉%+❡)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧❡ )❛✉%

✶

❡! nn→ ✸

❡ nn ❡)% ❧❡ ♣❧✉) ♣+♦❜❛❜❧❡ ♣♦✉+ ❛❜♦✉%✐+ H ❧❛ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❞❡ ❧✬②%%+✐✉♠✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥)✐❞F+❡ H ♣+.)❡♥% ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❡♥ ♣♦)✐%✐♦♥ ✸

❡ nn ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%+✐✉♠✱ ❡❧❧❡

❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥%+❡ )✬.❧♦✐❣♥❡+ ❞✉ )♦❧✉%. ❡♥ ♠✐❣+❛♥% ❞❛♥) ❧❡ +.)❡❛✉ ✭ω0✮ ❡% ♠✐❣+❡+ ✈❡+)

✉♥❡ ♣♦)✐%✐♦♥ ✶

❡ nn ❞✉ )♦❧✉%. ✭ω4′✮✳ ▲❛ ❢+.>✉❡♥❝❡ ❞❡ )❛✉% ω4′ ❡)% ♣❧✉) .❧❡✈.❡ >✉❡

❝❡❧❧❡ ❞❛♥) ❧❡ +.)❡❛✉ ω0✳ ▲❡ )❛✉% ✸
❡ nn → ✶

!❡ nn ❡)% ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉) ♣+♦❜❛❜❧❡ ❡♥%+❡ ❧❡)

❞❡✉① ♣♦))✐❜✐❧✐%.)✳ ❊♥ ❞.✜♥✐%✐✈❡✱ ❞❡✉① ❝❛) )♦♥% ❡♥✈✐)❛❣❡❛❜❧❡) ✿ )♦✐% ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ +❡✈✐❡♥%

H )❛ ♣♦)✐%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡✱ ❡% ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%+✐✉♠ ❛✉))✐✱ )♦✐% ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ )❡ ❞.♣❧❛❝❡ ❞❛♥) ✉♥❡

♣♦)✐%✐♦♥ ♦♣♣♦).❡ H ❝❡❧❧❡ H ❧✬♦+✐❣✐♥❡✱ ❡% ✉♥✐>✉❡♠❡♥% ❞❛♥) ❝❡ ❝❛) ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%+✐✉♠

❛✉+❛ ❡✛❡❝%✐✈❡♠❡♥% ♠✐❣+.✳ ❆✈❡❝ ❝❡%%❡ ✈✐)✐♦♥✱ ❧❡ ❢❛❝%❡✉+ ❞❡ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ❢ ❝♦++❡)♣♦♥❞❛♥%

H ❧❛ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❞✉ )♦❧✉%. ♣❡✉% S%+❡ ❡)%✐♠. H ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐%. ❞✬❡✛❡❝%✉❡+ ❝❡ )❛✉%✱

)♦✐% ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ )✉+ ❞❡✉① ✭❢ ≃ ✵✱✺✮✳

❆✐♥)✐✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❞❡ ❧ ❄②%%+✐✉♠ ❡)% ❡)%✐♠. ♣❛+ ✿

DY = a20fC
eq
V ω3′ ]. ✭❱■✳✾✮

▲❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥%) ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%+✐✉♠ ♦♥% ♣✉ S%+❡ ❝❛❧❝✉❧.) ♣♦✉+ ❞❡) %❡♠♣.+❛✲

%✉+❡) ❝♦♠♣+✐)❡) ❡♥%+❡ ✺✵✵ ❡% ✶✵✵✵ ❑ ✭❋✐❣✉+❡ ❱■✳✶✵✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❡)%

✶✸✼



❈❤❛♣✐%&❡ ❱■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡. ♣&♦♣&✐0%0. 0♥❡&❣0%✐3✉❡. ❡% ❝✐♥0%✐3✉❡. ❞❡. ❛♠❛.

❝♦♥.%✐%✉0. ❞❡ .♦❧✉%0. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. ✭❨ ❡% ❚✐✮ ❞❛♥. ❧❡ ❢❡& α

❛♣♣&♦①✐♠0 ♣❛& ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬❆&&❤0♥✐✉.✳ ◆♦✉. ♦❜%❡♥♦♥. ❛✐♥.✐ ✉♥❡ ❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡&✲

♥✐❡& ♦B D0
✈❛✉% ✺✱✷✶ ×10−8 m2s−1

❡% ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ✷✱✶✵ ❡❱✳ ▲❡ ♣&0❢❛❝%❡✉&

❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ 0✈❛❧✉0 ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛♥✐L&❡ ❡.% ♣❧✉. ❢❛✐❜❧❡ 3✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜%❡♥✉

♣❛& ▼✉&❛❧✐ ❡$ ❛❧✳ ✭✽✱✵✵ × 10−7 m2s−1
✮✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❞0%❡&♠✐♥0❡ ♣❛&

❝❡. ❛✉%❡✉&. ❞✐✛L&❡ ❞❡ ✵✱✶✻ ❡❱ ❛✈❡❝ ♥♦. &0.✉❧%❛%.✳ ❆✐♥.✐✱ ❧❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ ❝❡. ❞❡✉① ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥%. ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ♣♦✉& ❧✬②%%&✐✉♠ ♦♥% %❡♥❞❛♥❝❡ S ❞✐✈❡&❣❡&✱ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& S ❜❛..❡.

%❡♠♣0&❛%✉&❡.✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. 0❣❛❧❡♠❡♥% ❡①❛♠✐♥0 ❧✬❡✛❡% ❞❡ ❧✬❡♥%&♦♣✐❡ ❞❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧❛❝✉♥❡ ❞❛♥. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡ Ceq
V .✉& ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐❢✲

❢✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠✳ ■❧ ❛ 0❣❛❧❡♠❡♥% ❛✉❣♠❡♥%0✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❡ %✐%❛♥❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛&❛♥%

❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ S ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛✉%♦✲❞✐✛✉.✐♦♥ ❞✉ ❢❡&✱ ✐❧ ❛♣♣❛&❛U%

3✉❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❞✐✛✉.❡ ♣&L. ❞❡ ✸✵✵ ❢♦✐. ♣❧✉. ✈✐%❡ 3✉❡ ❧❡ ❢❡& S ✶✵✵✵ ❑✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡.% ❞♦♥❝ %♦✉❥♦✉&. .✉♣0&✐❡✉& S ❝❡❧✉✐ ❞✉

%✐%❛♥❡ ♣♦✉& %♦✉%❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ %❡♠♣0&❛%✉&❡ ❡①❛♠✐♥0❡ ✭❋✐❣✉&❡ ❱■✳✶✵✮✳ ❖&✱ ❧❛ ❜❛&&✐L&❡

0♥❡&❣0%✐3✉❡ ❞✉ .❛✉% &❡.♣♦♥.❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❞✉ .♦❧✉%0 ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡

❧✬②%%&✐✉♠ ✭E3′(Y ) ❂ ✶✱✷✷ ❡❱✮ ❡.% %&L. .✉♣0&✐❡✉&❡ S ❝❡❧❧❡ 03✉✐✈❛❧❡♥%❡ ♣♦✉& ❧❡ %✐%❛♥❡

✭E2(T i) ❂ ✵✱✸✹ ❡❱✮✳ ❊♥ &0❛❧✐%0✱ ❧❛ ❢♦&%❡ ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ V ✲V❨ ❛✉❣♠❡♥%❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡. ❧❛❝✉♥❡. ♣&❡♠✐L&❡. ✈♦✐.✐♥❡. ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬②%%&✐✉♠✱ ❢❛✐.❛♥% ❛✐♥.✐

❝&♦U%&❡ ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥✱ ❡% ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡

❞✐✛✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠✳

]♦✉& ✜♥✐&✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✈♦✉❧✉ 0✈❛❧✉❡& ❧✬❡✛❡% ❞✉ ❢❛❝%❡✉& ❞❡ ❝♦&&0❧❛%✐♦♥ .✉& ❧❛ ❞✐❢✲

❢✉.✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ❞❡✉① .♦❧✉%0. ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧0%❡& ♥♦%&❡ ❝♦♠♣❛&❛✐.♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡. ♣&♦♣&✐0%0.

❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞✉ %✐%❛♥❡✳ ❉❛♥. ❧❡. ❞❡✉① ❝❛.✱ ❧✬❡✛❡% ❞❡. ❝♦&&0❧❛%✐♦♥. ♥✬❡.% ♣❛. ♥0❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡ ✿ S ✶✵✵✵ ❑ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ .❛♥. ❝♦&&0❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠

❡.% .✉♣0&✐❡✉& ❞✬✉♥ ❢❛❝%❡✉& ✷ ❡% ❝❡❧✉✐ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝%❡✉& ✶✵✵ ❡♥✈✐&♦♥ ♣❛& &❛♣♣♦&%

S ❝❡❧✉✐ ❝❛❧❝✉❧0 ❡♥ ♣&❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡ ❢❛❝%❡✉& ❞❡ ❝♦&&0❧❛%✐♦♥✳ ■❧ .✬❛✈L&❡ 3✉❡ ❧❡ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❡.% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉. ❛✛❡❝%0 ♣❛& ❧❡. ❝♦&&0❧❛%✐♦♥. 3✉❡

❧✬②%%&✐✉♠ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ❱■✳✸✮ ✿ ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ .❛♥. ❝♦&&0❧❛%✐♦♥ ♣❛&❛♠0%&0❡ .✉& ✉♥❡

❧♦✐ ❞❡ %②♣❡ ❆&&❤0♥✐✉. ❡.% ♣❧✉. ❢❛✐❜❧❡ 3✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡♥ %❡♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞❡. ❝♦&&0❧❛%✐♦♥.

❞❡ ✵✱✸✺ ❡❱ ♣♦✉& ❧❡ %✐%❛♥❡ ❛❧♦&. 3✉✬❡❧❧❡ ❡.% ✐❞❡♥%✐3✉❡ ♣♦✉& ❧✬②%%&✐✉♠✳ ❈❡ ♣❤0♥♦♠L♥❡

.✬❡①♣❧✐3✉❡ ❞✉ ❢❛✐% 3✉❡ ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❞❡ V ✲V❨ S ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ♣♦.✐%✐♦♥ ✷

❡ nn ❡.%

♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% S ❝❡❧❧❡ ❡♥ ✶

❡! nn✱ ❛❧♦&. 3✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ V ✲V ❚✐ ❡.% &0♣✉❧.✐✈❡ ❡♥

✷

❡ nn✳ ❆✐♥.✐✱ ❧❛ ❜❛&&✐L&❡ ❞✉ .❛✉% ♣♦✉& &❡❥♦✐♥❞&❡ ❝❡%%❡ ♣♦.✐%✐♦♥ ✭ω3✮ ❡.% 0❧❡✈0❡ ♣❛&

&❛♣♣♦&% S ❝❡❧❧❡ 3✉✐ ♣❡&♠❡% ❧❛ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❞✉ %✐%❛♥❡ ✭ω3✮✳

■❧ ❡.% S ♥♦%❡& 3✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡.%✐♠0 ❞❛♥. ❝❡%%❡ 0%✉❞❡

❡.% ❜✐❡♥ ❡♥%❡♥❞✉ ✉♥❡ ♣&❡♠✐L&❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥✳ ◆0❛♥♠♦✐♥.✱ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥✱

❡% ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧❡ ❢❛❝%❡✉& ❞❡ ❝♦&&0❧❛%✐♦♥ ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥%✱ ♦♥% 0%0 ❝❛❧❝✉❧0. ❞❡ ♠❛♥✐L&❡

♣&0❝✐.❡ ❞❛♥. ✉♥❡ 0%✉❞❡ ❞0♣❛..❛♥% ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❝❡ %&❛✈❛✐❧ ❞❡ %❤L.❡ ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥

✶✸✽



❱■✳✸✳ ➱%✉❞❡ ❞❡) ♣+♦♣+✐.%.) ❞❡) ❛♠❛) ❧❛❝✉♥❡)✲)♦❧✉%.) )✉❜)%✐%✉%✐♦♥♥❡❧) ❞❛♥) ❧❛

♠❛%+✐❝❡ ❞❡ ❢❡+ α

♣+✐✈.❡ ❛✈❡❝ ❉+ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐) ❇♦❝<✉❡%✮✳ ▲❡) +.)✉❧%❛%) ♦❜%❡♥✉) )♦♥% +❡♠❛+<✉❛❜❧❡♠❡♥%

♣+♦❝❤❡) ❞❡ ❝❡✉① ❡)%✐♠.) ❛✈❡❝ ♥♦%+❡ ♠.%❤♦❞❡✳ ■❧ )❡♠❜❧❡+❛✐% <✉❡ ❧❡ ❢❛✐% ❞✬❛✈♦✐+ ♥.❣❧✐❣.

❧❡ )❛✉% ✶

❡! nn → ✺

❡ nn ✭ω3′′✮✱ <✉✐ ♣+.)❡♥%❡ ❧❛ ♣❧✉) ❜❛))❡ ❜❛++✐F+❡ .♥❡+❣.%✐<✉❡ ♠❛✐)

.❣❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥%+✐❜✉❡ ❧❡ ♣❧✉) G ❧❛ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝%❡✉+ ❞❡ ❝♦++.❧❛%✐♦♥✱ )♦✐% ❧❛ +❛✐)♦♥

❞❡ ❧❛ )✐♠✐❧✐%✉❞❡ ❡♥%+❡ ❝❡) ❞❡✉① ❛♣♣+♦❝❤❡)✳

❚❛❜❧❡❛✉ ❱■✳✸ ✕ ➱♥❡+❣✐❡ ❡✛❡❝%✐✈❡ ✭❡❱✮ ❡% ♣+.❢❛❝%❡✉+ ✭♠

2
)

−1
✮ ❞❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥%) ❞❡ ❞✐✛✉✲

)✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❡% ❞❡ ❧✬②%%+✐✉♠✳ ❈❡✉① ❞❡ ❧✬❛✉%♦✲❞✐✛✉)✐♦♥ )♦♥% .❣❛❧❡♠❡♥% ✐♥❝❧✉) ♣♦✉+

❝♦♠♣❛+❛✐)♦♥✳

➱❧.♠❡♥% ❈♦♥❞✐%✐♦♥) ❉0 ✭♠
2
)

−1
✮ ❊

eff
✭❡❱✮

❚✐%❛♥❡ ❙❛♥) ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ✽✱✸✺ × ✶✵

−7
✷✱✷✶

❚✐%❛♥❡ ❆✈❡❝ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ✻✱✹✷ × ✶✵

−7
✷✱✺✻

❚✐%❛♥❡ ❆✈❡❝ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ❡% Sf (V ) ✸✱✽✵ × ✶✵

−5
✷✱✺✻

❨%%+✐✉♠ ❙❛♥) ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ✶✱✵✹ × ✶✵

−7
✷✱✶✵

❨%%+✐✉♠ ❆✈❡❝ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ✺✱✷✶ × ✶✵

−8
✷✱✶✵

❨%%+✐✉♠ ❆✈❡❝ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ❡% Sf (V ) ✸✱✵✵ × ✶✵

−6
✷✱✶✵

❋❡+ ❙❛♥) ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ✽✱✸✺ × ✶✵

−7
✷✱✽✶

❋❡+ ❆✈❡❝ ❝♦++.❧❛%✐♦♥ ✻✱✵✼ × ✶✵

−7
✷✱✽✶

▲❛ ❤✐.+❛+❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%. ❡♥%+❡ ❝❡) ❞❡✉① )♦❧✉%.) ❡)% ❞✐✛.+❡♥%❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛♥♥♦♥✲

❝.❡ ♣❛+ ❍✐♥ ❡! ❛❧✳ ❬✹❪✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ G ✶✵✵✵ ❑ ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❞❡

❧✬②%%+✐✉♠ ❞.%❡+♠✐♥. ♣❛+ ❝❡) ❞❡+♥✐❡+) ❡)% ❡♥✈✐+♦♥ %+♦✐) ♦+❞+❡) ❞❡ ❣+❛♥❞❡✉+ ♣❧✉) ❢❛✐❜❧❡

<✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬②%%+✐✉♠ ❡)%✐♠. ❡♥ ♣+❡♠✐F+❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛%✐♦♥✱ ❡% ❡♥✈✐+♦♥ ❞❡✉① ♦+❞+❡) ❞❡

❣+❛♥❞❡✉+ ♣❧✉) ❢❛✐❜❧❡ <✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❞.%❡+♠✐♥. ♣❛+ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ▲❡ ❈❧❛✐+❡✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥%✱ ❧✬❡①♣+❡))✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ♣♦✉+ ❧✬②%%+✐✉♠ ❛ .%. ♣❛+❛♠.%+.❡ )✉+ ✉♥

♠♦❞F❧❡ ❝❧❛))✐<✉❡ ❞❡ ♥✉❝❧.❛%✐♦♥ G ♣❛+%✐+ ❞❡ ❞♦♥♥.❡) ✐))✉❡) ❞✬❡①♣.+✐❡♥❝❡) ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥

❛✉① +❛②♦♥) ❳ ❛✉① ♣❡%✐%) ❛♥❣❧❡) ❡✛❡❝%✉.❡) ♣❛+ ❆❧✐♥❣❡+ ❬✶✸✹❪✳ ◆✬❛②❛♥% ♣❛) ❡✉ ❛❝❝F) G

❝❡) ❞♦♥♥.❡) ♦+✐❣✐♥❛❧❡)✱ ♥♦✉) ♥❡ ❝♦♥♥❛✐))♦♥) ♣❛) ❧❡) ❝♦♥❞✐%✐♦♥) ❡①♣.+✐♠❡♥%❛❧❡) ❡①❛❝%❡)

❞❛♥) ❧❡)<✉❡❧❧❡) ❡❧❧❡) ♦♥% .%. ♦❜%❡♥✉❡)✳ ❖+✱ ❧❡) +.)✉❧%❛%) )✉+ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥

♣♦✉++❛✐❡♥% ❞.♣❡♥❞+❡ ❞❡ ❝❡) ❝♦♥❞✐%✐♦♥)✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥✱ G ❧✬.<✉✐❧✐❜+❡ %❤❡+♠✐<✉❡✱ ❧✬②%%+✐✉♠ ❞✐✛✉)❡ ♣❧✉) ✈✐%❡ <✉❡ ❧❡ %✐%❛♥❡

❣+`❝❡ G )❛ ❢♦+%❡ ✐♥%❡+❛❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳

✶✸✾



❈❤❛♣✐%&❡ ❱■✳ ➱%✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❞❡. ♣&♦♣&✐0%0. 0♥❡&❣0%✐3✉❡. ❡% ❝✐♥0%✐3✉❡. ❞❡. ❛♠❛.

❝♦♥.%✐%✉0. ❞❡ .♦❧✉%0. .✉❜.%✐%✉%✐♦♥♥❡❧. ✭❨ ❡% ❚✐✮ ❞❛♥. ❧❡ ❢❡& α

❚❛❜❧❡❛✉ ❱■✳✹ ✕ ❈♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥. .%❛❜❧❡. ❡% ♠0%❛.%❛❜❧❡. ♣❡&%✐♥❡♥%❡. ♣♦✉& ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥

❞❡ ❧✬❛♠❛. V2Z✱ ♣♦✉& Z ❂ ❚✐ ❡% ❨✱ ❛..♦❝✐0❡. C ❧❡✉& 0♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ &❡❧❛%✐✈❡ C ❧✬0%❛%

❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✭❡❱✮✳ ▲❡. 0♥❡&❣✐❡. ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❞❡. ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥. V ✲V Z ❞❛♥. ❧❡✉& 0%❛% ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥%❛❧ .♦♥% ♣&0❝✐.0❡. ❡♥%&❡ ♣❛&❡♥%❤G.❡.✳ ▲❡. .♣❤G&❡. ✈❡&%❡. ❡% ♥♦✐&❡. &❡♣&0.❡♥%❡♥%

&❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡. ❛%♦♠❡. ❞✬②%%&✐✉♠ ✭♦✉ ❞❡ %✐%❛♥❡✮ ❡% ❞❡ ❢❡&✱ ❡% ❧❡. ❝✉❜❡. ❣&✐. ❧❡.

❧❛❝✉♥❡.✳

∆Eb
✭❡❱✮ V2❨ V2❚✐

❛ ✭✶

❡! nn✮ ✵✱✵✵ ✭✶✳✷✹✮ ✲

❜ ✭✶

❡! nn✮ ✲ ✵✱✵✵ ✭✵✱✷✹✮

❝ ✭✸

❡ nn✮ ✶✱✵✻ ✵✱✷✸

❱■✳✸✳✷✳✷ ▼✐'❡ ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡' ♠*❝❛♥✐'♠❡' ❞❡ ♠✐❣1❛2✐♦♥ ❞❡' ❛♠❛' ❧❛❝✉♥❡'✲

'♦❧✉2*' '✉❜'2✐2✉2✐♦♥♥❡❧'

▲❡ ♠0❝❛♥✐.♠❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐&❡ .%❛♥❞❛&❞ ❛ 0%0 ♣&0❝0❞❡♠♠❡♥% ❡①❛♠✐♥0✳

◆♦✉. ❛✈♦♥. ♠♦♥%&0 3✉❡ ❞❡. ❛♠❛. VnZm✱ ❛✈❡❝ Z ❂ ❨ ❡% ❚✐✱ ♣❡✉✈❡♥% P%&❡ 0♥❡&❣0✲

%✐3✉❡♠❡♥% .%❛❜❧❡.✱ ❝✬❡.% ♣♦✉&3✉♦✐ ♥♦✉. ❛✈♦♥. 0❣❛❧❡♠❡♥% 0%✉❞✐0 ❧❡✉& ♠0❝❛♥✐.♠❡ ❞❡

♠✐❣&❛%✐♦♥✳ ❈♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞❡ ♥♦. ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥. ❞✉ ❝❤❛♣✐%&❡ ■❱✱ C .❛✈♦✐& 3✉❡ ❧❡. .♦❧✉%0.

✐♥%❡&.%✐%✐❡❧. ♣❡✉✈❡♥% P%&❡ ❡♥%&❛Q♥0. ♣❛& ❞❡. ♣❡%✐%. ❛♠❛. ❧❛❝✉♥❛✐&❡. ♠♦❜✐❧❡.✱ ♥♦✉. ♥♦✉.

.♦♠♠❡. ❝♦♥❝❡♥%&0. .✉& ❧❡. ❛♠❛. VnZ ❛✈❡❝ n ❂ ✷✱ ✹✳

▲❡. ❜❛&&✐G&❡. ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡. ❛♠❛. V2❨ ❡% V2❚✐ ♦♥% %♦✉% ❞✬❛❜♦&❞ 0%0 ❝❛❧❝✉❧0❡.

❡♥%&❡ ❞❡. ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥. ❞❡ ❜❛..❡. 0♥❡&❣✐❡. &0❝❛♣✐%✉❧0❡. ❞❛♥. ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ❱■✳✹✳ ❊♥

.♦♠♠❡✱ ❡❧❧❡. ❝♦&&❡.♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✈❛❧❡✉&. ❞❡. ❜❛&&✐G&❡. ❞❡. .❛✉%. 0✈❛❧✉0❡. ♣♦✉& ❝❛❧❝✉❧❡&

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❡% ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ C ♣❛&%✐& ❞❡. ♠0%❤♦❞❡. ❞❡ %②♣❡
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❞❛♥. ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉. .%❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛. V2❨ ✭❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ❛✮✱ ❧❡ .♦❧✉%0 .❡ .✐%✉❡
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❤ ✷✱✷✵ ✵✱✸✾
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❞❡✉① ❧❛❝✉♥❡. .✬0❧♦✐❣♥❡ ❞✉ .♦❧✉%0✱ ❛✐♥.✐ 3✉❡ ❧✬0♥❡&❣✐❡ ❞✉ ♣♦✐♥% ❝♦❧ .♦♥% ❞♦♥❝ 0❧❡✈0❡.✳ ➚
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 ❡ nn ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡✳ ❈❡* /<*✉❧,❛,*
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♦Z CVnZm
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ln(
θ

T disso2
) = −

Edisso

kBT disso
+ ln(

ν0kB
Edisso
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❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ *♥❡2❣*%✐?✉❡ ♣♦✉2 ❧✬❛♠❛- V4❖2✱ ❧✬❛♠❛- V4❖ *♠❡%%❛♥% ♣2*❢*2❡♥✲

%✐❡❧❧❡♠❡♥% ✉♥ ❛♠❛- V3❖✳ ▲❛ 2*-♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬*?✉❛%✐♦♥ ✭❱■■✳✷✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡- ✈❛❧❡✉2- ❞❡-

%❡♠♣*2❛%✉2❡- ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ❛♠❛- ✭❋✐❣✉2❡ ❱■■✳✶✮✳ ❚♦✉- ❧❡- ❛♠❛- -❡♠❜❧❡♥%

-%❛❜❧❡- 7 %❡♠♣*2❛%✉2❡ ❛♠❜✐❛♥%❡✳ ❆✉ ❢✉2 ❡% 7 ♠❡-✉2❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♠✲

♣*2❛%✉2❡✱ ❞❡- ❛♠❛- -❡ ❞*❝♦♠♣♦-❡♥% ♣❡%✐% 7 ♣❡%✐%✳ ▲❡- ♣2❡♠✐❡2- ❛♠❛- 7 -❡ ❞✐--♦❝✐❡2

❛✈❛♥% ❞✬❛✈♦✐2 ❛%%❡✐♥% ❧❡- ✶✺✵

◦
❈ -♦♥% ❞❡- ❛♠❛- ?✉✐ ❝♦♥%✐❡♥♥❡♥% ♣❧✉- ❞❡ ❧❛❝✉♥❡- ?✉❡

❞❡ -♦❧✉%*- ✭
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❃ ✶✮ ✭V2✱ V3✱ V3❖✱ V4❖✱ V4❖2 ❡% V4❖3✮ ♦✉ ❞❡- ❛♠❛- ?✉✐ ❝♦♥%✐❡♥♥❡♥%

♣❧✉- ❞❡ -♦❧✉%*- ?✉❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡- ✭

n
m
❁ ✶✮ ✭V❖3 ❡% V❖4✮ ✿ ❧❡- ❛♠❛- %❡❧- ?✉❡

n
m

≃ ✶ -♦♥%

❧❡- ♣❧✉- -%❛❜❧❡-✳ ❈❡- ❞✐✛*2❡♥%- 2*❣✐♠❡- ♦♥% *%* ♠✐- ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥- ❧❡- ❝❤❛♣✐%2❡-

■■■ ❡% ❱✳ ❈❡ 2*-✉❧%❛% ❝♦♥✜2♠❡ ❧✬❡✛❡% -%❛❜✐❧✐-❛♥% ♠✉%✉❡❧ ❞❡- ❧❛❝✉♥❡- ❡% ❞❡- ❛%♦♠❡-

❞✬♦①②❣9♥❡✳ ■❧ ❡-% ✐♥%*2❡--❛♥% ❞❡ ♥♦%❡2 ?✉❡ ❧✬❛♠❛- V3❖ ♥❡ -❡ ❞✐--♦❝✐❡ ?✉✬7 ♣❛2%✐2 ❞❡

✶✵✵

◦
❈ ✿ ✐❧ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ♣♦%❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❡①✐-%❡2 7 %❡♠♣*2❛%✉2❡ ❛♠❜✐❛♥%❡ ❡% ❛✈♦✐2 ✉♥

❡✛❡% -✉2 ❧❛ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣9♥❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐%2❡ ■❱✮✳ R✉✐-✱ ❛✉✲❞❡❧7 ❞❡ ✹✺✵

◦
❈ ❡♥✈✐2♦♥✱

-❡✉❧- -✉❜-✐-%❡♥% ❧❡- ❛♠❛- V❖✱ V❖2✱ V2❖3 ❡% V3❖4✳
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❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✶ ✕ ❚❡♠♣)*❛,✉*❡ ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛,✐♦♥ ✭

◦
❈✮ ❞❡0 ❛♠❛0 Vn✱ n ✈❛*✐❛♥, ❞❡ ✶ 9 ✹✱

❡, Vn❖m✱ ♣♦✉* n ❡, m ✈❛*✐❛♥, ❞❡ ✶ 9 ✹✱ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞✬❛,♦♠❡0 ❞✬♦①②❣B♥❡

❝♦♥,❡♥✉0 ❞❛♥0 ❧✬❛♠❛0✳

❉❛♥0 ❧❡ ❜✉, ❞❡ ❝♦♥✜*♠❡* ♥♦0 ❝♦♥❝❧✉0✐♦♥0 0✉* ❧❡0 ❛♠❛0 ❧❛❝✉♥❡0✲♦①②❣B♥❡✱ ♥♦✉0

❛✈♦♥0 ❞),❡*♠✐♥) ❧❡0 ,❡♠♣)*❛,✉*❡0 ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛,✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 ❞❡ ♣❧✉0 ❣*❛♥❞❡0 ,❛✐❧❧❡0

✭n +m ≤ 100✮ ❞♦♥, ❧❡0 )♥❡*❣✐❡0 ♦♥, ),) ❞),❡*♠✐♥)❡0 ♣❛* ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❞✬✐♥,❡*❛❝,✐♦♥

0✉* *)0❡❛✉ ❝♦♥0,*✉✐, ♣❛* ❙❝❤✉❧❡* 9 ♣❛*,✐* ❞❡ ♥♦0 *)0✉❧,❛,0 ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❬✷✵✾❪✳ ▲❛ ❞❡0❝*✐♣✲

,✐♦♥ ❞❡ ❝❡0 ❛♠❛0 ❛ ),) ❡✛❡❝,✉)❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐,*❡ ❱✳ ■❧ ❡0, ✐♠♣♦*,❛♥, ❞❡ *❛♣♣❡❧❡*

P✉❡ ❧❡0 ❝♦♥✜❣✉*❛,✐♦♥0 ❞),❡*♠✐♥)❡0 ✈✐❛ ❝❡ ♠♦❞B❧❡ ❞✬✐♥,❡*❛❝,✐♦♥ 0✉* *)0❡❛✉ ♥)❝❡0✲
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱■■✳ ➱%✉❞❡ ❞✉ &.❧❡ ❞❡0 ❧❛❝✉♥❡0 ❡% ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ♣&♦♣&✐9%90

❞✬❛❣❣❧♦♠9&❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ♣♦✉& ✉♥ 0②0%8♠❡ ❨✲❚✐✲❖✲V ❞❛♥0 ❧❡ ❢❡& α

0✐%❡♥% ✉♥ ❡①❛♠❡♥ ♣❧✉0 ❛♣♣&♦❢♦♥❞✐✱ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧♦&0B✉❡ ❧❡0 ❛%♦♠❡0 ❞✬♦①②❣8♥❡ 0♦♥%

❡♥ ❡①❝80 ✭
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. 0, 3✮✱ ③♦♥❡ ❞❛♥0 ❧❛B✉❡❧❧❡ ❧❡0 ❛♠❛0 ❝♦&&❡0♣♦♥❞❡♥% F ❞❡0 ♣0❡✉❞♦✲

♣❧❛B✉❡0 ❞✬❛%♦♠❡0 ❞✬♦①②❣8♥❡✳ ◆9❛♥♠♦✐♥0✱ ✐❧ ♥♦✉0 ❡0% ❛♣♣❛&✉ ✐♥%9&❡00❛♥% ❞✬❡①❛♠✐♥❡&

❝❡0 ❞♦♥♥9❡0 ❡♥ ♣&❡♠✐8&❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥✳ ▲❡0 %❡♥❞❛♥❝❡0 ❞❡0 ♣&♦♣&✐9%90 ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛✲

%✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ &❛%✐♦
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❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✷ ✕ ❚❡♠♣9&❛%✉&❡ ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ✭

◦
❈✮ ❞❡0 ❛♠❛0 Vn❖m ♣♦✉&

n + m ≤ 100 ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ &❛%✐♦ n
m
✳ ▲❡0 9♥❡&❣✐❡0 ❞❡ ❝❡0 ❛♠❛0 ♦♥% 9%9 ❝❛❧✲

❝✉❧9❡0 F ♣❛&%✐& ❞✉ ♠♦❞8❧❡ ❞✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ 0✉& &90❡❛✉ ♣❛&❛♠9%&9 0✉& ❞❡0 &90✉❧%❛%0 ❛❜

✐♥✐$✐♦ ❝♦♥0%&✉✐% ♣❛& ❙❝❤✉❧❡& ❬✷✵✾❪✳ ▲✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❛♠❛0 ♦❜%❡♥✉0 ❛ 9%9 ❞9❝&✐% ❞❛♥0 ❧❡

❝❤❛♣✐%&❡ ❱✳

❈❡0 &90✉❧%❛%0 0♦♥% ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧✬9✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢&❛❝%✐♦♥ ❞❡ ♣♦0✐%♦♥0 ❞✬❛♥♥✐✲

❤✐❧❛%✐♦♥0 ❛✈❡❝ ❞❡0 9❧❡❝%&♦♥0 ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥% ❙ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♠♣9&❛%✉&❡ ❞❡

&❡❝✉✐% ♠✐0❡ ❡♥ 9✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛& ❍❡ ❬✶✷✹❪ ✭❋✐❣✉&❡ ❱■■✳✸✮ ✿ ❡♥ ❞❡00♦✉0 ❞❡ ✶✺✵

◦
❈✱ ❧❡ ♣❛&❛✲

♠8%&❡ ❙ 9✈♦❧✉❡ %&80 ♣❡✉ ♣❛& &❛♣♣♦&% F ❧❛ %❡♠♣9&❛%✉&❡ ❛♠❜✐❛♥%❡✳ ➚ ♣❛&%✐& ❞❡ ✶✺✵

◦
❈✱

✉♥❡ ♣❛&%✐❡ ❞❡0 ❛♠❛0 Vn❖m ❝♦♠♠❡♥❝❡ F 0❡ ❞✐00♦❝✐❡& ✿ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ❞✉

♣❛&❛♠8%&❡ ❙ ❡0% ✈✐0✐❜❧❡✳ [✉✐0✱ ❧❛ ♠❛❥♦&✐%9 ❞❡0 ❛♠❛0 ❞✐0♣❛&❛]% ❛✉✲❞❡❧F ❞❡ ✹✺✵
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❈✳ ❯♥
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❡0% 0✉♣9&✐❡✉&❡ F ✶✺✵

◦
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❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉%✐♦♥- ❞❡ ❧❛ ❝❛2❛❝%*2✐-%✐9✉❡ ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛%✐♦♥ ❙ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

%❡♠♣*2❛%✉2❡ ❞❡ 2❡❝✉✐% ✭❥✉-9✉✬? ✺✺✵

◦
❈✮ ❞✬✉♥ *❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❞❡ ❢❡2 ✐♠♣❧❛♥%* ❡♥ ♦①②❣G♥❡

✻✺✵ ❦❡❱ ? ✉♥❡ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ✷✱✷× 1015 cm−2
✳ ❋✐❣✉2❡ ✐--✉❡ ❞❡ ❧❛ 2*❢*2❡♥❝❡ ❬✶✷✹❪✳

*✈❛❧✉*❡-✳ ▲❡- *♥❡2❣✐❡- ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛9✉❡ ❛♠❛- Vn❨m ♦♥% *%* ❝❛❧❝✉❧*❡- ♣♦✉2 ❧❛

❝♦♥✜❣✉2❛%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉- -%❛❜❧❡ *♥❡2❣*%✐9✉❡♠❡♥% ❝❛2❛❝%*2✐-*❡ ? ♣❛2%✐2 ❞❡ ♠*%❤♦❞❡- ❉❋❚

❞❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐%2❡ ❱■✳ ❊❧❧❡- ❝♦22❡-♣♦♥❞❡♥% %♦✉%❡- ? ❧✬*♠✐--✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ W✉✐-✱ ❧❡-

%❡♠♣*2❛%✉2❡- ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛%✐♦♥ ❛--♦❝✐*❡- ? ❝❤❛9✉❡ ❛♠❛- ♦♥% *%* ❡-%✐♠*❡- ❡♥ 2*-♦❧✲

✈❛♥% ❧✬*9✉❛%✐♦♥ ❱■■✳✷ ✭❋✐❣✉2❡ ❱■■✳✹✮✳ ▲❛ ♠❛❥♦2✐%* ❞✬❡♥%2❡ ❡❧❧❡- ❛♣♣❛2❛Y% ❡♥%2❡ ✹✵✵ ❡%

✼✵✵

◦
❈ ✿ ❧❡- ❛♠❛- Vn❨m -♦♥% ❞♦♥❝ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ♣❧✉- -%❛❜❧❡- ✈✐-✲?✲✈✐- ❞❡ ❧❛ %❡♠♣*2❛✲

%✉2❡ ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛%✐♦♥ 9✉❡ ❧❡- ❛♠❛- Vn❖m✳
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❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✹ ✕ ❚❡♠♣*2❛%✉2❡ ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡- ❛♠❛- Vn❨m ♣♦✉2 n ❡% m ✈❛2✐❛♥%

❞❡ ✶ ? ✹ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜2❡ ❞✬❛%♦♠❡- ❞✬②%%2✐✉♠ ❝♦♥%❡♥✉- ❞❛♥- ❧✬❛♠❛-✳

◆♦- ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥- ❝♦^♥❝✐❞❡♥% ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡- 2*-✉❧%❛♥% ❞❡- ❡①♣*2✐❡♥❝❡-✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡-

2❡❝✉✐%- ❞❡- *❝❤❛♥%✐❧❧♦♥- ✐♠♣❧❛♥%*- ❡♥ ②%%2✐✉♠ ❞❛♥- ❧❡ ❢❡2 2*❛❧✐-*- ♣❛2 ❍❡ ❡! ❛❧✳ ♦♥%

✶✺✸



❈❤❛♣✐%&❡ ❱■■✳ ➱%✉❞❡ ❞✉ &.❧❡ ❞❡0 ❧❛❝✉♥❡0 ❡% ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ♣&♦♣&✐9%90

❞✬❛❣❣❧♦♠9&❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ♣♦✉& ✉♥ 0②0%8♠❡ ❨✲❚✐✲❖✲V ❞❛♥0 ❧❡ ❢❡& α

♠♦♥%&9 A✉❡ ❧❡ ♣&♦✜❧ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛0 ♣♦✉& ❞❡0 %❡♠♣9&❛%✉&❡0 ✐♥❢9&✐❡✉&❡0

♦✉ 9❣❛❧❡0 C ✺✺✵

◦
❈ ❛❧♦&0 A✉❡ ❞❡0 ❛♠❛0 ❧❛❝✉♥❡0✲②%%&✐✉♠ 0♦♥% ❡♥❝♦&❡ ❞9%❡❝%90 ❬✶✷✹❪✳

❈❡0 ♦❜0❡&✈❛%✐♦♥0 0✉❣❣8&❡♥% A✉❡ ❞❡0 ❛♠❛0 Vn❨m ♥❡ 0❡ ❞✐00♦❝✐❡♥% ♣❛0 ♣♦✉& ❞❡0 %❡♠✲

♣9&❛%✉&❡0 ❛❧❧❛♥% ❥✉0A✉✬C ✺✺✵

◦
❈✳

▲❛ ♠O♠❡ ❞9♠❛&❝❤❡ ❛ 9❣❛❧❡♠❡♥% 9%9 0✉✐✈✐❡ ♣♦✉& ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡0 %❡♠♣9&❛%✉&❡0 ❞❡

❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 Vn❚✐m✳ ▲❡0 9♥❡&❣✐❡0 ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ♦♥% 9%9 9✈❛❧✉9❡0 ♣♦✉& ❧❡0

❛♠❛0 ❞❡ ♣❧✉0 ❜❛00❡ 9♥❡&❣✐❡ Vn❚✐m ♣&90❡♥%90 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❱■✳ ▲❡ ♠9❝❛♥✐0♠❡ ❞❡

❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ♥9❝❡00✐%❛♥% ❧❡ ♠♦✐♥0 ❞✬9♥❡&❣✐❡ ♣♦✉& ❝❤❛A✉❡ ❛♠❛0 ❝♦&&❡0♣♦♥❞ C ❧✬9♠✐00✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ❆✐♥0✐✱ ❧❡0 %❡♠♣9&❛%✉&❡0 ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ♦♥% 9%9 ❝❛❧❝✉❧9❡0 ♣♦✉& ❝❤❛A✉❡

❛♠❛0 ✭❋✐❣✉&❡ ❱■■✳✺✮✳ ❊❧❧❡0 ♦0❝✐❧❧❡♥% ❡♥%&❡ ✼✺ ❡% ✹✵✵

◦
❈ ✿ ✈✐0✲C✲✈✐0 ❞❡ ❧❛ %❡♠♣9&❛%✉&❡✱

❧❡0 ❛♠❛0 Vn❚✐m 0♦♥% ❞♦♥❝ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ❧❡0 ♣❧✉0 ✐♥0%❛❜❧❡0 ❞❡0 ❛♠❛0 ❧❛❝✉♥❡0✲0♦❧✉%90

❡①❛♠✐♥90 ❞❛♥0 ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡✳
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❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✺ ✕ ❚❡♠♣9&❛%✉&❡ ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 Vn❚✐m ♣♦✉& n ❡% m ✈❛&✐❛♥%

❞❡ ✶ C ✹ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞✬❛%♦♠❡0 ❞❡ %✐%❛♥❡ ❝♦♥%❡♥✉0 ❞❛♥0 ❧✬❛♠❛0✳

❉❡ ♣❧✉0✱ ✐❧ ❛ 9%9 ♣&♦❝9❞9 C ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡0 ♠9❝❛♥✐0♠❡0 ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0

V Z❖n✱ ❛✈❡❝ Z ❂ ❨ ♦✉ ❚✐✱ ♣♦✉& ❧❡0A✉❡❧0 ❧❡0 9♥❡&❣✐❡0 ❞❡ ❧✐❛✐0♦♥ ♦♥% 9%9 ❞9%❡&♠✐♥9❡0

❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❱■✳ ❈❡0 ❛♠❛0 9♠❡%%❡♥% ♣&9❢9&❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ✉♥ ❛%♦♠❡ ❞✬♦①②❣8♥❡✳

▲❡0 %❡♠♣9&❛%✉&❡0 ❞❡ ❞✐00♦❝✐❛%✐♦♥ ♦♥% 9%9 ❛♥❛❧②09❡0 ♣♦✉& ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥%&❡ ❡✉① ✭❋✐❣✉&❡

❱■■✳✻✮✳ ❊❧❧❡0 ♦0❝✐❧❧❡♥% ❡♥%&❡ ✶✺✵ ❡% ✸✵✵

◦
❈ ♣♦✉& ❧❡0 ❛♠❛0 V ❚✐❖n✱ ❛❧♦&0 A✉❡ ❝❡❧❧❡0 ❞❡0

❛♠❛0 V❨❖n 0♦♥% ❝♦♠♣&✐0❡0 ❡♥%&❡ ✹✵ ❡% ✹✵✵
◦
❈✳ ▲❡0 ❛♠❛0 V❨❖n &90✐0%❡♥% C ♣❧✉0 ❤❛✉%❡

%❡♠♣9&❛%✉&❡ A✉❡ ❧❡0 ❛♠❛0 V ❚✐❖n✱ 0❛✉❢ ♣♦✉& n ❂ ✺ ❡% ✻✱ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡✉&0 9♥❡&❣✐❡0

❞❡ ❧✐❛✐0♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡0 9♥❡&❣✐❡0 ❞❡ ❧✐❛✐0♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 V❨❖n 0♦♥% 0✉♣9&✐❡✉&❡0 C ❝❡❧❧❡0

❞❡ V ❚✐❖n✱ ❡①❝❡♣%9 ♣♦✉& n ❂ ✺ ❡% ✻✳ ▲❡0 ❛♠❛0 ❝♦♥%❡♥❛♥% ✺ ❡% ✻ ❛%♦♠❡0 ❞✬♦①②❣8♥❡

♣&90❡♥%❡♥% ❞❡0 ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥0 ❞❛♥0 ❧❡0A✉❡❧❧❡0 ❝❡0 ❞❡&♥✐❡&0 0♦♥% ❞❛♥0 ❞❡0 ♣♦0✐%✐♦♥0

♠♦✐♥0 0%❛❜❧❡0 ♣❛& &❛♣♣♦&% C ❝❡❧❧❡0 ❞❡0 ❛✉%&❡0 ❛%♦♠❡0 ❞✬♦①②❣8♥❡✱ ❞✬②%%&✐✉♠✱ ❞❡ %✐%❛♥❡

✶✺✹



❱■■✳✷✳ ❍✐&'❛'❝❤✐❡ ❞❡- ♠♦❜✐❧✐2&-

✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐2'❡ ❱■✮✳ ▼❛✐-✱ ❧❡ ❢❛✐2 9✉✬✉♥ ❛2♦♠❡ ❞✬♦①②❣@♥❡ -❡ ❧✐❡ ♣❧✉- ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

V❨ ♣❧✉2C2 9✉✬❛✈❡❝ V ❚✐ ❝♦♥❞✉✐2 E ❝❡ 9✉❡ ❧❡- ❛♠❛- V❨❖n '&-✐-2❡♥2 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ E

♣❧✉- ❤❛✉2❡ 2❡♠♣&'❛2✉'❡ 9✉❡ ❧❡- ❛♠❛- V ❚✐❖n ✭♣❧✉- ❞❡ ✶✵✵
◦
❈ ❞❡ ❞✐✛&'❡♥❝❡✮✳
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❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✻ ✕ ❚❡♠♣&'❛2✉'❡ ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛2✐♦♥ ❞❡- ❛♠❛- V❨❖n ❡2 V ❚✐❖n ♣♦✉' n
✈❛'✐❛♥2 ❞❡ ✶ E ✻ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❛2♦♠❡- ❞✬♦①②❣@♥❡ ❝♦♥2❡♥✉- ❞❛♥- ❧✬❛♠❛-✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥2✱ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡- '&-✉❧2❛2- ✐♥❞✐9✉❡ 9✉❡ ❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐2& ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛2✐♦♥

❡-2 ♣❧✉- &❧❡✈&❡ ♣♦✉' ❧❡- ❛♠❛- V ❚✐❖n ❡2 V❨❖n✱ ✈✐❡♥♥❡♥2 ❡♥-✉✐2❡ ❧❡- ❛♠❛- Vn❚✐m ❡2

Vn❖m ❡2 ❡♥✜♥ Vn❨m✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥✱ ❧❡- ❛♠❛- ❧❡- ♣❧✉- -2❛❜❧❡- ❝♦♥❝❡'♥❛♥2 ❧❡ ♣❤&♥♦♠@♥❡ ❞❡ ❞✐--♦❝✐❛2✐♦♥

-♦♥2 ❧❡- ❛♠❛- Vn❨m✱ -✉✐✈✐- ❞❡- ❛♠❛- Vn❖m ❡2 ❡♥✜♥ ❞❡- ❛♠❛- V❨❖n✱ Vn❚✐m✱ ❡2

V ❚✐❖n✳

❱■■✳✷ ❍✐&'❛'❝❤✐❡ ❞❡- ♠♦❜✐❧✐2&-

❆♣'@- ❛✈♦✐' ❞&2❡'♠✐♥& ❧❡- ❢❡♥Q2'❡- ❞❡ 2❡♠♣&'❛2✉'❡ ♣♦✉' ❧❡-9✉❡❧❧❡- ❧❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲
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DZ = a20ν0fCV,1 ❡nn exp (−
Emig(V Z)

kBT
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CV,1❡ nn = exp(−
Ef(V )

kBT
) exp(

Eb(V − V Z, 1❡ nn)
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❧❛❝✉♥❡-✲2✐2❛♥❡ -♦♥2 ❛✐♥-✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉- ♣❡2✐2- 9✉❡ ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❧❛❝✉♥❡-✲♦①②❣A♥❡✳

❊♥ ❡✛❡2✱ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞A❧❡ ❞✬✐♥2❡'❛❝2✐♦♥ ♥✬❛ ❡♥❝♦'❡ &2& ❞&✈❡❧♦♣♣& ♣♦✉' ❧❡- ❛♠❛- Vn❨m

❡2 Vn❚✐m✳ L♦✉' ✈&'✐✜❡' -✐ ❧✬❡✛❡2 ❞❡- ❜♦'♥❡- ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝2 -✉' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥✱

♥♦✉- ❛✈♦♥- '&❞✉✐2 ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❛♠❛- '❡♣'♦❞✉✐2- ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❧❛❝✉♥❡-✲

♦①②❣A♥❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞✬❛♠❛- ; ❝❡❧❧❡ ❞❡- ♠♦❞A❧❡- ❧❛❝✉♥❡-✲②22'✐✉♠ ❡2 ❧❛❝✉♥❡-✲2✐2❛♥❡✳

▲❡- '&-✉❧2❛2- ♦❜2❡♥✉- ; ♣❛'2✐' ❞✉ ♠♦❞A❧❡ ❞♦♥2 ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡- ❛♠❛- ❡-2 '&❞✉✐2❡ ❡2 ❝❡✉①

♣'❡♥❛♥2 ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❞❡- ❛♠❛- ❞❡ ♣❧✉- ❣'❛♥❞❡- 2❛✐❧❧❡- ✭n + m ≤ 100✮ ♦♥2 &2&

❝♦♥❢'♦♥2&- ♣♦✉' ❞❡- 2❡♠♣&'❛2✉'❡- ❝♦♠♣'✐-❡- ❡♥2'❡ ✸✵✵ ❡2 ✻✵✵ ❑✳ ■❧ ❡-2 ❛♣♣❛'✉ 9✉❡

❧❡- &✈♦❧✉2✐♦♥- ❞❡- ❞✐-2'✐❜✉2✐♦♥- ❞✬❛♠❛- ❞✐✛A'❡♥2 ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ 2❡♠♣-✳ ▼❛✐- ♥♦✉-

'❡2✐❡♥❞'♦♥- 9✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❡✛❡❝2✐❢ ❞❡ ❧✬♦①②❣A♥❡ ❡-2 9✉❛-✐♠❡♥2 ✐♥❝❤❛♥❣&

❞❛♥- ❧❡- ❞❡✉① ❝❛-✳ ❈❡ '&-✉❧2❛2 ❥✉-2✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧✬✉2✐❧✐-❛2✐♦♥ ❞❡ ❝❡- ♠♦❞A❧❡- ❞♦♥2 ❧❛ 2❛✐❧❧❡

❞❡- ❛♠❛- ❡-2 '&❞✉✐2❡ ♣❛' '❛♣♣♦'2 ; ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦①②❣A♥❡ ♣♦✉' ❝❡22❡ &2✉❞❡✳

❉❛♥- ❧❡- ❝♦♥❞✐2✐♦♥- ✐♥✐2✐❛❧❡- ❞❡ ❝❡- -✐♠✉❧❛2✐♦♥-✱ ♥♦✉- ❝♦♥-✐❞&'♦♥- 9✉❡ ❧❡ -②-2A♠❡

✶✺✼



❈❤❛♣✐%&❡ ❱■■✳ ➱%✉❞❡ ❞✉ &.❧❡ ❞❡0 ❧❛❝✉♥❡0 ❡% ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ♣&♦♣&✐9%90

❞✬❛❣❣❧♦♠9&❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ♣♦✉& ✉♥ 0②0%8♠❡ ❨✲❚✐✲❖✲V ❞❛♥0 ❧❡ ❢❡& α

❡0% ❝♦♥0%✐%✉9 ✉♥✐A✉❡♠❡♥% ❞❡ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡0 ❡% ❞✬❛%♦♠❡0 ❞❡ 0♦❧✉%90 0✉❜0%✐%✉%✐♦♥♥❡❧0

✭❝♦♠♣❧❡①❡ V Z✮✳ ◆✐ ❧❡0 0♦✉&❝❡0✱ ♥✐ ❧❡0 ♣✉✐%0 ♣♦✉& ❧❡0 ❧❛❝✉♥❡0 ♦✉ ❧❡0 0♦❧✉%90 ♥❡ 0♦♥% ♣&✐0

❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❛♥0 ❝❡0 0✐♠✉❧❛%✐♦♥0✳ ❈✬❡0% ❧❛ &❛✐0♦♥ ♣♦✉& ❧❛A✉❡❧❧❡ ❞❛♥0 ❝❡0 ❝♦♥❞✐%✐♦♥0 ❞❡

0✉&0❛%✉&❛%✐♦♥ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡0✱ ♥♦✉0 ♥♦✉0 %&♦✉✈♦♥0 ❞❛♥0 ✉♥ ❝❛0 ♦H ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡

❡♥ ❧❛❝✉♥❡0 ❡0% ♠❛✐♥%❡♥✉❡ ❝♦♥0%❛♥%❡✱ I ❧❛ ❞✐✛9&❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬9A✉✐❧✐❜&❡ %❤❡&♠✐A✉❡✱ ♦H ❧❛

❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❡♥ ♠♦♥♦✲❧❛❝✉♥❡ ❡0% ✜①❡ I ❝❤❛A✉❡ %❡♠♣9&❛%✉&❡✳ ▲❡0 0✐♠✉❧❛%✐♦♥0 ❞❛♥0

❧❡0A✉❡❧❧❡0 ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡0 ❡0% ❝♦♥0%❛♥%❡ 0♦♥% &❡♣&90❡♥%❛%✐✈❡0 ❞❡

0✐%✉❛%✐♦♥0 ♦H ❡❧❧❡ ❡0% ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% I ❧❛ A✉❛♥%✐%9 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡0 %❤❡&♠✐A✉❡0✳

◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ♠♦♥%&9 A✉✬I ❧✬9A✉✐❧✐❜&❡ %❤❡&♠✐A✉❡✱ ❧✬②%%&✐✉♠ ❞✐✛✉0❡ ♣❧✉0 ✈✐%❡ A✉❡ ❧❡

%✐%❛♥❡ ❛❧♦&0 A✉❡ ❧✬9♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛0 V2❨ ❡0% ♣❧✉0 9❧❡✈9❡ A✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

V2❚✐✳ ❈❡ ♣❤9♥♦♠8♥❡ ❡0% ❞L I ❧❛ ❢♦&%❡ ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❡✲②%%&✐✉♠✳ M❛& ❝♦♥09A✉❡♥%✱

❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡0 ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ 0♦❧✉%9 ♣♦✉&&❛✐% ✐♥✢✉❡♥❝❡& ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%9 ❞❡0

0♦❧✉%90✳ ◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ❞♦♥❝ ❢❛✐% ✈❛&✐❡& ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡0 ♣❛& &❛♣♣♦&%

I ❝❡❧❧❡ ❞✉ 0♦❧✉%9 ❡♥%&❡ ✶✵

−3
❡% ✶✵✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❡✛❡❝%✐❢ ❞❡ Z ❂ ❨ ♦✉ ❚✐ ❡0% ❞9✜♥✐ ♣❛& ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0

❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥0 ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ❛♠❛0 ♠♦❜✐❧❡ ✿

Deff(Z) = DV2Z
CV2Z

Ctot
Z

+DV3Z
CV3Z

Ctot
Z

+DV4Z
CV4

Ctot
Z

. ✭❱■■✳✻✮

■❧ ❡0% I ♥♦%❡& A✉❡ ❞❛♥0 ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉0 ♥❡ ♣&❡♥♦♥0 ♣❛0 ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡0 ❝♦&&9❧❛%✐♦♥0✳

❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✽ ✕ ➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 VnZ ✭❣&❛♣❤✐A✉❡0 0✉♣9&✐❡✉&0✮
❡% ❧❛ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ❛♠❛0 ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❡✛❡❝%✐❢ ❞❡ ❧✬❡0♣8❝❡

Z ✭❣&❛♣❤✐A✉❡0 ✐♥❢9&✐❡✉&0✮✱ Z 9%❛♥% ❧✬②%%&✐✉♠ ✭❣&❛♣❤✐A✉❡0 ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ♦✉ ❧❡ %✐%❛♥❡

✭❣&❛♣❤✐A✉❡0 ❞❡ ❞&♦✐%❡✮✳ ▲❡0 0✐♠✉❧❛%✐♦♥0 ♦♥% 9%9 &9❛❧✐09❡0 I ✺✵✵ ❑ ❛✈❡❝ CZ ❂ ✶✵
24 m−3

❡%

CV

CZ
❂ ✶✳

✶✺✽



❱■■✳✷✳ ❍✐&'❛'❝❤✐❡ ❞❡- ♠♦❜✐❧✐2&-

❉❛♥- ✉♥ ♣'❡♠✐❡' 2❡♠♣-✱ ♥♦✉- -♦✉❤❛✐2♦♥- ❝♦♥♥❛82'❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❛♠❛-

♠♦❜✐❧❡ -✉' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❡✛❡❝2✐❢ ❞❡- -♦❧✉2&-✳ ◗✉❡❧❧❡ ;✉❡ -♦✐2 ❧❛ ❝♦♥❝❡♥✲

2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡- ❝♦♥-✐❞&'&❡✱ ❧✬❛♠❛- V2Z ❝♦♥2'A❧❡ 2♦2❛❧❡♠❡♥2 ❧❛ ♠♦❜✐❧✐2& ❞❡

❧✬❡-♣B❝❡ Z✱ ❛✈❡❝ Z ❂ ❨ ♦✉ ❚✐ ✿ ❧❛ ❝♦♥2'✐❜✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛- V2Z -✉♣❡'♣♦-❡ ♣'❛2✐;✉❡♠❡♥2

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❡✛❡❝2✐❢ ❞❡ Z✳ ▲❡ ❝❛- I ✺✵✵ ❑ ❛✈❡❝

CV

CZ
❂ ✶ ❡-2 '❡♣'&-❡♥2&

❡♥ ❣✉✐-❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥- ❧❛ ✜❣✉'❡ ❱■■✳✽✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❧❡- ❛♠❛- V3Z ❡2 V4Z -♦♥2 ♠♦✐♥-

♠♦❜✐❧❡- ;✉❡ ❧✬❛♠❛- V2Z✳ ❈❡ ♣❤&♥♦♠B♥❡ ❛ ♣♦✉' ❝♦♥-&;✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥-❡' ❧❡ ❢❛✐2

;✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ ❞❡- ❛✉2'❡- ❛♠❛- ♠♦❜✐❧❡- ❝♦♥-✐❞&'&- -♦✐2 -✉♣&'✐❡✉'❡ I ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧✬❛♠❛- V2Z ❞❛♥- ❝❡'2❛✐♥❡- ❝♦♥❞✐2✐♦♥-✳ T❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛- V4❚✐

❛22❡✐♥2 ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' -✉♣&'✐❡✉'❡ I ❞✐① ❢♦✐- ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛- V2❚✐ ❧♦'-;✉❡ ❧❛

❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡- ❡-2 ✐❞❡♥2✐;✉❡ I ❝❡❧❧❡ ❡♥ -♦❧✉2& ✭

CV

CZ
❂ ✶✮ ◆&❛♥♠♦✐♥-✱

❧❛ ❝♦♥2'✐❜✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛- V2Z '❡-2❡ ❞♦♠✐♥❛♥2❡ ♣❛' '❛♣♣♦'2 I ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛- V4Z✳

❊♥-✉✐2❡✱ ✐❧ ♥♦✉- ❛ ♣❛'✉ ✐♥2&'❡--❛♥2 ❞❡ ❝♦♠♣❛'❡' ❧❡- ❝♦❡✣❝✐❡♥2- ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❞❡-

❞❡✉① ❡-♣B❝❡- -❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡- ✭❋✐❣✉'❡ ❱■■✳✾✮✳ ■❧ -✬❛✈B'❡ ;✉❡

❧❡ 2✐2❛♥❡ ❞✐✛✉-❡ 2♦✉❥♦✉'- ♣❧✉- ✈✐2❡ ;✉❡ ❧✬②22'✐✉♠✳ ❈❡ ♣❤&♥♦♠B♥❡ -✬❡①♣❧✐;✉❡ ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐B'❡ -✉✐✈❛♥2❡✳ ▲❛ ❢'❛❝2✐♦♥ ❞✬❛♠❛- V2❨ ❝'&&❡ ❡-2 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ -✉♣&'✐❡✉'❡ I ❝❡❧❧❡

❡♥ ❛♠❛- V2❚✐✳ T❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ✶✵✵✵ ❢♦✐- ♣❧✉- ❞✬❛♠❛- V2❨ ;✉❡ ❞❡ V2❚✐ I ❧❛ ✜♥ ❞❡

❧❛ -✐♠✉❧❛2✐♦♥ ✭t ❂ ✶✵

3
-✮ ❧♦'-;✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡- ❡-2 ✐❞❡♥2✐;✉❡ I

❝❡❧❧❡ ❡♥ -♦❧✉2&-✳ ▼❛✐- ❝❡2 &❝❛'2 ❞❡ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ ❞✬❛♠❛- ♥❡ ❝♦♠♣❡♥-❡ ♣❛- ❧❡ ❢❛✐2 ;✉❡

❧✬❛♠❛- V2❚✐ ❛ ✉♥❡ &♥❡'❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣'❛2✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭✵✱✻✽ ❡❱✮ ✐♥❢&'✐❡✉'❡ I ❝❡❧❧❡ ❞❡ V2❨

✭✶✱✷✷ ❡❱✮✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉- ✈♦✉❧♦♥- ❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❧✬✐♠♣❛❝2 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡-

-✉' ❧❛ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❡✛❡❝2✐✈❡ ❞❡- -♦❧✉2&-✳ ■❧ -✬❛✈B'❡ ;✉❡ ❞❡✉① '&❣✐♠❡- -❡ ❞✐-2✐♥❣✉❡♥2✳

▲♦'-;✉❡ ❧❡ '❛2✐♦
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CZ
❡-2 ✐♥❢&'✐❡✉' ♦✉ &❣❛❧ I ✶✱ ♣❧✉- ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡-

❡-2 &❧❡✈&❡✱ ♣❧✉- ❧❡- ❛♠❛- V2Z -❡ ❢♦'♠❡♥2✳ ❆✐♥-✐✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❡✛❡❝2✐❢

❞❡- -♦❧✉2&- ❛✉❣♠❡♥2❡✳ T❛' ❝♦♥2'❡✱ -✐ ❧❡ '❛2✐♦

CV

CZ
❡-2 -✉♣&'✐❡✉' I ✶✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥

'❡❧❛2✐✈❡ ❞❡- ❛♠❛- V2Z '❡-♣♦♥-❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐2& ❞❡ ❧✬❡-♣B❝❡ Z ❞✐♠✐♥✉❡ ✈✐-✲I✲✈✐- ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❞❡- ❛♠❛- VnZm✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❞❡- ❛♠❛- ♣❧✉- ❣'♦- ❡2 ✐♠♠♦❜✐❧❡-

✈♦♥2 -❡ ❢♦'♠❡' ❡♥ ♣❧✉- ❣'❛♥❞❡ ;✉❛♥2✐2&✳ T❛' ❝♦♥-&;✉❡♥2✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥

❡✛❡❝2✐❢ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥2✱ -❡❧♦♥ ❧❡ '❛2✐♦

CV

CZ
✱ ❧✬❡✛❡2 ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♣❡✉2 -♦✐2 ❛❝❝&❧&'❡'✱

-♦✐2 '❛❧❡♥2✐' ❧❛ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❞❡- -♦❧✉2&-✳

▲❡- '&-✉❧2❛2- -✉' ❧✬②22'✐✉♠ ✲ '❡❧❛2✐❢ ❛✉ 2✐2❛♥❡ ✲ -♦♥2 ❝♦❤&'❡♥2- ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡-

2'❛✈❛✉① ❞❡ 2❤B-❡ ❞❡ ❍❡ ❬✶✸✶✱ ✶✷✹❪✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❞❡- '❡❝✉✐2- ♦♥2 &2& '&❛❧✐-&- -✉' ❞❡-

&❝❤❛♥2✐❧❧♦♥- ❞❡ ❢❡' α ✐♠♣❧❛♥2&- ❡♥ ②22'✐✉♠ ❞❛♥- ❧❡-;✉❡❧- ❞❡- ❛♠❛- ❧❛❝✉♥❡-✲②22'✐✉♠

♦♥2 &2& ❞&2❡❝2&-✳ ❉❛♥- ❝❡- ❝♦♥❞✐2✐♦♥-✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥ 2♦2❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡- ❞❛♥- ❧❡-

&❝❤❛♥2✐❧❧♦♥- ❡-2 -✉♣&'✐❡✉'❡ I ❝❡❧❧❡ I ❧✬&;✉✐❧✐❜'❡ 2❤❡'♠✐;✉❡✱ ❝❛' ❧✬✐♠♣❧❛♥2❛2✐♦♥ ❝'&❡

❞❡- ❧❛❝✉♥❡- ❡♥ ❡①❝B-✳ ■❧ ❛ &2& ♠♦♥2'& ;✉❡ ❧❡ ♣'♦✜❧ ❞❡ ❧✬②22'✐✉♠ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛- ♣♦✉'
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❈❤❛♣✐%&❡ ❱■■✳ ➱%✉❞❡ ❞✉ &.❧❡ ❞❡0 ❧❛❝✉♥❡0 ❡% ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ♣&♦♣&✐9%90

❞✬❛❣❣❧♦♠9&❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ♣♦✉& ✉♥ 0②0%8♠❡ ❨✲❚✐✲❖✲V ❞❛♥0 ❧❡ ❢❡& α

❞❡0 %❡♠♣9&❛%✉&❡0 ✐♥❢9&✐❡✉&❡0 ♦✉ 9❣❛❧❡0 A ✺✺✵

◦
❈ ❛❧♦&0 D✉❡ ❞❡0 ❛♠❛0 ❧❛❝✉♥❡0✲②%%&✐✉♠

0♦♥% ❡♥❝♦&❡ ❞9%❡❝%90 0✉❣❣9&❛♥% D✉❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐%9 ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡0% ❧✐♠✐%9❡ ❡♥ ♣&90❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ 0✉&0❛%✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡0✳

❋✐❣✉$❡ ❱■■✳✾ ✕ ➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛0 V2Z ✭❣&❛♣❤✐D✉❡0 0✉♣9&✐❡✉&0✮
❡% ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❡✛❡❝%✐❢ ❞❡ ❧✬❡0♣8❝❡ Z ✭❣&❛♣❤✐D✉❡0 ✐♥❢9&✐❡✉&0✮✱ Z 9%❛♥%

❧✬②%%&✐✉♠ ✭❣&❛♣❤✐D✉❡0 ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ♦✉ ❧❡ %✐%❛♥❡ ✭❣&❛♣❤✐D✉❡0 ❞❡ ❞&♦✐%❡✮✳ ▲❡0 0✐♠✉❧❛%✐♦♥0

♦♥% 9%9 &9❛❧✐09❡0 A ✺✵✵ ❑ ❛✈❡❝ CZ ❂ ✶✵

24 m−3
❡%

CV

CZ
❂ ✶✵

−3
✭❝♦✉&❜❡0 &♦✉❣❡0✮✱ ✶

✭❝♦✉&❜❡0 ✈❡&%❡0✮✱ ✶✵ ✭❝♦✉&❜❡ ❜❧❡✉❡0✮✳

▲❡0 ❝♦❡✣❝✐❡♥%0 ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ♦❜%❡♥✉0 ♣♦✉& ❧✬♦①②❣8♥❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐%&❡ ■❱✮ ♦♥% 9%9 ❝♦♠✲

♣❛&90 ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞✉ %✐%❛♥❡ ❡♥ 0✉&0❛%✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡0✳ ▲♦&0D✉✬✐❧ ② ❛

♣❧✉0 ❞❡ ❧❛❝✉♥❡0 D✉❡ ❞✬❛%♦♠❡0 ❞❡ 0♦❧✉%90✱ ✐❧ ❛♣♣❛&❛Q% D✉❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❡0% %♦✉❥♦✉&0 %&80

♠♦❜✐❧❡✳ S❛& ❝♦♥%&❡✱ 0♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ♣❡✉% ♣❛&❢♦✐0 T%&❡ 0✐♠✐❧❛✐&❡ A ❝❡❧✉✐ ❞✉

%✐%❛♥❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉0✐♦♥✱

• A ❧✬9D✉✐❧✐❜&❡ %❤❡&♠✐D✉❡✱ ❧✬❡0♣8❝❡ ❧❛ ♣❧✉0 ♠♦❜✐❧❡ ❡0% ❧✬♦①②❣8♥❡✱ 0✉✐✈✐❡ ❞❡

❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞✉ %✐%❛♥❡ ❀

• ❡♥ 0✉&0❛%✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡0✱ 0✐ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡0 ❡0% 0✉✲

♣9&✐❡✉&❡ A ❝❡❧❧❡ ❡♥ 0♦❧✉%90✱ ❛❧♦&0 ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♣❡✉% ❛❝❝9❧9&❡& ❧❛ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❞❡

❧✬♦①②❣8♥❡ ❡% &❛❧❡♥%✐& ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡% ❞✉ %✐%❛♥❡✱ ❡% ✐♥✈❡&0❡♠❡♥% ✿

• ❧❡ %✐%❛♥❡ ❡0% ♣❧✉0 ♠♦❜✐❧❡ D✉❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❧♦&0D✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡0

❡0% 0✉&0❛%✉&9❡✳
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❱■■✳✸✳ ❈♦♠♣()✐)✐♦♥ ❡♥)-❡ ❧❡/ ❞✐✛(-❡♥)/ (❧(♠❡♥)/ ❧♦-/ ❞❡ ❧✬❛❣❣❧♦♠(-❛)✐♦♥ ❞❡/ ❛♠❛/

❱■■✳✸ ❈♦♠♣()✐)✐♦♥ ❡♥)-❡ ❧❡/ ❞✐✛(-❡♥)/ (❧(♠❡♥)/ ❧♦-/

❞❡ ❧✬❛❣❣❧♦♠(-❛)✐♦♥ ❞❡/ ❛♠❛/

❆♣-6/ ❛✈♦✐- ♠✐/ ❡♥ ❡①❡-❣✉❡ ❧❡/ ♣-♦♣-✐()(/ ❞❡ ❞✐//♦❝✐❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ ♠✐❣-❛)✐♦♥ ❞❡/

❛♠❛/ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❡♠♣(-❛)✉-❡✱ ♥♦✉/ /♦✉❤❛✐)♦♥/ -❡❣-♦✉♣❡- ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡/ -(✲

/✉❧)❛)/ ♣♦✉- -(♣♦♥❞-❡ @ ❧❛ A✉❡/)✐♦♥ ❞✉ -B❧❡ ❞❡/ ❧❛❝✉♥❡/ ❡) ❞❡/ ❛)♦♠❡/ ❞✬♦①②❣6♥❡ ❞❛♥/

❧❡/ ♣-❡♠✐6-❡/ ()❛♣❡/ ❞❡ ❢♦-♠❛)✐♦♥ ❞❡/ ♣❡)✐)❡/ ♥❛♥♦♣❛-)✐❝✉❧❡/✳ ◗✉❡❧❧❡/ /♦♥) ❧❡/ ❢♦-❝❡/

♠♦)-✐❝❡/ ✐♥✐)✐❛❧❡/ ❄ ❈✬❡/) ❧❛ -❛✐/♦♥ ♣♦✉- ❧❛A✉❡❧❧❡ ❧❡/ ♣-❡♠✐6-❡/ ()❛♣❡/ ❞✬❛❣❣❧♦♠(-❛✲

)✐♦♥ ❞❡/ ❛♠❛/ ♦♥) ()( ❡①❛♠✐♥(❡/ ❞❛♥/ ✉♥ /②/)6♠❡ ❝♦♥)❡♥❛♥) ❞❡/ ❛)♦♠❡/ ❞✬♦①②❣6♥❡✱

❞✬②))-✐✉♠✱ ❞❡ )✐)❛♥❡ ❛✐♥/✐ A✉❡ ❞❡/ ❧❛❝✉♥❡/✳

▲✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❞♦♥♥(❡/ ♦❜)❡♥✉❡/ ♣❛- ❞❡/ ♠()❤♦❞❡/ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❛ ()( ❡①♣❧♦✐)( ❞❛♥/

✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✬❛♠❛/✳ ❆✐♥/✐✱ ❧❡/ ❛♠❛/ ♣-✐/ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❞❛♥/ ♥♦/ /✐♠✉❧❛)✐♦♥/

/♦♥) ❧❡/ /✉✐✈❛♥)/ ✿

• Vn✱ n ≤ 6 ❀

• ❖m✱ m ≤ 6 ❀ Vn❖✱ n ≤ 6 ❀ V❖m✱ m ≤ 6 ❀ Vn❖m✱ n,m ≤ 4 ❀

• Vn❨m✱ m ≤ 4 ❡) n−m ≤ 4 ❀

• Vn❚✐m✱ m ≤ 4 ❡) n−m ≤ 4 ❀

• V❨❖m✱ m ≤ 6 ❀ V ❚✐❖m✱ m ≤ 6 ❀

• V2❨❚✐ ❀ V2❨❚✐❖ ❀ V3❨❚✐✳

▲❡/ ❡/♣6❝❡/ ♠♦❜✐❧❡/ ❝♦♥/✐❞(-(❡/ /♦♥) ✿

• Vn✱ n ≤ 6 ❀
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• V2❨✱ V3❨✱ V4❨ ❀

• V2❚✐✱ V3❚✐✱ V4❚✐✳
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❡♠♣❧♦②( ♣♦✉- ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❝❡ /②/)6♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

▲❡/ ❝♦♥❝❡♥)-❛)✐♦♥/ -❡❧❛)✐✈❡/ ❡♥)-❡ ❧❡/ ❞✐✛(-❡♥)/ /♦❧✉)(/ /♦♥) ✜①(❡/ ♣❛- -❛♣♣♦-)

❛✉① ❞♦♥♥(❡/ ❡①♣(-✐♠❡♥)❛❧❡/ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ■✳✶✮✳ ▲❛ A✉❛♥)✐)( ❡♥ ❨2❖3 ✈❛✉) ❣(♥(-❛❧❡♠❡♥)
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❝♦♥♥❛✐//❛♥) ♣❛/ ❡①❛❝)❡♠❡♥) ❧❛ A✉❛♥)✐)( ❞❡ ❧❛❝✉♥❡/✱ ❝❡))❡ ❞❡-♥✐6-❡ ❛ ()( ♠❛✐♥)❡♥✉❡

@ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥)-❛)✐♦♥ -❡❧❛)✐✈❡ @ ❝❡❧❧❡ ❡♥ ♦①②❣6♥❡ ✭
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✈❛✉) ✵✱✶✱ ✶ ❡) ✶✵✮✳ \♦✉- ❧❛
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❛♣-6/ ❧❡ ❜-♦②❛❣❡ @ )❡♠♣(-❛)✉-❡ ❛♠❜✐❛♥)❡ ✭❡♥✈✐-♦♥ ✸✵✵ ❑✮✱ ❡) ♣❡♥❞❛♥) ❧❛ ♣❤❛/❡ ❞❡

❞(❣❛③❛❣❡ ❛✈❛♥) ❧❡ ✜❧❛❣❡ ✭❡♥✈✐-♦♥ ✻✵✵ ❑✮✳

▲❡ ♣-❡♠✐❡- ❜✉) ❡/) ❞✬(✈❛❧✉❡- ❞❛♥/ ❝❡/ ❞✐✛(-❡♥)❡/ ❝♦♥❞✐)✐♦♥/ ❧❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥)/ ❞❡
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Deff(Z) =
∑

µ∈MZ

Dµ
Cµ

Ctot
Z

, ✭❱■■✳✼✮

♦I Ctot
Z ❡0% ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❡♥ ❡0♣8❝❡ Z✳ ▲✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❛♠❛0 ♠♦❜✐❧❡0 ❞❡

❧✬♦①②❣8♥❡ MO ❝♦♥%✐❡♥% ❧❡0 ❛♠❛0 ❖✱ V❖✱V2❖✱ V3❖✱ V❖2 ❡% ❖2✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠

MY ❧❡0 ❛♠❛0 V2❨✱ V3❨ ❡% V4❨✱ ❡♥✜♥ ❝❡❧✉✐ ❞✉ %✐%❛♥❡ MTi ❧❡0 ❛♠❛0 V2❚✐✱ V3❚✐ ❡%

V4❚✐✳

◗✉❡❧❧❡ C✉❡ 0♦✐% ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡0 ❝♦♥0✐❞9&9❡ ✭✵✱✶✱ ✶ ♦✉ ✶✵✮✱ ❧❛

♣&❡♠✐8&❡ ❡0♣8❝❡ O 0❡ ♠♦✉✈♦✐& ❡0% ❧✬♦①②❣8♥❡ ❝♦♥❞✉✐0❛♥% O ❧❛ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✬❛♠❛0 V❖n✱

V ❚✐❖n ❡% V❨❖n ✭❋✐❣✉&❡ ❱■■✳✶✵✮✳ R✉✐0✱ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ♠✐❣&❡ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❧✬❛❣❣❧♦♠9&❛%✐♦♥

❞❡0 ❛♠❛0 Vn❖m✱ Vn❚✐m ❡% Vn❨m✳ ▲❛ ❧❛❝✉♥❡ ♣❡&♠❡% 9❣❛❧❡♠❡♥% ❞❡ ❢♦&♠❡& ❛✉ ❢✉& ❡% O

♠❡0✉&❡ ❞❡0 ❛♠❛0 ♠♦❜✐❧❡0 Vn❖✱ Vn❚✐ ❡% Vn❨✳ ❊♥0✉✐%❡✱ ❧❛ C✉❛♥%✐%9 ❞✬❛♠❛0 V2❚✐ ❡% V2❨

C✉✐ ♠✐❣&❡ ❞❡✈✐❡♥% ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ❛❝%✐✈❛♥% ❛✐♥0✐ ❧❛ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ❡% ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠✳

▼❛✐0✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬9♥❡&❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❛0 V2❚✐ ❡0% ♣❧✉0 ❢❛✐❜❧❡ C✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡0 ❛♠❛0

V2❨✱ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❡0% ♣❧✉0 &❛♣✐❞❡ ♣♦✉& ❧❡ %✐%❛♥❡ C✉❡ ♣♦✉& ❧✬②%%&✐✉♠✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ &❛%✐♦
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CO

✉%✐❧✐09 ❝♦♠♠❡ ✈❛&✐❛❜❧❡✱ ♣❧✉0✐❡✉&0 ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%0 ❛♣♣❛&❛✐00❡♥%

❡♥ ❝❡ C✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧❛ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❞✉ %✐%❛♥❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% O ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠✳ ▲♦&0C✉❡

❧❡ &❛%✐♦

CV

CO

❡0% ✐♥❢9&✐❡✉& ♦✉ 9❣❛❧ O ✶✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ ❞✐✛✉0✐♦♥ ❞❡ ❧✬②%%&✐✉♠ ❡0%
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CV
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❡0%
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✐♠♠♦❜✐❧❡0 ❝♦♥%❡♥❛♥% ❞❡0 ❧❛❝✉♥❡0 C immobile
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V/∈amas %❡❧❧❡0
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❣/♥/&❛❧❡♠❡♥, ❞✬②,,&✐✉♠ ❡, ❞❡ ,✐,❛♥❡✳ ■❧" ♦♥, /,/ "/❧❡❝,✐♦♥♥/"✱ ❝❛& ✐❧" ♣&/"❡♥,❡♥, ❞❡"
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❞✬✉♥❡ ❞✐",&✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ ♣&/❝✐♣✐,/" ♥❛♥♦♠/,&✐=✉❡" =✉✐ ❝♦♥❥✉❣✉❡♥, @ ❧❛ ❢♦✐" ❧❡ &B❧❡ ❞❡

&❡♥❢♦&, ♠/❝❛♥✐=✉❡ ❡, ❞❡ ♣✐C❣❡ ♣♦✉& ❧❡" ❞/❢❛✉," ❞✬✐&&❛❞✐❛,✐♦♥✳ ❆✉ ❝♦✉&" ❞❡ ❝❡" ,&❛✲

✈❛✉① ❞❡ ,❤C"❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ,❡♥,/ ❞❡ ♠❡,,&❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡" ♣❤/♥♦♠C♥❡" @ ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡

❧❡✉&" ❢♦&♠❛,✐♦♥"✱ ❡, ❡♥ ♣❛&,✐❝✉❧✐❡& ❧❡" ✐♥,❡&❛❝,✐♦♥" ❡♥,&❡ ❧❡" ❧❛❝✉♥❡" ❡, ❧❡" /❧/♠❡♥,"

❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛❝✐❡& ❖❉❙ ♠♦❞C❧❡ ❝♦♠♣♦"/ ❞✬❛,♦♠❡" ❞✬♦①②❣C♥❡✱ ❞✬②,,&✐✉♠✱ ❞❡ ,✐,❛♥❡✱

❛✐♥"✐ =✉❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡" ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α✳

❉❛♥" ❧❛ ♣&❡♠✐C&❡ ♣❛&,✐❡ ❞❡ ❝❡" ,&❛✈❛✉① ❞❡ ,❤C"❡"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" /,✉❞✐/ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐C&❡

"②",/♠❛,✐=✉❡ ❧❡" ♣&♦♣&✐/,/" ❞❡" ❛♠❛" ❝♦♥,❡♥❛♥, ❞❡" "♦❧✉,/" ✐♥,❡&",✐,✐❡❧" ❈✱ ◆ ♦✉ ❖

❡, ❧❡" ❧❛❝✉♥❡" ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α @ ♣❛&,✐& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧" ❞❡ ,②♣❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❞✉ ❢❛✐, ❞❡

❧❛ ♣&/"❡♥❝❡ ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α ❞❡ ❝❡" ,&♦✐" "♦❧✉,/" ✐♥,❡&",✐,✐❡❧"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❢❛✐, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡

❝♦♠♣❛&❡& ❧❡" ♣&♦♣&✐/,/" ❞❡ ❧✬♦①②❣C♥❡ @ ❝❡❧❧❡" ❞❡" ❞❡✉① ❛✉,&❡" /❧/♠❡♥,"✳

◆♦" &/"✉❧,❛," ♦♥, ♣❡&♠✐" ❞❡ ❝♦♥✜&♠❡& =✉❡ ❧✬❛❣❣❧♦♠/&❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡" ,&♦✐"

"♦❧✉,/" ❡", ❢❛✈♦&✐"/❡ ♣❛& ❧❛ ♣&/"❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡"✳ ❊♥ ♣❛&,✐❝✉❧✐❡&✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♠✐" ❡♥

/✈✐❞❡♥❝❡ =✉❡ ❧❡" ❛♠❛" ❧❛❝✉♥❡"✲♦①②❣C♥❡ "♦♥, ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉" ",❛❜❧❡" =✉❡ ❝❡✉① ❧❛❝✉♥❡"✲

❛③♦,❡ ♦✉ ❧❛❝✉♥❡"✲❝❛&❜♦♥❡✳ ❈❡ ❝♦♥",❛, ❡", ❧✐/ @ ❧❛ ♣❧✉" ❢♦&,❡ ❛,,&❛❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❡

❛✈❡❝ ❧✬❛,♦♠❡ ❞✬♦①②❣C♥❡ ♣❛& &❛♣♣♦&, @ ❝❡❧❧❡" ❛✈❡❝ ❧❡" ❛✉,&❡" "♦❧✉,/"✳ ▲❛ ❝❛&❛❝,/&✐",✐=✉❡

=✉❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" &/✈/❧/❡ &/"✉❧,❡ ❞✉ ❢❛✐, =✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ❢❡& α✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝,✐❢ ❞❡ ❧✬♦①②✲

❣C♥❡ ❡", ♣❧✉" ❣&♦" =✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❛❧♦&" =✉❡ ❧❡ &❛②♦♥ ❛,♦♠✐=✉❡ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡",

♣❧✉" ❣&❛♥❞ =✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛,♦♠❡ ❞✬♦①②❣C♥❡✳ ■❧ "✬❡", ❛✈/&/ =✉❡ ❝❡ ♣❤/♥♦♠C♥❡ ❞/❝♦✉❧❡

❞✉ ,②♣❡ ❞✬✐♥,❡&❛❝,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❧❡ "♦❧✉,/ ❡, ❧❡" ❛,♦♠❡" ❞❡ ❢❡& ❡♥✈✐&♦♥♥❛♥," ✿ ❧❛ ❢♦&❝❡ ❞❡

❝❡,,❡ ✐♥,❡&❛❝,✐♦♥ ❞/❝&♦L, ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ✈❡&" ❧✬♦①②❣C♥❡ ✭❝♦✈❛❧❡♥, ✈❡&" ✐♦♥✐=✉❡✮ ❡♥ "✉✐✈❛♥,
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-❡"❛✐% ♣♦--✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡" 8✉❡ ❧❡- ❧❛❝✉♥❡- ♣♦✉""❛✐❡♥% I%"❡ ✉♥ ♣❛"❛♠3%"❡ B ❝♦♥%"F✲

❧❡" ♣♦✉" ♦♣%✐♠✐-❡" ❧❛ ❢❛❜"✐❝❛%✐♦♥ ❞❡- ❛❝✐❡"- ❖❉❙ ♣♦✉" ❧❡-8✉❡❧- ✉♥❡ ❞✐-%"✐❜✉%✐♦♥ ✜♥❡

❞❡- ♥❛♥♦♣❛"%✐❝✉❧❡- ❞❛♥- ❧❡ ♠❛%6"✐❛✉ "❡♣"6-❡♥%❡ ✉♥❡ ❝❛"❛❝%6"✐-%✐8✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡ ❧✉✐

♣❡"♠❡%%❛♥% ❞✬❛✈♦✐" ❧❡- ❝"✐%3"❡- "❡8✉✐- B ❤❛✉%❡ %❡♠♣6"❛%✉"❡ ❡% -♦✉- ✐""❛❞✐❛%✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ -✐ ♥♦- "6-✉❧%❛%- ♦♥% ❞❛♥- ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❝❧❛✐"❡♠❡♥% ♠♦♥%"6 ❧✬✐♠♣♦"%❛♥❝❡

❞❡- ❧❛❝✉♥❡- ❞❛♥- ❧❡- ♣"❡♠✐3"❡- 6%❛♣❡- ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❛%✐♦♥ ❞❡- ♥❛♥♦♣❛"%✐❝✉❧❡-✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐-✲

-❛♥❝❡ ♣"6❝✐-❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%"❛%✐♦♥ ❡♥ ❧❛❝✉♥❡- ♣"6-❡♥%❡- ❞❛♥- ❧❡ ♠❛%6"✐❛✉ ❢❛✐% ❞6❢❛✉%✳

❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ ♠✐❝"♦-%"✉❝%✉"❡ ❞❡ ❝❡- ♠❛%6"✐❛✉① ❛✉ ❝♦✉"- ❞❡ ❧❡✉" ❢❛❜"✐❝❛%✐♦♥ ❡-% ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ ✭❞✐-❧♦❝❛%✐♦♥-✱ ❥♦✐♥%- ❞❡ ❣"❛✐♥-✱ ❡$❝✳✮✳ ❈❡ ♠♦❞3❧❡ ❝♦♥-%✐%✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ 6%❛♣❡ ♣"6✲

❧✐♠✐♥❛✐"❡✱ ❡♥ ♣❛"%✐❝✉❧✐❡" ♣❛" "❛♣♣♦"% B ❧❛ 8✉❛♥%✐%6 ❞✬❛♠❛- %❡"♥❛✐"❡- ❝♦♥-✐❞6"6-✳ ▲❡-

❝♦♥✜❣✉"❛%✐♦♥- ❡% ❧❡- 6♥❡"❣✐❡- ❞❡- ❛♠❛- ❞❡ ♣❧✉- ❣"❛♥❞❡- %❛✐❧❧❡- ♣♦✉""❛✐❡♥% ❡♥ ♣❛"%✐✲

❝✉❧✐❡" I%"❡ ♣"6❞✐%❡- B ♣❛"%✐" ❞❡- "6-✉❧%❛%- -✉" ❧❡ ❝♦♠♣♦"%❡♠❡♥% ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ♣❡%✐%❡-

%❛✐❧❧❡-✳ ◆♦%♦♥- ❡♥✜♥ 8✉❡ ❧✬❡✛❡% ❞✉ ❝❤"♦♠❡ 8✉✐ ❡-% ✉♥ ❞❡- ❝♦♥-%✐%✉❛♥%- ♣"✐♥❝✐♣❛✉①

❞❡ ❧❛ ♠❛%"✐❝❡ ❞❡- ❛❝✐❡"- ❖❉❙ ♥✬❛ ♣❛- 6%6 ❡①❛♠✐♥6 ❞❛♥- ❝❡- %"❛✈❛✉①✳ ■❧ ❡-% ♣"♦❜❛❜❧❡

8✉❡ ❧❡- ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡- ♣"♦♣"✐6%6- ❞❡- ❛♠❛- ❡①❛♠✐♥6- ❝❤❛♥❣❡♥% ❡♥ -❡ ♣❧❛Q❛♥% ❞❛♥- ✉♥

"6-❡❛✉ ❢❡"✲❝❤"♦♠❡ B ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ❢❡" α ♣❛"❢❛✐%✳ ▲❛ ♣"✐-❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❝❡- 6❧6♠❡♥%-

♣♦✉""❛✐% ❞♦♥❝ ❝❤❛♥❣❡" ❧❡- ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥- ❞❡ ❝❡%%❡ ❞❡"♥✐3"❡ ♣❛"%✐❡✳ ■❧ -❡"❛✐% ❛✐♥-✐ ✉%✐❧❡ ❞❡

"6❛❧✐-❡" ❞❡- 6%✉❞❡- %❤6♦"✐8✉❡- B ♣❛"%✐" ❞❡ ♠♦❞3❧❡- 8✉✐ "❡♣"♦❞✉✐-❡♥% ♣❧✉- ♣"6❝✐-6♠❡♥%

❧❛ ♠✐❝"♦-%"✉❝%✉"❡ ❞❡- ❛❝✐❡"- ❖❉❙ ❞❛♥- ❧❡- ❞✐✛6"❡♥%- -%❛❞❡- ❞❡ ❧❡✉" 6❧❛❜♦"❛%✐♦♥✳

◆6❛♥♠♦✐♥-✱ ♥♦%"❡ %"❛✈❛✐❧ ♣❡"♠❡% ❞❡ ❝♦♠♣❧6%❡" ❧❡- 6%✉❞❡- ❛❝%✉❡❧❧❡- ✉%✐❧✐-❛♥% ❞❡-

♠♦❞3❧❡- ♠✉❧%✐✲❝♦♠♣♦-❛♥%- B ✉♥❡ ♣❧✉- ❣"❛♥❞❡ 6❝❤❡❧❧❡ ❜❛-6- -✉" ❧❡- ❞♦♥♥6❡- ❛❜ ✐♥✐$✐♦

♣♦✉" "6♣♦♥❞"❡ ❡♥ ♣❛"%✐❝✉❧✐❡" ❛✉① 8✉❡-%✐♦♥- ❝♦♥❝❡"♥❛♥% ❧❛ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ❞❡- ❧❛❝✉♥❡-

♣❛" "❛♣♣♦"% B ❧✬♦①②❣3♥❡ ❞❛♥- ❧❡- ♠6❝❛♥✐-♠❡- ❞❡ ❢♦"♠❛%✐♦♥ ❞❡- ♥❛♥♦♣❛"%✐❝✉❧❡- ❞❛♥-
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 ✉❜❧✐❝❛'✐♦♥* ✐**✉❡* ❞❡ ❝❡* '-❛✈❛✉① ❞❡

'❤1*❡

• ❈✳ ❇❛$♦✉❤✱ ❚✳ ❙❝❤✉❧❡$✱ ❈✳✲❈✳ ❋✉ ❛♥❞ ▼✳ ◆❛45❛$✳ ■♥5❡$❛❝5✐♦♥ ❜❡5✇❡❡♥ ✈❛❝❛♥✲

❝✐❡4 ❛♥❞ ✐♥5❡$45✐5✐❛❧4 4♦❧✉5❡4 ✭❈✱ ◆ ❛♥❞ ❖✮ ✐♥ α✲❋❡ ✿ ❢$♦♠ ❡❧❡❝5$♦♥✐❝ 45$✉❝5✉$❡4

5♦ 5❤❡$♠♦❞②♥❛♠✐❝4✳ B❤②4✳ ❘❡✈✳ ❇ ✾✵✱ ✵✺✹✶✶✷ ✭✷✵✶✹✮

• ❈✳ ❇❛$♦✉❤✱ ❚✳ ❙❝❤✉❧❡$✱ ❈✳✲❈✳ ❋✉ ❛♥❞ ❚✳ ❏♦✉$❞❛♥✳ B$❡❞✐❝5✐♥❣ ✈❛❝❛♥❝②✲♠❡❞✐❛5❡❞

❞✐✛✉4✐♦♥ ♦❢ ✐♥5❡$45✐5✐❛❧ 4♦❧✉5❡4 ✐♥ α✲❋❡✳ B❤②4✳ ❘❡✈✳ ❇ ✾✷✱ ✶✵✹✶✵✷ ✭✷✵✶✺✮

• ❚✳ ❙❝❤✉❧❡$✱ ❈✳ ❇❛$♦✉❤✱ ▼✳ ◆❛45❛$ ❛♥❞ ❈✳✲❈✳ ❋✉ ❛♥❞ ▼✳ ◆❛45❛$✳ ❊N✉✐❧✐❜$✐✉♠

✈❛❝❛♥❝② ❝♦♥❝❡♥5$❛5✐♦♥ ❞$✐✈❡♥ ❜② ✉♥❞❡5❡❝5❛❜❧❡ ✐♠♣✉$✐5✐❡4 ✳ B❤②4✳ ❘❡✈✳ ▲❡55✳

✶✶✺✱ ✵✶✺✺✵✶ ✭✷✵✶✺✮

• ❏✳✲▲✳ ❇♦✉5❛$❞✱ ❱✳ ❇❛❞❥❡❝❦✱ ▲✳ ❇❛$❣✉❡5✱ ❈✳ ❇❛$♦✉❤✱ ❆✳ ❇❤❛55❛❝❤❛$②❛✱ ❨✳ ❈♦✲

❧✐❣♥♦♥✱ ❈✳ ❍❛5③♦❣❧♦✉✱ ▼✳ ▲♦②❡$✲B$♦45✱ ❆✳ ▲✳ ❘♦✉✣Y✱ ◆✳ ❙❛❧❧❡③✱ ❍✳ ❙❛❧♠♦♥✲

▲❡❣❛❣♥❡✉$ ❛♥❞ ❚✳ ❙❝❤✉❧❡$✳ ❖①✐❞❡ ❞✐4♣❡$4✐♦♥ 45$❡♥❣5❤❡♥❡❞ ❢❡$$✐5✐❝ 45❡❡❧4 ✿ ❛

❜❛4✐❝ $❡4❡❛$❝❤ ❥♦✐♥5 ♣$♦❣$❛♠ ✐♥ ❋$❛♥❝❡✳ ❏✳ ◆✉❝❧✳ ▼❛5❡$✳ ✹✺✺✱ ✻✵✺✲✻✶✶ ✭✷✵✶✹✮

• ❈✳ ❍❡✱ ❈✳ ❇❛$♦✉❤✱ ❋✳ ❏♦♠❛$❞✱ B✳ ❉❡4❣❛$❞✐♥✱ ❈✳ ❖$5✐③✱ ❈✳ ✲❈ ❋✉✱ ▼✳✲❋ ❇❛$5❤❡✳

❙5❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉$❛5✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐5② ♦❢ ♦①②❣❡♥✲✈❛❝❛♥❝② ❝♦♠♣❧❡①❡4 ✐♥ ❛❧♣❤❛✲✐$♦♥

✲ ❡♥ ♣$Y♣❛$❛5✐♦♥

✶✼✺





❘!❢!#❡♥❝❡'
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❞✉)✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠✐❧❧✐♥❣✳ .❤②7✐❝❛ ❇✱ ✸✷✺✭✶✲✹✮ ✿✶✷✵✕✶✷✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✾✻❪ ❨✳ ❖)/❡❣❛✱ ❱✳ ❞❡ ❈❛:/)♦✱ ▼✳ ❆✳ ▼♦♥❣❡✱ ❆✳ ▼✉m♦③✱ ❚✳ ▲❡❣✉❡②✱ ❛♥❞ ❘✳ 5❛)❡❥❛✳ 5♦:✐/)♦♥

❛♥♥✐❤✐❧❛/✐♦♥ ❝❤❛)❛❝/❡)✐:/✐❝: ♦❢ ❖❉❙ ❛♥❞ ♥♦♥✲❖❉❙ ❊❯❘❖❋❊❘ ✐:♦❝❤)♦♥❛❧❧② ❛♥♥❡❛❧❡❞✳

❏✳ ◆✉❝❧✳ ▼❛(✳✱ ✸✼✻✭✷✮ ✿✷✷✷ ✕ ✷✷✽✱ ✷✵✵✽✳
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❬✾✼❪ ❏✳ ❳✉✱ ❈✳ ❚✳ ▲✐✉✱ ▼✳ ❑✳ ▼✐❧❧❡1✱ ❛♥❞ ❍✳ ❈❤❡♥✳ ◆❛♥♦❝❧✉:;❡1✲❛::♦❝✐❛;❡❞ ✈❛❝❛♥❝✐❡:

✐♥ ♥❛♥♦❝❧✉:;❡1✲:;1❡♥❣;❤❡♥❡❞ ❢❡11✐;✐❝ :;❡❡❧ ❛: :❡❡♥ ✈✐❛ ♣♦:✐;1♦♥✲❧✐❢❡;✐♠❡ :♣❡❝;1♦:❝♦♣②✳

 ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✾✭✷✮✱ ✷✵✵✾✳

❬✾✽❪ ▼✳ ❏✳ ❆❧✐♥❣❡1✱ ❙✳ ❈✳ ●❧❛❞❡✱ ❇✳ ❉✳ ❲✐1;❤✱ ●✳ ❘✳ ❖❞❡;;❡✱ ❚✳ ❚♦②❛♠❛✱ ❨✳ ◆❛❣❛✐✱ ❛♥❞

▼✳ ❍❛:❡❣❛✇❛✳ R♦:✐;1♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛;✐♦♥ ❝❤❛1❛❝;❡1✐③❛;✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦:;1✉❝;✉1❡❞ ❢❡11✐;✐❝ ❛❧❧♦②:✳

▼❛+❡,✐❛❧# ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣ ✿ ❆✱ ✺✶✽✭✶✲✷✮ ✿✶✺✵ ✕ ✶✺✼✱ ✷✵✵✾✳

❬✾✾❪ ❱✳ ❑1:❥❛❦✱ ❩✳ ❙③❛1❛③✱ ❛♥❞ R✳ ❍\❤♥❡1✳ R♦:✐;1♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛;✐♦♥ ❧✐❢❡;✐♠❡ :;✉❞② ♦❢ ♦①✐❞❡

❞✐:♣❡1:✐♦♥ :;1❡♥❣;❤❡♥❡❞ :;❡❡❧:✳ ❏✳ ◆✉❝❧✳ ▼❛+✳✱ ✹✷✽✭✶✲✸✮ ✿✶✻✵ ✕ ✶✻✹✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✵✵❪ ●✳ ❇❧♦♥❞✐❛✉①✱ ▼✳✲❋✳ ❇❛1;❤❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❈♦1❜❡❧✳ ❈❛1❛❝;c1✐:❛;✐♦♥ ❞❡ ❞c❢❛✉;: ❧❛❝✉♥❛✐1❡: ♣❛1

❛♥♥✐❤✐❧❛;✐♦♥ ❞❡ ♣♦:✐;♦♥:✳ ❚❡❝❤♥✐;✉❡# ❞❡ ❧✬✐♥❣=♥✐❡✉, ▼=+❤♦❞❡# ♥✉❝❧=❛✐,❡# ❞✬❛♥❛❧②#❡✱

✭1❡❢✳ ❛1;✐❝❧❡ ✿ ♣✷✻✶✵✮✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵✶❪ ❘✳ ❆✳ ❏♦❤♥:♦♥✳ ■♥;❡1:;✐;✐❛❧: ❛♥❞ ✈❛❝❛♥❝✐❡: ✐♥ α ✐1♦♥✳  ❤②#✳ ❘❡✈✳✱ ✶✸✹ ✿❆✶✸✷✾✕❆✶✸✸✻✱
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❬✶✵✷❪ ❏✳ ❘✳ ❇❡❡❧❡1 ❛♥❞ ❘✳ ❆✳ ❏♦❤♥:♦♥✳ ❱❛❝❛♥❝② ❝❧✉:;❡1: ✐♥ α✲✐1♦♥✳  ❤②#✳ ❘❡✈✳✱ ✶✺✻✭✸✮ ✿✻✼✼✕

✫✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✵✸❪ ❈✳ ❙✳ ❇❡❝f✉❛1; ❛♥❞ ❈✳ ❉♦♠❛✐♥✳ ❆❜ ✐♥✐+✐♦ ❝♦♥;1✐❜✉;✐♦♥ ;♦ ;❤❡ :;✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡: ❢♦1✲

♠❡❞ ❞✉1✐♥❣ ❞✐❧✉;❡ ❋❡❈✉ ❛❧❧♦②: 1❛❞✐❛;✐♦♥✳ ◆✉❝❧✳ ■♥#+,✳ ▼❡+❤✳  ❤②#✳ ❘❡#✳ ❇✱ ✷✵✷✭✵✮ ✿✹✹

✕ ✺✵✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵✹❪ ❈✳ ❈✳ ❋✉✱ ❏✳ ❉❛❧❧❛ ❚♦11❡✱ ❋✳ ❲✐❧❧❛✐♠❡✱ ❏✳✲▲✳ ❇♦❝f✉❡;✱ ❛♥❞ ❆✳ ❇❛1❜✉✳ ▼✉❧;✐:❝❛❧❡

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢❡❝; ❦✐♥❡;✐❝: ✐♥ ✐11❛❞✐❛;❡❞ ✐1♦♥✳ ◆❛+✉,❡ ▼❛+❡,✳✱ ✹✭✶✮ ✿✻✽✕✼✹✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✵✺❪ ❉✳ ❑❛♥❞❛:❦❛❧♦✈✱ ❈✳ ▼✐❥♦✉❧❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ❈♦♥♥❡;❛❜❧❡✳ ❙;✉❞② ♦❢ ♠✉❧;✐✈❛❝❛♥❝✐❡: ✐♥ ❛❧♣❤❛

❢❡✳ ❏✳ ◆✉❝❧✳ ▼❛+✳✱ ✹✹✶✭✶✲✸✮ ✿✶✻✽✕✶✼✼✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✵✻❪ ❊✳ ❍❛②✇❛1❞ ❛♥❞ ❈✳ ❈✳ ❋✉✳ ■♥;❡1♣❧❛② ❜❡;✇❡❡♥ ❤②❞1♦❣❡♥ ❛♥❞ ✈❛❝❛♥❝✐❡: ✐♥ α✲❋❡✳  ❤②#✳

❘❡✈✳ ❇✱ ✽✼ ✿✶✼✹✶✵✸✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✵✼❪ ❆✳ ❱❡❤❛♥❡♥✱ R✳ ❍❛✉;♦❥\1✈✐✱ ❏✳ ❏♦❤❛♥::♦♥✱ ❏✳ ❨❧✐✲❑❛✉♣♣✐❧❛✱ ❛♥❞ R✳ ▼♦:❡1✳ ❱❛❝❛♥❝✐❡:

❛♥❞ ❝❛1❜♦♥ ✐♠♣✉1✐;✐❡: ✐♥ ❛❧♣❤❛✲✐1♦♥ ✿ ❊❧❡❝;1♦♥ ✐11❛❞✐❛;✐♦♥✳  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✷✺ ✿✼✻✷✕✼✽✵✱

✶✾✽✷✳

❬✶✵✽❪ ❙✳ ❚❛❦❛❦✐✱ ❏✳ ❋✉::✱ ❍✳ ❑✉❣❧❡1:✱ ❯✳ ❉❡❞❡❦✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙❝❤✉❧;③✳ ❚❤❡ 1❡:✐:;✐✈✐;② 1❡❝♦✈❡1②

♦❢ ❤✐❣❤ ♣✉1✐;② ❛♥❞ ❝❛1❜♦♥ ❞♦♣❡❞ ✐1♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇ ;❡♠♣❡1❛;✉1❡ ❡❧❡❝;1♦♥ ✐11❛❞✐❛;✐♦♥✳

❘❛❞✐❛+✐♦♥ ❊✛❡❝+#✱ ✼✾✭✶✲✹✮ ✿✽✼✕✶✷✷✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✵✾❪ R✳ ❍❛✉;♦❥\1✈✐✱ ❚✳ ❏✉❞✐♥✱ ❆✳ ❱❡❤❛♥❡♥✱ ❏✳ ❨❧✐✲❑❛✉♣♣✐❧❛✱ ❏✳ ❏♦❤❛♥::♦♥✱ ❏✳ ❱❡1❞♦♥❡✱ ❛♥❞

R✳ ▼♦:❡1✳ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛❝❛♥❝✐❡: ✐♥ ❡❧❡❝;1♦♥✲✐11❛❞✐❛;❡❞ α✲✐1♦♥✳ ❙♦❧✐❞ ❙+❛+❡ ❈♦♠♠✉♥✳✱

✷✾✭✶✷✮ ✿✽✺✺ ✕ ✽✺✽✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✶✵❪ R✐❡11❡ ❇1✐::♦♥♥❡❛✉✳ ▲❡ ;1❛✐♥❛❣❡ ♠❛❣♥c;✐f✉❡✳ ❏♦✉,♥❛❧ ❞❡  ❤②#✐;✉❡ ❡+ ❧❡ ❘❛❞✐✉♠✱

✶✾✭✹✮ ✿✹✾✵✕✺✵✹✱ ✶✾✺✽✳

❬✶✶✶❪ ❇✳ ❙❝❤✇❡♥❞❡♠❛♥♥✱ ❍✳ ❑1♦♥♠✉❧❧❡1✱ ❛♥❞ ❋✳ ❲❛❧③✳ ❈,②#+✳ ▲❛++✳ ❉❡❢✳ ❛♥❞ ❆♠♦,♣❤✳

▼❛+❡,✳ ✶✶✱ ✶✱ ✶✶✭✶✮✱ ✶✾✽✺✳

❬✶✶✷❪ ❱✳ ■1♠❡1 ❛♥❞ ▼✳ ❋❡❧❧❡1❦♥✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉1✐;② ❛;♦♠: ♦♥ :❡❧❢✲❞✐✛✉:✐♦♥ ✐♥ α✲✐1♦♥

:✐♥❣❧❡✲❝1②:;❛❧:✳  ❤✐❧✳ ▼❛❣✳✱ ✷✺✭✻✮ ✿✶✸✹✺✕✫✱ ✶✾✼✷✳

❬✶✶✸❪ ❈✳ ❉♦♠❛✐♥✱ ❈✳ ❙✳ ❇❡❝f✉❛1;✱ ❛♥❞ ❏✳ ❋♦❝;✳ ❆❜ ✐♥✐+✐♦ :;✉❞② ♦❢ ❢♦1❡✐❣♥ ✐♥;❡1:;✐;✐❛❧ ❛;♦♠
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❬✶✶✹❪ ❈✳ ❈✳ ❋✉✱ ❊✳ ▼❡:❧✐♥✱ ❆✳ ❇❛1❜✉✱ ❋✳ ❲✐❧❧❛✐♠❡✱ ❛♥❞ ❱✳ ❖✐:♦♥✳ ❊✛❡❝; ♦❢ ❈ ♦♥ ✈❛❝❛♥❝②

♠✐❣1❛;✐♦♥ ✐♥ α✲✐1♦♥✳ ✈♦❧✉♠❡ ✶✸✾ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ❙+❛+❡  ❤❡♥♦♠✳✱ ♣❛❣❡: ✶✺✼✕✶✻✹✳ ▼❛; ❘❡:
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✶✽✸



❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙
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Modélisation multi-échelle de l'interaction entre les éléments d'alliages 
et les lacunes dans les aciers ferritiques 

 
Résumé :  

Cette thèse est consacrée à l’étude des interactions entre les lacunes et les éléments d'alliages d’un acier 
renforcé par une dispersion de nano-oxydes (ODS (Oxide Dispersion Strengthened)), matériau de structure 
envisagé pour les réacteurs nucléaires du futur. Ces travaux ont été réalisés pour un système simplifié 
constitué d'une matrice de fer α contenant de l'oxygène, de l'yttrium, du titane et des lacunes à partir de 
modélisations multi-échelles. Nous nous sommes attachés en particulier au rôle des lacunes formées en 
excès au cours de l’élaboration de ces aciers. La stabilité et la mobilité des amas lacunes-solutés ont été 
examinées à partir de calculs ab initio, d’une part, pour l’oxygène qui a été comparé au carbone et à l’azote, 
solutés interstitiels également présents dans les aciers, et d’autre part, pour le titane et l’yttrium, solutés 
substitutionnels. Les trois solutés interstitiels ont révélé un comportement très analogue. L’impact de la 
mobilité des amas lacunes-solutés a été établi en utilisant un modèle en dynamique d’amas paramétré sur 
nos résultats ab initio. Il a été ainsi démontré que, en sursaturation de lacunes, la diffusion des solutés 
interstitiels peut être accélérée, alors que celle des solutés substitutionnels ne l’est pas forcément. Ces 
conclusions se sont avérées cohérentes avec des observations expérimentales existantes. L’ensemble de 
ces résultats ont ensuite été exploité pour améliorer notre compréhension des mécanismes de formation des 
nanoparticules. Il est apparu que la diffusion relative de l’yttrium et du titane, ainsi que le nombre de noyaux 
potentiels pour former des nanoparticules dépendent de la concentration en lacunes dans le système.  

Mots clés : modélisation multi-échelle, ab initio, acier ODS, amas lacunes-solutés, mobilité 

Multiscale modeling of interactions between vacancies and alloying 
elements in ferritic alloys. 

 
Abstract:  

This PhD thesis is devoted to the study of interactions between vacancies and alloying elements in Oxide 
Dispersion Strengthened (ODS) steels, which are promising candidate materials for future nuclear reactors. 
This work is based on multiscale modeling of a simplified system composed by oxygen, yttrium and titanium 
atoms and vacancies in an α-iron lattice. We particularly focused on the role of vacancies which are created 
in excess during the fabrication of these steels. The stability and mobility of vacancy-solute clusters have 
been examined using ab initio calculations for oxygen, on one hand, which has been systematically 
compared to carbon and nitrogen, interstitial solutes frequently present in iron-based materials, and, on the 
other hand, for substitutional solutes : titanium and yttrium. The three interstitial solutes show very similar 
energetic and kinetic behaviors. The impact of small mobile vacancy-solute clusters has been verified using 
a cluster dynamics model based on our ab initio results. It has been thus demonstrated that with 
oversaturation of vacancies, diffusion of interstitial solutes may be accelerated, while substitutional solutes 
do not become necessarily faster. These conclusions are consistent with existing experimental observations. 
All these results have been then used to complete our understanding of nanoclusters formation mechanisms. 
It appeared that the relative mobility of yttrium and titanium, as well as the number of potential nuclei to form 
nanoparticles strongly depend on the total vacancy concentration in the system. 

Keywords: multiscale modeling, ab initio, ODS steels, vacancies-solutes clusters, diffusion 
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