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✹✳✻✳✶✳✺ ❖▲❋❆❘✿ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✸✼

✹✳✻✳✷ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

❆ ❯♥✐ts ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✹✼

❇ ◗❊❉ ❛♥❞ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s ✶✺✸

❈ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✶✺✺

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ▲✐st ❛♥❞ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡ ❡t ❙t✉❞✐♦r✉♠ ✶✺✾

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✸



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✐✐✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✻✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✻



✐✈ ❈❖◆❚❊◆❚❙



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❛t ▲P❈✷❊ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❢✳ ❆❧❡ss❛♥✲
❞r♦ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐✱ ✇❤♦♠ ■ t❤❛♥❦ s✐♥❝❡r❡❧② ❢♦r ❤✐s ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡✱ ♣❛t✐❡♥❝❡✱
❤❡❧♣ ❛♥❞ ♣❡rs❡✈❡r❛♥❝❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞ ✐ts ❉✐✲
r❡❝t♦r ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✈❡r② ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝❛rr②
♦✉t t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② ❞♦❝t♦r❛t❡✱ ■ ❤❛✈❡ ❡♥❥♦②❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❞♦ ❊st❛❞♦ ❞❡ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦ ✭♣r♦❢✳ ❙❛♥t✐❛❣♦
❊✳ P❡r❡③ ❇❡r❣❧✐❛✛❛✮ ❢♦r ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s❀
✇✐t❤ t❤❡ ❈❡♥tr♦ ❇r❛s✐❧❡✐r♦ ❞❡ P❡sq✉✐s❛s ❋ìs✐❝❛s✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦ ✭♣r♦❢✳
❏♦sé ❆✳ ❍❡❧❛②ë❧✲◆❡t♦ ❛♥❞ ▲✉ìs ❘✳ ❞♦s ❙❛♥t♦s ❋✐❧❤♦✮ ❢♦r ❈❤❛♣t❡r ✸ ♦♥ ❛♥ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r✲ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣❀ ✇✐t❤
❑✐♥❣✬s ❈♦❧❧❡❣❡ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥ ❛♥❞ ❈❊❘◆ ✭❏♦❤♥ ❘✳ ❊❧❧✐s✱ ◆✐❝❦♦❧❛♦s ❊✳ ▼❛✈r♦♠❛t♦s✱
❆❧❡①❛♥❞❡r ❙✳ ❙❛❦❤❛r♦✈ ❛♥❞ ❊❞✇❛r❞ ❑✳ ❙❛r❦✐s②❛♥✲●r✐♥❜❛✉♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t❡✐t ✈♦♥ ❚✇❡♥t❡ ✭▼❛r❦ ❏✳ ❇❡♥t✉♠✮ ❢♦r ❈❤❛♣t❡r ✹ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐ts
❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r♦❢✳ ❋r❛♥❝❡s❝♦ P✐❛③③❛ ❢♦r ✈❡r② ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❣♦❡s t♦ ▼❛r✐✉s ❖❧t❡❛♥ ❢♦r ❛ ✈❡r② ❢r✉✐t❢✉❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❢❛r✲r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦✇♦r❦❡rs P❛t①✐ ❘✐tt❡r✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❉✉r✉✐ss❡❛✉✱
❈❤❛r❧♦tt❡ ❙❡❣♦♥♥❡✱ ❈❤❡♥ ❳✉✱ ●✉✐❧❧❡♠❡ ❇❡❧♦t ❛♥❞ ❱❛♥❡ss❛ ❇r♦❝❝❤✐ t❤❛t ❤❛✈❡
s❤❛r❡❞ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ♠❡ ❛♥❞ ❡♥❞✉r❡❞ ♠② ❧❡ss t❤❛♥ ❝♦♠♠♦♥ ❤❛❜✐ts✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦❡s t♦ ❱❛♥❡ss❛ ❇r♦❝❝❤✐ ❢♦r ❤❡r ❤❡❧♣ ✇✐t❤ t❤❡
❋r❡♥❝❤ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s t❡①t✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ♠② ❝❤❡ss ♠❡♥t♦r ❏❡❛♥✲❨✈❡s
❇r♦❝❤♦t ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤♦ ❤❛s ♠❛❞❡ ♠② st❛② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡
✐♥str✉❝t✐✈❡✳ ❚❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ❋r❛♥❝❦ ❖❝t❛✉ ✇❤♦ ❤❛s ❤❡❧♣❡❞ ❞r❛❣❣✐♥❣ ♠❡ ♦♥ t❤❡
t❡♥♥✐s ❝♦✉rt t♦ ❛✈❡rt ♠② ♠✐♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ ■ st❛②❡❞ ✜t✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ♠②
❢❛♠✐❧②✱ ✇✐t❤♦✉t ✇❤✐❝❤ ♥♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♠❛♥② t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠②
✇♦♥❞❡r❢✉❧ ♠♦t❤❡r ❣♦❡s ♠② ✐♠♠❡♥s❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❜② ♠② s✐❞❡✱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❞✳ ❚❤✐s ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r②
♦❢ ♠② ❢❛t❤❡r✱ ✇❤♦ ❤❛s s❛❞❧② ♣❛ss❡❞ ❛✇❛② ❜❡❢♦r❡ ❤❡ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ s❡❡ ✐t
❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t♦ ✇❤♦♠ ■ ♦✇❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ♠❡♥t✐♦♥s ❣♦ t♦ ♠② ❝♦✉s✐♥
▼♦r❡♥♦ ❚✉rr✐ ❛♥❞ t♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❘♦♠✐♥❛ ❩❛♥♦♥ ❛♥❞ ❙♦✜❛ ❇❡rt♦❧✐ t♦ ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞
♠❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♠② s❛♥✐t② ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡✳ ❆♥ ❤♦♥♦r❛r② ♠❡♥t✐♦♥ t♦ ❘❛❝❤❡❧ ▼✐❧❡s
t♦♦✱ ❢♦r ❤❡r ❤❡❧♣ ✐♥ r❡✈✐s✐♦♥

✈



✈✐ ❈❖◆❚❊◆❚❙



❈❤❛♣t❡r ✶

◆❖◆✲▼❆❳❲❊▲▲■❆◆

❚❍❊❖❘■❊❙

❘és✉♠é

❈❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡✈♦✐r à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡
♠❛①✇❡❧❧✐❡♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬êtr❡ ❛✉ss✐ ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣✉✐ss❡ ❛✈♦✐r ❞❡s ❜❛s❡s s♦❧✐❞❡s ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✲
✈❛✐❧✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s
❞❡ ❞✐✈❡rs s✉❥❡ts✱ sé♣❛rés ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
♥✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ t♦✉t❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❝❧és q✉✐ s❡r♦♥t q✉❡st✐♦♥♥és✱ t❡stés ❡t ét✉❞✐és t♦✉t
❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

◆♦✉s ❞é❜✉t♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉rt rés✉♠é ❞❡s ét❛♣❡s ❝r✉❝✐❛❧❡s q✉✐ ♦♥t ♠❡♥é à
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s t❡♠♣s ❛♥❝✐❡♥s
❥✉sq✉✬❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ✶✾è♠❡ s✐è❝❧❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ré❝✐t ❤✐s✲
t♦r✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♥❡ ❞❡✈r❛ ♣❛s s✬❛tt❡♥❞r❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ très ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡①♣♦s❡r
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ❛ ♠❡♥é ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ q✉✐
s♦♥t ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ❞❡ ♥♦s
❥♦✉rs ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té
s♣é❝✐❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❡t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ●❛✉❣❡ ❡t ▲♦r❡♥t③✲P♦✐♥❝❛ré✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ s✬❡st ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛ssé ✿ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ▼❛①✇❡❧❧ ré✉♥✐✜❛ ét❛✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ❧♦✐s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❞é❝♦✉✈❡rt❡s
❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❛✉ss✐ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❛✉t♦✲
❝♦♥s✐st❛♥t❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s
à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥s s❡r♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

✶
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t❤é♦r✐❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✭❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡
❞❡ ▼♦✐♥❞r❡ ❆❝t✐♦♥✮ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡t ❝♦✈❛r✐❛♥t
s✬é❝r✐t ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s✳

❆♣rès ❝❡ ♣ré❧✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠❛①✇❡❧❧✐❡♥♥❡✳ ▼❛❧❣ré ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❬✶✱✷❪✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡✱ ❞❡ r❡✈✐❡✇ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s♦✐❣♥❡✉s❡✲
♠❡♥t rés✉♠és✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ré♣♦♥❞♦♥s à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡
♠❛①✇❡❧❧✐❡♥♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ très ❜✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♣r♦✉✈é ♣❛r s❡s ♥♦♠❜r❡✉①
s✉❝❝ès✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ❛✈♦♥s✲♥♦✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❄ ▲❡s r❛✐s♦♥s s♦♥t
❞✐✈❡rs❡s✳ ■❧ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①❛❝t q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ très ❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s é❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❀ ♠❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♥✬❛ été t❡sté❡
q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❛✉ ❝❛rré ❞❛♥s
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛ été s✉❥❡tt❡ à ❞❡ ♠✐♥✉t✐❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡s t❡sts✱
❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛ été é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡

F =
qQ

r2+α
✭✶✳✶✮

♦ù q ❡t Q s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛r❣❡s ❡t r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 10−6 ❬✸✕✼❪✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥✜♠❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❢❛✐t❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❛✉ ❝❛rré ❛✐t ❧✐❡✉ ❡t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ❞♦✐t ❝❤❛♥❣❡r✳
P❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ré❣✐♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡ ♣❧✉s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡st q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✲
t❡①t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞❡s ✐♥✜♥✐s ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡
♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡st ✐❧❧✐♠✐té❡ ❀ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣r❡
❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝❤❛♠♣✳ ❊q✳ ✶✳✶

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∼ 1

r
✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡

s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡♥ r = 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐❡✳ ❈❡tt❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡♠♣✐r❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ré❣✐♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ q✉✬✉♥ ♣❤♦t♦♥✱
❧❡ ♣♦rt❡✉r q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡
♠❛ss❡✱ ❛✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣r❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ✈❡r✲
s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s
s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♣❤♦t♦♥s s❡ sé♣❛r❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❈❡tt❡
♣❛✐r❡✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s✬❛♥♥✐❤✐❧❡ r❡❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ♣❤♦t♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t été rés♦❧✉s✱ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st très
❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❀ ♣❡✉t✲êtr❡ q✉❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t s❡r✈✐r ❧❡ ♠ê♠❡
♦❜❥❡❝t✐❢✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲♠❛①✇❡❧❧✐❡♥♥❡s



✸

❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉✉r❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✐è❝❧❡✱ ✐❧ ② ❡✉t ❞❡
❣r❛♥❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r❝❡s ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡s à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡ s❡✉❧ ❢❛✐t ♥✬❡st
♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝r✐t✐q✉❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝
❧❡s ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❢♦r❝❡ à ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✉ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s é✈✐t❡r ❞❡ s♦✉❧❡✈❡r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♥♦s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
s✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝❧❛ss✐✜♦♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲♠❛①✇❡❧❧✐❡♥♥❡s ❡♥ ❞❡✉①
❣r♦✉♣❡s ✿

✶✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s ♠❛ss✐✈❡s ✿ ♦ù ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥ét✐q✉❡ ❡st ♠❛ss✐✈❡

✷✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ♦ù ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s
❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✉s✲❞✐✈✐sé❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♦ù
❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❛♣♣❛r❛✐t ❞é❥à ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♦ù ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té
❛♣♣❛r❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♠❛ss✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✱ ❙t✉❡❝❦✲
❡❧❜❡r❣ ❡t ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s✳ ❈❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥s
s✉✐✈❛♥ts ❬✽✕✶✶❪✿

LProca = − 1

16π
FµνFµν − m2

2
AµA

µ −Aµjµ ✭✶✳✷✮

LStueckelberg = −1

2
FµνFµν +m2

(
Aµ − ∂µD

m

)2

− (∂µAµ +mD)
2 ✭✶✳✸✮

LChern−Simons = −1

4
FµνFµν +

κ

2
ǫµνρAµ∂νAρ ✭✶✳✹✮

♦ù Fµν ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ Aµ ❡st ❧❡ ✹✲♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ jµ

❡st ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✱ m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ D ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ κ
❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ǫµνρ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡s✳ ❊❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❞❡✉① ❧✐❡✉ à ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✐❢✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛
❧❛ ❞é♣❧❛✐s❛♥t❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❣❛✉❣❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭φ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s❝❛❧❛✐r❡
é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ~A ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡✮

φ→ φ′ = φ− ∂Λ

∂t
✭✶✳✺✮

~A→ ~A′ = ~A+ ~∇Λ ✭✶✳✻✮

✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ t❡r♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Λ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❞és❛❣ré♠❡♥t s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s
♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳
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▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ❡st ✉♥ ♣❡✉ étr❛♥❣❡✳ ❊❧❧❡ ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥❡ ♠❛ss❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ♣❤♦t♦♥✳ ❯♥❡ ♠❛ss❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✱ à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ✉s✉❡❧❧❡ s❡ ❝♦✉♣❧❡
à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❛✉ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲♠♦♠❡♥t✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♠❛ss❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ s❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣❛s à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛♣♣♦rt❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲♠♦♠❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✈✐❛ E2 = p2 +
m2✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❣❛✉❣❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣❡✉t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s✲t❡♠♣s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣❛✐r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s à t♦✉t❡s ❝❡s t❤é♦r✐❡s ♠❛ss✐✈❡s s♦♥t ✿

• ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❞✐✛✉sé❡ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

(ω)
2 −

∣∣∣~k
∣∣∣
2

= m2 ✭✶✳✼✮

♦ù ω ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ~k ❧❡ ♠♦♠❡♥t

• ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✐❢ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s s❛♥s
♠❛ss❡

• ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

φm 6=0 =
e−mr

r
✭✶✳✽✮

P❛r♠✐ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞❡ ❞❡✉① q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐tés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ✉♥❡ ♦ù ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡s ❡✛❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ▲❡s
❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P♦❞♦❧s❦②✳
▲❡✉rs ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥s s♦♥t ❬✶✷✕✶✹❪✿

LBI =
√−g

(√
1 + F +G2 − 1

)
✭✶✳✾✮

L = −1

4
FµνFµν +

a4

4

(
∂λFµν

)
∂λFµν ✭✶✳✶✵✮

♦ù F = FµνFµν ✱ G = 1
4FµνF

µν∗✭F ∗
µν ét❛♥t ǫαβµνFαβ✮✱ g ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡

❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡t a ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s
✐♥✜♥✐s ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♣❛✐r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ ✐♥❞✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

~∇ · ~D = 0 ✭✶✳✶✶✮

~∇× ~H = −∂
~D

∂t
✭✶✳✶✷✮

♦ù

~D =
~E −G~B√
1 + F −G2

✭✶✳✶✸✮

~H =
~B −G~E√
1 + F −G2

✭✶✳✶✹✮



✺

❊❧❧❡s r❡ss❡♠❜❧❡♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❧❡ ✈✐❞❡ q✉✐ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❡st
rés♦❧✉ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ~D ❡t ~H ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱
♠❛✐s ♣❛s ~E ❡t ~B✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P♦❞♦❧s❦② ❡st très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛ été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ♣rêt❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❝❡ q✉❡ s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t
êtr❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① t❡r♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❞✉ ✹✲♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛✐❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
P♦❞♦❧s❦② ♣r♦❞✉✐t ❞❡✉① ♠♦❞❡s ♣❤♦t♦♥✐q✉❡s✱ ✉♥ ♠❛①✇❡❧❧✐❡♥ ✭A′

µ✮ ❡t ✉♥ ❞♦♥t ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✭A′′

µ)✿

�A
′

µ = 4πjµ ✭✶✳✶✺✮

�A
′′

µ + a2A
′′

µ = 4πjµ ✭✶✳✶✻✮

φA′′
µ

=
e

4πr

(
1− e

−
r

a

)
✭✶✳✶✼✮

▲❛ s❡✉❧❡ t❤é♦r✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❡✛❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r✳ ▲❡ ▲❛♥❣r❛❣✐❡♥ ❡st ❬✶✺❪

L = −FµνF
µν

4
+ e2

ˆ ∞

0

dη
e−η

η3
·
{
i
η2

2
FµνF ∗

µν · ✭✶✳✶✽✮

cos

[
η
Ek

√
−FµνFµν

2 + iFµνF ∗
µν

]
+ c.c.

cos

[
η
Ek

√
−FµνFµν

2 + iFµνF ∗
µν

]
− c.c.

+ |Ek|2 +
η3

6
· FµνF

µν

}

♦ù Ek

(
= m2c3

e~

)
∼ 1018 V

m
∼ 4.4 ·1013G ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t c.c.

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥
❡✛❡❝t✐❢ q✉✐ r❡♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦r❞r❡s✱ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❧✉♠✐èr❡✲❧✉♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✳
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✶✳✶ ▼❛①✇❡❧❧ t❤❡♦r②

❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♠❛♥❦✐♥❞ s✐♥❝❡ ❛♥❝✐❡♥t t✐♠❡s✳
❊✈❡♥ ❝❛✈❡♠❡♥ ✇✐t♥❡ss❡❞ ❧✐❣❤t♥✐♥❣s ❛♥❞ ✇❡r❡ s❤♦❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❜② ❝❛t✜s❤❡s✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢
s✉♣❡rst✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡✐t✐❡s✳ ❇✉t✱ ❛s ❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ♥❛t✉r❛❧
♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs st❛rt❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❚❤❛❧❡s ♦❢ ▼✐❧❡t✉s✱ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ✻✵✵ ❇❈✱ ✇❛s ❛✇❛r❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r✉❜❜✐♥❣ ❢✉r ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❡♥❞❡❞
✉♣ ❛ttr❛❝t✐♥❣ s♠❛❧❧ s♣❡❝❦s ♦❢ ❞✉st ❬✶✻❪✳

◆♦t ♦♥❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❆❧s♦ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s✳ ■♥ ❈❡♥tr❛❧ ❆♠❡r✐❝❛ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t ❞❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛❣❡
✇❤❡♥ ❖❧♠❡❝s ❧✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵✵ ❇❈✱ t❤❛t s❡❡♠s t♦ t❡st✐❢② t❤❛t t❤❛t
❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧♦❞❡st♦♥❡✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜②
t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❛str♦♥♦♠❡r ❏♦❤♥ ❈❛r❧s♦♥ ❬✶✼❪✱ s✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ t❤✐♥❦
t❤❛t ❖❧♠❡❝ ♣r♦✜t❡❞ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❣❡♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❛ss❡s ✇❡❧❧
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡s✱ ✇❤♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧✇❛②s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss s✐①
❝❡♥t✉r✐❡s ❧❛t❡r✱ ❤❡♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✹t❤ ❝❡♥t✉r② ❇❈✳ ❆❧s♦ t❤❡ ●r❡❡❦s ✇❡r❡ ❛✇❛r❡
t❤❛t s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ttr❛❝t❡❞ ✐r♦♥ ♣♦✇❞❡r✳ ❆r✐st♦t❧❡ ❝r❡❞✐t❡❞ ❚❤❛❧❡s
♦❢ ▼✐❧❡t✉s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✧s❝✐❡♥t✐✜❝✧ st✉❞② ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❬✶✽❪✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ❢❛❝t
❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ ❧♦❞❡st♦♥❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐r♦♥ ♣♦✇❞❡r✳ ■t ✐s ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t✱ ❧❛t❡r✱ ❆r❝❤✐♠❡❞❡s ✭✐♥ t❤❡ ✸r❞ ❝❡♥t✉r② ❇❈✮ tr✐❡❞ t♦ ♠❛❣♥❡t✐③❡
❙②r❛❝✉s❛♥ ❛r♠② ✇❡❛♣♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❛r♠ t❤❡ ❡♥❡♠② ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✳

■t ✇❛s✱ ✐♥ ✐ts ❡♠❜r②♦♥✐❝ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❏❛♠❡s ❈❧❡r❦ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✱ ♠❛♥② ❝❡♥t✉r✐❡s ❧❛t❡r✳

❲❡ ❛r❡ ❛❧❧ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣✉r♣♦s❡s ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧
t♦ r❡✈✐s❡ ✐t✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦t t♦ str❡ss t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r②✳
■♥st❡❛❞✱ ✇❤❛t ✇❡ ❛✐♠ ❢♦r ✐s t♦ tr❛❝❡ ❜❛❝❦ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r②✳ ■♥ ❞♦✐♥❣
s♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ str❡ss ✇❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡✳
❙✉❝❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡❧❧ s♦✉♥❞❡❞✱ ❧✐❦❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✱ ❛r❡ ♥♦t
✇r✐tt❡♥ ✐♥ st♦♥❡✳ P✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ✇❡ r❡❥❡❝t ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞✉r✐♥❣ ▼✐❞❞❧❡ ❆❣❡ t❤❡ ❜❡❢♦r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐s♠ ✇❛s ❡♥❧❛r❣❡❞✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ t❤♦✉❣❤t ♥♦t
t♦ ❜❡ ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✇♦r❦ ♦❢ P❡t❡r P❡r❡❣r✐♥✉s ♦❢ ▼❛♥✲
✐❝♦✉rt ✲ ✇❤♦ ✐♥ t❤❡ ✶✸t❤ ❝❡♥t✉r② st✉❞✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s✉❜st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣✐✈♦t✐♥❣ ❝♦♠♣❛ss
♥❡❡❞❧❡s ❬✶✾❪ ✱ ❋❧❛✈✐♦ ●♦❥❛ ✲ ✇❤♦ ✐♥✈❡♥t❡❞ t❤❡ ❞r② ❝♦♠♣❛ss ❬✷✵❪✱ ♦r ●❡r♦❧❛♠♦
❈❛r❞❛♥♦ ✲ ✇❤♦✱ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ tr②✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦r❝❡s ❬✷✶❪✱
✐t ✐s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✶✻t❤ ❝❡♥t✉r② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥ ✇❤♦ ✐s✱ ♥♦t ❜② ❝❤❛♥❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✧❢♦✉♥❞❡r
♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝✐❡♥❝❡✧ ❬✷✷❪ ✲ ❲✐❧❧✐❛♠ ●✐❧❜❡rt✳ ●✐❧❜❡rt ✐♥ ❤✐s ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ tr❡❛✲
t✐s❡ ❉❡ ▼❛❣♥❡t❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❈❛r❞❛♥♦✬s ✇♦r❦✱ ✐♥✈❡♥t❡❞ t❤❡ ✇♦r❞ ❡❧❡❝tr✐❝✉s ✲ ❢r♦♠
t❤❡ ●r❡❡❦ ✇♦r❞ ❢♦r ❛♠❜❡r ✲ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐st ♦❢ s✉❜st❛♥❝❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
♠❛♥② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❧❡❝tr✐✜❡❞ ❜✉t ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❝♦✉❧❞ ♥♦t✱ t❤❡r❡❜② ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡



✶✳✶✳ ▼❆❳❲❊▲▲ ❚❍❊❖❘❨ ✼

❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥s✉❧❛✲
t♦rs ❬✷✸❪✳ ●✐❧❜❡rt✬s ✇♦r❦ ✇❛s t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ✶✽t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ❜② ❘♦❜❡rt
❇♦②❧❡✱ ✇❤♦✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡♥❧❛r❣✐♥❣ ●✐❧❜❡rt✬s ❧✐st ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ ❛❝ts ❛❝r♦ss ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❛✐r ♠❡❞✐✉♠ ❬✷✷✱ ✷✹❪✳ ❖t❤❡r ♠✐❧❡st♦♥❡s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ✇❡r❡
♣♦s❡❞ ❜② ❙t❡♣❤❡♥ ●r❛②✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❲❛ts♦♥✱ ❊✇❛❧❞ ✈♦♥ ❑❧❡✐st✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥✱
▲✉✐❣✐ ●❛❧✈❛♥✐ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❱♦❧t❛✳ ●r❛② ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ✇✐r❡ ❝♦♥❞✉❝ts ❡❧❡❝✲
tr✐❝✐t② ✇❤❡r❡❛s ❛ s✐❧❦ ♦♥❡ ❞♦❡s♥✬t✳ ❲❛ts♦♥ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢
st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝✉rr❡♥t✳ ❱♦♥ ❑❧❡✐st r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s❡✈❡r s❤♦❝❦
❢r♦♠ ❛ ❜♦tt❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❡❞❧❡ ♦♥ ✐ts ♥❡❝❦ ♥❡❛r ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛s ❤❡ ❝❛s✉❛❧❧② t♦✉❝❤❡❞
✐t ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❬✷✺❪✳ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡
t✇♦❢♦❧❞❀ ❤❡ r❡♥❡✇❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡♥❧❛r❣❡❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❧✐❣❤t♥✐♥❣s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② r✉❜❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
s❤❛r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭✈❛❣✉❡❧②✮ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
■♥ ❢❛❝t ❋r❛♥❦❧✐♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❢❛♠♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t②✐♥❣ ❛ ❦❡② t♦ ❛ ❦✐t❡ ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣
✐t s♦❛r ❞✉r✐♥❣ ❛ t❤✉♥❞❡rst♦r♠✳ ❆ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ ❤✐t t❤❡ ❦✐t❡ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❦❡②✱
t❤❛t ✇❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❝❛❧❧ ❛ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✱ ❝❤❛r❣❡❞ ✐t ❬✷✻❪✳ ●❛❧✈❛♥✐
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❢r♦❣s ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ ♣✉t ✐♥ t♦✉❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♠❡t❛❧ t❤❡
❢r♦❣ ♠✉s❝❧❡s ❝♦♥tr❛❝t❡❞❀ ❤❡♥❝❡ ❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✇❡r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧✿ t❤✐s ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
✇❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛tt❡r② ❬✷✷❪✳ ❱♦❧t❛ ❞✐s✲
❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s s♦ t❤❛t ✐❢ ❛ ❝♦♥❞✉❝t♦r
✇❡r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛ ❝✉rr❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞❀ ❤❡ t❤❡♥ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦
❝r❡❛t❡ t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr✐❝ ❜❛tt❡r② ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ t❤❡♦r② ❬✷✷❪✳

❲❤❛t ✇❡ ❛r❡ r❡❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ❛♥②✇❛②✱ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❈❤❛r❧❡s✲
❆✉❣✉st✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t♦rs✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡
s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡♠✿

~F ∝ q1q2
r2

~n ✭✶✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ~n ✐s t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦r ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s
✭t❛❦❡♥ ✇✐t❤ s✐❣♥✮✱ q1 ❛♥❞ q2 ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ r ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❈♦✉❧♦♠❜✬s ▲❛✇✳

❚♦ ❜❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✱ ❈♦✉❧♦♠❜ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡✈✐s❡ s✉❝❤ ❛ ✐♥✲
✈❡rs❡ sq✉❛r❡ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡✳ ❖t❤❡rs✱ ❜❡❢♦r❡ ❤✐♠✱ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❏♦❤♥ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❍❡♥r② ❈❛✈❡♥❞✐s❤ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡
1

r2
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛♥ ❛♣♣❛r❛t✉s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧ s♣❤❡r❡ ✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr✐✜❡❞ ✐♥ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
❛♥♦t❤❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❤❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s
1

r2.06
❛t ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❛✈❡♥❞✐s❤ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥
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✐♥str✉♠❡♥t ✇❤❡r❡ t✇♦ ♠❡t❛❧❧✐❝ s♣❤❡r❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♣✉t
✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ ✇✐r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥t✐st ✇❛s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❦♥♦✇✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✐♥♥❡r s♣❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t✳ ❈❛✈❡♥❞✐s❤ s❛✇ t❤✐s t♦♦ ❛♥❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ❛t t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤❛t ✇❡
❝❛❧❧ ♥♦✇ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇✿ ❤✐s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ♥❛rr♦✇ ❞♦✇♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t sq✉❛r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ♦♥❧② ✵✱✵✷ ❬✷✼✱ ✷✽❪✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❢♦r t❤❡♠✱ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ t♦ ♣✉❜❧✐s❤ t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✱ ❛♥❞
❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❝r❡❞✐t ✇❡♥t t♦ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ✇❤♦s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♠✉❝❤
❧♦✇❡r ✭♦♥❧② ✺✲✻ ♣❡r ❝❡♥t✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❈❛✈❡♥❞✐s❤✳ ❈♦✉❧♦♠❜ ✉s❡❞ ❛ t♦rq✉❡
♣❡♥❞✉❧✉♠ ❢♦r ❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐s r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞ ❬✷✾❪✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✇❛s r❛♣✐❞❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❢t❡r ❈♦✉❧♦♠❜✬s ✇♦r❦✱
❛❧s♦ t❤❛♥❦s t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❧✐❦❡ ●❛✉ss✬s ❧❛✇✶ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦✲
r❡♠✷✱ ❜♦t❤ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❆❢t❡r ❈♦✉❧♦♠❜✱ s❝✐❡♥t✐sts ❧✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❤♦✇ ❧✐♥❦❡❞ t❤❡ t✇♦ ✇❡r❡✳ ❆r♠❡❞
✇✐t❤ ❊q✳ ✶✳✶✾ t❤❡② ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ st❛t✐❝ ❝❤❛r❣❡s t♦ ❞❡✈♦t❡ t❤❡✐r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♠♦✈✐♥❣
♦♥❡s✳ ■t ✐s s♦ t❤❛t ❑✐r❝❤❤♦✛ ❢♦✉♥❞ ❤✐s ❧❛✇s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝✐r❝✉✐ts✱ t❤❛t ❑❡❧✈✐♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❡r ❝✐r❝✉✐t✳ ❇✉t✱
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐♥ ✶✽✶✾ ❍❛♥s ❈❤r✐st✐❛♥ Ørst❡❞ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ✐♥ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛
❝♦♠♣❛ss ♥❡❛r ❛ ✇✐r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛ss ♥❡❡❞❧❡
♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ◆♦t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ st❡♣ t♦✇❛r❞ ✇❤❛t ♠✐❣❤t
❛s ✇❡❧❧ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞✱ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❤✐st♦r②✳ Ørst❡❞✬s ✜♥❞✐♥❣ ❤❡❧♣❡❞ ❆♥❞rè✲▼❛r✐❡
❆♠♣ér❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤✐s ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣❡r♠ ♦❢
▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❤❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
r✉❧❡❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦r r❡♣✉❧s✐♦♥ ♦❢ ✇✐r❡s ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜② ❛ ❝✉rr❡♥t✿

✶✳ ❚✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❛ttr❛❝t ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✐♥
t❤❡♠ ❛r❡ ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡♣❡❧ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐❢ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥ts ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✷✳ ❚✇♦ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts ❝r♦ss✐♥❣ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❧✐q✉❡❧② ❛ttr❛❝t ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r
✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇ ❡✐t❤❡r t♦✇❛r❞s ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝r♦ss✐♥❣✱ ❛♥❞
r❡♣❡❧ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐❢ ♦♥❡ ✢♦✇s t♦ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t

✸✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❡①❡rts ❛ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t✱
t❤❛t ❢♦r❝❡ ❛❧✇❛②s t❡♥❞s t♦ ✉r❣❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t r✐❣❤t ❛♥❣❧❡s
t♦ ✐ts ♦✇♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✶●❛✉ss✬s ❧❛✇ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛ ❝❧♦s❡❞✱ ♦r✐❡♥t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ 4π t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

✷❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞ ~A (~x) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V

❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ S ❤♦❧❞s
¸

S
~A ·~nda =

´

V
~∇· ~AdV ✇❤❡r❡ da ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✉r❢❛❝❡✱

dV t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ~n t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t ❜② ♣♦✐♥t ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
♦✉t✇❛r❞❧② ❞✐r❡❝t❡❞✳



✶✳✶✳ ▼❆❳❲❊▲▲ ❚❍❊❖❘❨ ✾

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣❛t❤✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋❛r❛❞❛② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❧❛st ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡✳
■♥ ❢❛❝t ✐t ✇❛s ❋❛r❛❞❛② ❤✐♠s❡❧❢ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥✳ ❍❡ ♣✉t t✇♦ s♦❧❡♥♦✐❞s ✐♥ ✧❝♦♥t❛❝t✧ ❝♦✐❧✐♥❣ t❤❡✐r ✇✐r❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ t♦r✉s✳ ❖♥❡
s♦❧❡♥♦✐❞ ✇❛s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇❡❞❀ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛s ❧✐♥❦❡❞
t♦ ❛ ❣❛❧✈❛♥♦♠❡t❡r✳ ❉♦✐♥❣ s♦ ❤❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛❧✈❛♥♦♠❡✲
t❡r✳ ❍❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ s✉❝❤ ❛ ❝✉rr❡♥t t♦ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r
s♦❧❡♥♦✐❞ ❬✷✷❪✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❢♦r ❤✐♠✱ ❋❛r❛❞❛② ✇❛s ♥♦t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ✈❡rs❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s s♦ ❤❡ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❤❡ ❢♦✉♥❞✳ ■t
✇❛s ▼❛①✇❡❧❧ t❤❛t✱ ✐♥ ❤✐s ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ✇♦r❦ ✲ ✜rst ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✽✻✹ ✐♥ t❤❡ ♣❛✲
♣❡r ❆ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ ❬✸✵❪ ✲ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛❧❧ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♥ ❤✐s ❢❛♠♦✉s s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ t♦❞❛② t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❜❛s✐❝❛❧❧② ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝
❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s✿

~∇ · ~E =
ρ

ǫ0
✭✶✳✷✵✮

~∇× ~B − 1

c2
∂ ~E

∂t
=

1

µ0

~j ✭✶✳✷✶✮

~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 ✭✶✳✷✷✮

~∇ · ~B = 0 ✭✶✳✷✸✮

✇❤❡r❡ ~E ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ~B t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ρ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ ~j t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✱ ǫ0 t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ µ0 t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✷✶ ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✷✵✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❡♥s✉❡s

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 ✭✶✳✷✹✮

❊q✳ ✶✳✷✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❙■ ✉♥✐ts ❢♦r t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡

✇✐❧❧ ✉s❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ✉♥✐ts✸✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✉♥✐ts✱ ▼❛①✇❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s t❛❦❡
t❤❡ ❢♦r♠✿

~∇ · ~E = 4πρ ✭✶✳✷✺✮

~∇× ~B = 4π~j +
∂ ~E

∂t
✭✶✳✷✻✮

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
✭✶✳✷✼✮

~∇ · ~B = 0 ✭✶✳✷✽✮

❚❤❡ s✉❝❝❡ss❡s ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ❛r❡ ✉♥❝♦✉♥t❛❜❧❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ❢♦r t❤❡
st✉❞② ♦❢ ❡✈❡r② ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✐r❝✉✐t t❤❛t ♠❛❦❡s ♦✉r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐ts s♦❧✐❞✐t②✳ ❊qs✳

✸❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦♥ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
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✶✳✷✺✲✶✳✷✽ ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❊✐♥st❡✐♥✬s t❤❡♦r② ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ◆♦t ♦♥❧②
t❤❡② ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■❢ ❛❧❧ t❤✐s
✇❡r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❝♦rr❡❝t✹

c =
1√
µ0ǫ0

✭✶✳✷✾✮

❲❡ ♥♦✇ s❡t ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✳ ■♥ ❛
❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ s✐❣♥❛t✉r❡ (1, 3) t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧
✐s

ds2 =
(
dx0
)2 −

(
dx1
)2 −

(
dx2
)2 −

(
dx3
)2

✭✶✳✸✵✮

❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐s

gµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 ✭✶✳✸✶✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

gµαg
αν = δνµ ✭✶✳✸✷✮

✇❤❡r❡ δνµ ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✬s ❞❡❧t❛✿ δνµ = 0 ❢♦r µ 6= ν ❛♥❞ δνµ = 1 ❢♦r µ = ν✳ ❊q✳
✶✳✸✵ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲P♦✐♥❝❛ré ❣r♦✉♣✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❊q✳ ✶✳✸✶
❞❡✜♥❡s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❣✐✈❡♥ ❜②

(a · b) = aT gb = gµνa
µbν ✭✶✳✸✸✮

✇❤❡r❡ a ❛♥❞ b ❛r❡ ✹✲✈❡❝t♦rs✱ g t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✺ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r T ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❡ s✉❝❤ ❛
❦✐♥❞ ♦❢ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✹①✹ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲P♦✐♥❝❛ré
❣r♦✉♣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r st❛t❡♠❡♥t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✹①✹
♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✸✸ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲P♦✐♥❝❛ré ❣r♦✉♣✳ ▲❡t✬s t❤❡♥
s✉♣♣♦s❡ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ Λ✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ Λ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
✈❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x′ = Λx ✭✶✳✸✻✮

✹❖♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ s❡❡ ❬✸✶❪ ❛♥❞ ❬✸✷❪✳
✺❯♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♠✉st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛✈❛r✐✲

❛♥t ✹✲✈❡❝t♦rs t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν ✭✶✳✸✹✮

❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✹✲✈❡❝t♦rs t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ❛s

B′
ν =

∂xµ

∂x′ν
Bµ ✭✶✳✸✺✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♣❛ss ❢r♦♠ ❝♦✈❛r✐❛♥t t♦ ❝♦♥tr♦✈❛r✐❛♥t ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ❊q✳ ✶✳✸✶ ❛♥❞
❢r♦♠ ❝♦♥tr♦✈❛r✐❛♥t t♦ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡tr✐❝✳
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■❢ Λ ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✶✳✸✸ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

(x′)
T
gx′ = xT gx ✭✶✳✸✼✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✸✻ ♦♥❡ ❤❛s

(Λx)
T
g (Λx) = (x)

T
ΛT gΛx = xT gx ✭✶✳✸✽✮

❢♦r ❡✈❡r② x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

ΛT gΛ = g ✭✶✳✸✾✮

❊q ✶✳✸✾ ❛♥❞ ✶✳✹✺ ❞❡✜♥❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣✻✳ ❊q✳ ✶✳✸✾ ✐s t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❊q✳ ✶✳✸✾✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t

det
(
ΛT gΛ

)
= det g · (det Λ)2 = det g ⇒ detΛ = ±1 ✭✶✳✹✺✮

❜❡❝❛✉s❡ det g = −1✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤✐s ❧❛tt❡r ❛❞♠✐ts ❢♦✉r s✉❜❣r♦✉♣s✳ ■❢ detΛ ✐s
✰✶ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r s✉❜❣r♦✉♣✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r✳ ❆❧s♦ t❤❡ s✐❣♥
♦❢ t❤❡ ✵✵✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Λ ✐s ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t t❤❛t ❣✐✈❡s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✉❜❣r♦✉♣s✿
✐❢ Λ0

0 > 0 ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦rt♦❝❤r♦♥✉s✱ ✐❢ Λ0
0 < 0 t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲

♦rt♦❝❤r♦♥✉s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt♦❝❤r♦♥✉s

✻▲♦r❡♥t③✬s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛✈❡
❊q✳ ✶✳✸✵ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❡❞ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ✐s

(

ds′
)

2
= gµν

∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
dxαdxβ = gαβdx

αdxβ = ds2 ✭✶✳✹✵✮

❢♦r ❛❧❧ dxα✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❣❡t

gµν
∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
= gαβ ✭✶✳✹✶✮

❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ xǫ

0 = gµν
∂2x′µ

∂xα∂xǫ

∂x′ν

∂xβ
+ gµν

∂x′µ

∂xα

∂2x′ν

∂xβ∂xǫ
✭✶✳✹✷✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

0 = gµν

[

∂2x′µ

∂xα∂xǫ

∂x′ν

∂xβ
+

∂x′µ

∂xα

∂2x′ν

∂xβ∂xǫ
+

∂2x′µ

∂xǫ∂xα

∂x′ν

∂xβ
+

∂x′µ

∂xǫ

∂2x′ν

∂xβ∂xα

−
∂2x′µ

∂xα∂xβ

∂x′ν

∂xǫ
−

∂x′µ

∂xα

∂2x′ν

∂xǫ∂xβ

]

✭✶✳✹✸✮

❆❢t❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

0 = 2gµν
∂2x′µ

∂xα∂xǫ

∂x′ν

∂xβ
✭✶✳✹✹✮

❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r s♦
∂x′ν

∂xβ
6= 0 ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛❧s♦

gµν ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳ ❙♦
∂2x′µ

∂xα∂xǫ
= 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❧✐♥❡❛r✱ ♦r✱

✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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s✉❜❣r♦✉♣✳ ❋♦r ❛ ❜♦♦st tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐① r❡❛❞s

Λ =




γ −γβ1 −γβ2 −γβ3
−γβ1 1 +

(γ − 1)β2
1

β2

(γ − 1)β1β2
β2

(γ − 1)β1β3
β2

−γβ2
(γ − 1)β1β2

β2
1 +

(γ − 1)β2
2

β2

(γ − 1)β2β3
β2

−γβ3
(γ − 1)β1β3

β2

(γ − 1)β2β3
β2

1 +
(γ − 1)β2

3

β2




✭✶✳✹✻✮

✇❤❡r❡ ~β = ~v ✭✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ~v
c
✱ ❜✉t t❤❡ r❡❛❞❡r ♠✉st r❡❝❛❧❧ ✇❡ s❡t c = 1; t❤❡

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ~v r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐t

❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s c ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧②
lp
tP

❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜✳ ❆✳✸✮ ✇✐t❤ i

❝♦♠♣♦♥❡♥t βi✱ β =
∣∣∣~β
∣∣∣ ❛♥❞ γ =

(
1− β2

)− 1
2 ✳

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t② t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ♥❛t✉r❡ ❧❛✇s ♠✉st ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥t✐t✐❡s ✇❤♦s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡s♣❡❝t t❤❡ ▲♦r❡♥t③
❣r♦✉♣✳

❲❡ ✇r✐t❡ ✶✳✷✺✲✶✳✷✽ ✐♥ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❛r❡
❢♦r♠❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ r❛♥❦✱
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❡♥s♦r

Fµν =




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0


 ✭✶✳✹✼✮

❚❤✉s✱ ❊qs✳ ✶✳✷✺✲✶✳✷✻ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂νF
νµ = 4πjµ ✭✶✳✹✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✹✲✈❡❝t♦r jµ =
(
ρ,~j
)
✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✹✲❝✉rr❡♥t✳ ■t ✐s r❡❛❧❧②

❛ ✹✲✈❡❝t♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ✹✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

∂µY
µ =

∂Y 0

∂x0
+ ~∇ · ~Y ✭✶✳✹✾✮

t❤❛t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ jµ ✐s ❥✉st t❤❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ❊q✳ ✶✳✷✹ ❞❡r✐✈❡❞ ❜②
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞
✇❛② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✹✲❝✉rr❡♥t ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✹✲✈❡❝t♦r✳

■♥st❡❛❞ ❊qs✳ ✶✳✷✼✲✶✳✷✽ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦

∂µf
µν = 0 ✭✶✳✺✵✮

✇❤❡r❡
fµν = ǫµναβFαβ ✭✶✳✺✶✮
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✐s t❤❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ▼❛①✇❡❧❧ t❡♥s♦r ❛♥❞ ǫµναβ ✐s t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ s②♠❜♦❧ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ +1 ✐❢ µναβ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ 0123✱ −1 ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❊q✳ ✶✳✺✵ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❢♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂αF βγ + ∂βF γα + ∂γFαβ = 0 ✭✶✳✺✷✮

t❤❛t ✐s t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❈✉r❜❛str♦✲❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t② ❢♦r ❛ r❛♥❦✲✷ t❡♥s♦r✳
Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢❛s❤✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤✐s s❡❡♠s ✈❡r② ❝❛s✉❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✹✼✳ ❇✉t ▼❛①✇❡❧❧✬s t❡♥s♦r ✇❛s ♥♦t ❝❤♦s❡♥
❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❡♣❡r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠ ✐t t❛❦❡s✳ ❚❤❡ ✹✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

Aµ =
(
φ, ~A

)
✭✶✳✺✸✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ~A ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r
♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✷✽✳

❚❤❛♥❦s t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✈✐❛
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿

~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ ✭✶✳✺✹✮

~B = ~∇× ~A ✭✶✳✺✺✮

●✐✈❡♥ ❛ ✹✲✈❡❝t♦r s✉❝❤ ❛s ❊q✳ ✶✳✺✸✱ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡❝♦♥❞
r❛♥❦✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ✐s

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ✭✶✳✺✻✮

❯s✐♥❣ ❊qs✳ ✶✳✺✹✲✶✳✺✺✱ t❤❡ t❡♥s♦r ✶✳✹✼ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ x
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s

Ex = −∂Ax

∂t
− ∂φ

∂x
= −

(
∂0A1 − ∂1A0

)
✭✶✳✺✼✮

❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❢♦r♠ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❢♦r ▼❛①✇❡❧❧✬s t❡♥s♦r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ ❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r② ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ✐t t♦ ❢♦❧❧♦✇
❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②
✐s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❊✐♥st❡✐♥✬s r❡❧❛t✐✈✐t②✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❤ ❛ ❣♦❛❧✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞
t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ ❣✐✈❡s ✉s ❛s ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❊q✳ ✶✳✷✺✲
✶✳✷✻✳ ❙♦ ✇❡ ♠✉st ❜✉✐❧❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
✇✐t❤ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

S =

ˆ

Ldt =
ˆ

(
ˆ

Ld3x

)
dt ✭✶✳✺✽✮

✇❤❡r❡ S ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥✱ L ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ L r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❛❦❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❡♥s♦r ❛s ✐♥ ❊q✳✶✳✺✻✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

Lfree (A
µ, ∂µAν) = − 1

16π
FµνF

µν ✭✶✳✺✾✮
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❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❝t✐♦♥✱
✐t ✐s ❝❧❡❛r✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✶✳✺✽✱ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♠✉st ❜❡ ❛ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛r✳
❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② t♦ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ∂µAν ✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝❛s❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡
♣r❡♠✐s❡s✱ Fµν ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ L✼✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛rs ♦♥❡ ❝❛♥
❝♦♥str✉❝t ♦✉t ♦❢ ✐t ❛r❡ FµνF

µν ❛♥❞ Fµνf
µν ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ s❝❛❧❛r ♦♥❧②

✉♥❞❡r ♣r♦♣❡r ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r ✐❢ t✐♠❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❙♦ t❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊q✳ ✶✳✺✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢❛❝t♦rs ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡s❝r✐❜❡s ♦♥❧② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❤❡♦r② ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ ✜❡❧❞s ❝♦✉♣❧❡ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡s❡
❧❛tt❡r ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✹✲❝✉rr❡♥t✳ ❆♥❞ t❤❡ ❡❛s✐❡st ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛r t❤❛t ♦♥❡
❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ✐s

Lint (A
µ) = −Aµj

µ ✭✶✳✻✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s

L (Aµ, ∂µAν) = − 1

16π
FµνF

µν −Aµj
µ ✭✶✳✻✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ③❡r♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Aµ ❛♥❞ ∂µAν ♦♥❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

δS =

ˆ

δLd4x

=

ˆ

(
∂L

∂Aµ

δAµ +
∂L

∂ (∂µAν)
δ (∂µAν)

)
d4x

=

ˆ

(
∂L

∂Aµ

δAµ − ∂µ

[
∂L

∂ (∂µAν)

]
δAµ

)
d4x

+
∂L

∂ (∂µAν)
δAµ|+∞

−∞

❇✉t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ s♦

∂L
∂Aν

− ∂µ

[
∂L

∂ (∂µAν)

]
= 0 ✭✶✳✻✷✮

❲✐t❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❊q✳ ✶✳✻✶ ♦♥❡ ❤❛s

∂L

∂Aµ

= −1

c
jµ ✭✶✳✻✸✮

✼❊qs✳ ✶✳✷✼✲✶✳✷✽ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✶✳✺✷✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡
❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✹✲♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ t❡♥s♦r
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❈✉r❜❛str♦✲❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t② ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳



✶✳✷✳ ❆▲❚❊❘◆❆❚■❱❊❙ ❚❖ ▼❆❳❲❊▲▲✬❙ ❚❍❊❖❘❨ ✶✺

∂L

∂ [∂µAν ]
=

1

4π
Fµν ✭✶✳✻✹✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡
∂µF

µν =
4π

c
jµ ✭✶✳✻✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ❊q✳ ✶✳✹✽✳
❆❧s♦ ❊q✳ ✶✳✺✵ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✶✳✺✹✲✶✳✺✺ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✶✳✷✼✲✶✳✷✽✳
❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✺✵ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

∂µf
µν =

1

2
∂µǫ

µναβFαβ

= ∂µǫ
µναβ∂αAβ

= ǫµναβ∂µ∂αAβ ✭✶✳✻✻✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂µ∂α ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ ✐ts ✐♥❞❡①❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ǫµναβ ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡t✲
r✐❝✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥❞❡①❡s ♠❛❦❡s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❛♥✐s❤✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❊q✳ ✶✳✺✵ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❧✐❦❡ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠✳ ■❢ ♦♥❡ t❛❦❡s ❊q✳ ✶✳✹✽ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✹✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❤❛s

1

4π
∂µ∂νF

µν = ∂µj
µ ✭✶✳✻✼✮

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂µ∂ν ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤❡r❡❛s Fµν ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

∂µj
µ = 0 ✭✶✳✻✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ❊q✳ ✶✳✷✹ t❤❛♥❦s t♦ ❊q✳ ✶✳✹✾✳

✶✳✷ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇♦♥❞❡r ✇❤② ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r
t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♠✐♥❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t❤❡ ❧❛r❣❡✱ ❜✉t ②❡t ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ q✉♦t❡❞ t❤❡
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳ ❋♦r
♠❛♥② ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✈❛st❧② s✉✣❝✐❡♥t ✲ t♦ ♣r♦✈❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡
t❤❡ ❝❛❧✐❜❡r ♦❢ t❤♦s❡ s❝✐❡♥t✐sts✳ ❆s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ♣r♦❣r❡ss❡❞✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
str✐♥❣❡♥t t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✉♣ t♦ ✇❤❛t ♣r❡❝✐s✐♦♥
✇❡ ❝❛♥ ❝♦✉♥t ♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ ✐t✳ P❛rt
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♣r❡❝✐s❡❧②
❢♦r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉♣♣♦s❡❞❧② ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❋❡♥②♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ◗❊❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ●♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❡✈♦❧✈✐♥❣ ❢r❡❡❧②✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❛t t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s r❡✲
❛❜s♦r❜❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣❡❧❧❡♥t r❡❛s♦♥ t♦ tr② ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❚❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r② ✇❛s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r②
♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ t♦♦❧ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r✱ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ s✉❜✲
❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ ✐ts r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢♦r♠ ✲ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✲
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛s t❤❡ ♣r❡t❡♥s❡ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞s t♦♦✱ ♥♦t
♦♥❧② ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡✱ ♥❛♠❡❧② ✉♥♣❤②s✐✲
❝❛❧ ✐♥✜♥✐t✐❡s✳ ▼❛②❜❡ t❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✱
❦♥♦✇♥ ❡✈❡♥ ❜❡❢♦r❡ q✉❛♥t✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ✭◗❊❉ ❤❡r❡❛❢t❡r✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❡❧❢✲
❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡ ♠✉st ❡q✉❛❧ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ✇❡ ✐♥❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❡ ❛t r = 0 ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜✬s
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❇❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ sq✉❛r❡❞✱
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ t❤❡✲
♦r②✳ ❋❡②♥♠❛♥✬s ❞✐❛❣r❛♠s ❜❡②♦♥❞ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❣✐✈❡s ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮✽✳

❊✈❡♥ ✇♦rs❡✱ ✐♥ ◗❊❉ ❛❧s♦ ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈❡ ✐♥✜♥✐t② s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t
❤❛s ♥♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞✐❛❣r❛♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷ ❛♣♣❡❛r✱
✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s
❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss❧❡ss ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤
❛ ♠❛ss✐✈❡ ❜♦s♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤✐s ❜♦s♦♥
✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✈❛♥✐s❤✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛ss✉r❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢
t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ t❤❡♦r②

✽❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s



✶✳✷✳ ❆▲❚❊❘◆❆❚■❱❊❙ ❚❖ ▼❆❳❲❊▲▲✬❙ ❚❍❊❖❘❨ ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❋❡♥②♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ◗❊❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣❤♦t♦♥ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✳ ❘❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ ♣❤♦t♦♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ❛t t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡✳ ❚❤❡
♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ r❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐ts
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ ❛s❦ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤✐s✳
❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✐❝❦ ✇✐t❤ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❢❛✐❧s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r s✉❜❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s
t❤❡♦r② ❞♦❡s♥✬t ♣r❡❞✐❝t ❛♥② ♥♦♥✲③❡r♦ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐t✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱ ♥♦r q✉❛♥t✐③❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥
❛t♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ◗❊❉ ❣✐✈❡s ❡①tr❡♠❡❧② ♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛t❝❤ ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✉♣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤✐s ✐s tr✉❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❜✉t ♥♦t ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ✈❡r② ♦rt❤♦❞♦① t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐st ♠✐❣❤t ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ s♣✉rs ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♦r✐❣✐♥ ❛s t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐ts❡❧❢ ❛❞♠✐ts✱ ✐s ♠♦r❡ ❢♦rt✉✐t♦✉s
t❤❛♥ ♣r♦❢♦✉♥❞✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❢♦r❣❡t t❤❛t ◗❊❉ ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱
✐✳❡✳ ✐t ❛✐♠s ❛t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t ✐s
❢❛r ❢r♦♠ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♦♥❡ ✐s ❦❡❡♥ t♦ ❦♥♦✇ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s ❤❡r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ❋❡②♥♠❛♥
❤✐♠s❡❧❢ s❛✐❞ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ❞✉r✐♥❣ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛t❡s ✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝r❡❛t❡ ❛ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❖♥ ❛ ♠♦r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ t♦♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥✲
t✉r② ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ st✐❝❦ ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛
❤✉♥❞r❡❞ ②❡❛rs ♦❧❞ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❊▼ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐s ♥♦t ❛
❞❡tr✐♠❡♥t ✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ■❢ t❤❛t t❤❡♦r② ✇❡r❡ ♣r♦✈❡♥ tr✉❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
❛ ❣r❡❛t ♣r❛✐s❡✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ❛s❦❡❞ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✿
✐s ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② t❤❡ ❜❡st ✇❡ ❝❛♥ ❞♦❄ ❙❛❞❧②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝✐t❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥s✇❡r
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❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ②❡t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❧❛❝❦ ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s
t❤❛t ✲ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr✉st ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♣♦s❡s
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ◗❊❉ ✲ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ t❛❝❦❧❡❞
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♠❛❥♦r ♣❤②s✐❝✐sts ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ t❤❡s❡
✇❡r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡♠✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ♦✉r
st❛t❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ t♦ t❤✐s ❞❛②✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇
♦❢ ❛❧❧ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r✐❡s✱
✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣♦st✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ r❡s❡❛r❝❤
t❛r❣❡t ♦❢ ✐ts ♦✇♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣♦st✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✭P◆◆✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛❝ts ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥②t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦rt
❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❖✉r ❛✐♠ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤✉s ❧✐♠✐t❡❞✿ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t
❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱
t♦ s❡❡ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✳ ■❢
s✉❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❉❛r❦ ❊♥✲
❡r❣②✱ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❛♥❞✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦✱ ❈♦s♠♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r ✇❛② ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇❛② ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② r❡✈❡❛❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❱■❘●❖✴▲■●❖ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ s♦♠❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✇✐♥❞♦✇ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❯♥t✐❧ t❤❡♥ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♣❛rt
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s ✇❡ r❡✲
❝❡✐✈❡ ❢r♦♠ st❛rs ❛♥❞ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❆ ❞❡❡♣❡r ♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ❧✐❣❤t
♣r♦♣❛❣❛t❡s ♠✐❣❤t ♣✉t ✐♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❡rt❛✐♥✳

❲❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ✐♥ t✇♦ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣s✿

✶✳ ▼❆❙❙■❱❊ ❚❍❊❖❘■❊❙✿ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ❝❛rr✐❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✭❊▼ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♠❛ss❧❡ss

✷✳ ◆❖◆✲▲■◆❊❆❘ ❚❍❊❖❘■❊❙✿ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛♣♣❡❛r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳

❋r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✐s t❤❛t t❤❡
✜rst ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❤❡❧❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r s❤♦rt❡r r❛♥❣❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡♦r✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❛♣♣❡❛rs ❛❧r❡❛❞② ❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②
♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣✉r❡❧② ❝❧❛ss✐✲
❝❛❧ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r
❛✐♠s ❛t r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ◗❊❉ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲r✐❣♦r♦✉s ❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳
■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ ❜② ✐ts ♥❛t✉r❡✱ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② q✉❛♥t✉♠✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❡ ❝❛♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧② t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝❛rr✐❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡✈❡♥t ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ ❛s ✇❡
s❤❛❧❧ s❡❡✳



✶✳✷✳ ❆▲❚❊❘◆❆❚■❱❊❙ ❚❖ ▼❆❳❲❊▲▲✬❙ ❚❍❊❖❘❨ ✶✾

✶✳✷✳✶ ▼❛ss✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s

❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ❊▼ ♠❛ss✐✈❡
t❤❡♦r✐❡s✳

❆ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✾✿

~E = E0❡①♣
[
−i
(
ωt− ~k · ~x

)]
✭✶✳✼✹✮

~B = B0❡①♣
[
−i
(
ωt− ~k · ~x

)]
✭✶✳✼✺✮

(ω)
2 −

∣∣∣~k
∣∣∣
2

= m2 ✭✶✳✼✻✮

✇❤❡r❡ ~k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✱ ω t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞m r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤♦t♦♥
♠❛ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉♥✐ts ♦❢ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡
❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ♠❛ss✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳
■♥st❡❛❞ ❊q✳ ✶✳✼✻ t❡❧❧s ✉s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr✉❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❣r♦✉♣
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

vg =
dω

d
∣∣∣~k
∣∣∣
=

∣∣∣~k
∣∣∣
ω

=

∣∣∣~k
∣∣∣

√∣∣∣~k
∣∣∣
2

+m2

=

√
ω2 −m2

ω
✭✶✳✼✼✮

❆ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛t❡
✇✐t❤ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ♠✉st ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧② ♠❛ss❧❡ss
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ♦♥❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥

✾❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡ ❊q✳ ✶✳✷✼ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ✐ts ❝✉r❧✿

~∇×
(

~∇× ~E
)

=
∂~∇× ~B

∂t
✭✶✳✻✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s t♦ ❝♦♠♠✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❦♥♦✇✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✱ t♦ ❜❡

−∇2 · ~E + ~∇
(

~∇ · ~E
)

✭✶✳✼✵✮

■♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇❡ ✉s❡ ❊q✳ ✶✳✷✻ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

−
∂2 ~E

∂t2
✭✶✳✼✶✮

■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s ~∇ · ~E = 0✱ ❚❤✉s✱

−∇2 · ~E = −
∂2 ~E

∂t2
✭✶✳✼✷✮

⇒ ∇2 · ~E −
∂2 ~E

∂t2
= 0 ✭✶✳✼✸✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊q✳ ✶✳✼✸ ✐s ❊q✳ ✶✳✼✹✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r❧②✳
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t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s♣❡❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♠✉st tr❛✈❡❧ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❲❤② ❤❛s t❤❛t ♠♦❞❡
♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ②❡t✱ t❤❡♥❄ ■❢ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛t r❡st✱ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s

∣∣∣~k
∣∣∣ = 0 ✭✶✳✼✽✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦
∣∣∣~k
∣∣∣ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡

✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ~E2 ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥✲
t❡♥s✐t②✳ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭||✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭⊥✮
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

E0⊥ =
ω

m
E0⊥rest ✭✶✳✼✾✮

E0|| = E0||rest ✭✶✳✽✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❛t

K⊥ = ω = γm⇒ γ =
ω

m
✭✶✳✽✶✮

K⊥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲
❝♦♠♦✈✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r m

ω
✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t❡❞

t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞
❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞❀ t❤✉s✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢❛❝t♦r✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❡r❜ t♦ s✉♣♣r❡ss ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✱
✐❢ ✐t ❤❛s ♦♥❡✱ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ m

ω
✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛s ✇❡❧❧✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s st❛t✐❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

ω =

√∣∣∣~k
∣∣∣
2

+m2 = 0 ✭✶✳✽✷✮

⇒
∣∣∣~k
∣∣∣ = im ✭✶✳✽✸✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✐s t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❨✉❦❛✇❛ t②♣❡✱ ✇✐t❤
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ m−1

Vm 6=0 =
e−mr

r
✭✶✳✽✹✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ s♦♠❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♠❛ss✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s
✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② r❡s❡❛r❝❤✳

✶✳✷✳✶✳✶ P♦✇❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇

■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❈♦✉❧♦♠❜
✭❛♥❞ ♦t❤❡rs✮ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡②
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❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❛t❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲
✈❡rs❡ sq✉❛r❡ ❧❛✇✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ✐♥❞❡①
α t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✇❡r ✭✇❡ r❡♠✐♥❞ ❤❡r❡ t❤❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t
k = 1

4πǫ0
❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ 1 ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ✉♥✐ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥✮

F =
qQ

r2+α
✭✶✳✽✺✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❧② r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡❝t❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦♥ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ♣❤♦✲
t♦♥ ♠❛ss✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❣♦♥❡
✐♥ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤♦s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✷✼✱ ✷✽❪✳ ■♥ ✶✾✸✻ P❧✐♠♣t♦♥ ❛♥❞
▲❛✇t♦♥ ❬✸❪ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❈❛✈❡♥❞✐s❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t✇♦ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s✱ ❣r♦✉♥❞❡❞ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ t❤❡ ♦✉t❡r ♦♥❡ ❛t ✸✵✵✵❱✳ ❆
❣❛❧✈❛♥♦♠❡t❡r ✇❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✱ ✈✐s✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r α
✇❛s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 10−6 ✳

❖t❤❡rs ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡✱ ❛❧✇❛②s ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡tt✐♥❣s✱ ♦♥ t❤✐s ♥✉♠❜❡r✳
❆♠♦♥❣ t❤♦s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝❛❧❧ ❈♦❝❤r❛♥ ❛♥❞ ❋r❛♥❦❡♥ ❬✼❪✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❋❛❧❧❡r ❛♥❞
❍✐❧❧ ❬❄✱✹❪✱ ❇❛rt❧❡tt✱ ●♦❧❞❤❛❣❡♥ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ❬✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ✉♣ t♦ t❤r❡❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇✐t❤♦✉t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ s❡t✉♣✱ ❜✉t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✶✳✷✳✶✳✷ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛

■♥ ✶✾✸✻✱ ❆❧❡①❛♥❞r✉ Pr♦❝❛✱ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐s ❉♦❝t♦r❛t❡ ❚❤❡s✐s s✉♣❡r✈✐s♦r
▲✉✐s ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✱ ♣✉t ✉♥✇✐❧❧✐♥❣❧② ❢♦r✇❛r❞ ✇❤❛t ✐s✱ t♦ ❞❛t❡✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t
❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ ♠❛ss✐✈❡✱ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ t❤❡♦r✐❡s ❬✾✱✶✶✱✸✸✕✸✼❪✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✱
♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿ t❤❡ ❊▼ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❡r♠ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ❛ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s
t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ✇❛② ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ s✉❝❤ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡❛✈✐❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♦✉r
❦♥♦✇✲❤♦✇ ✐♥ ◗❋❚✶✵✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ Pr♦❝❛ ❞✐❞♥✬t ✉s❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ✈❡❝t♦rs✱ ♥♦r
❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

LP = − 1

16π
FµνFµν − µ2

2
AµA

µ −Aµjµ ✭✶✳✽✻✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳
❋r♦♠ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

✶✵◗❋❚ ✐s t❤❡ ❛❝r♦♥②♠ ❢♦r ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✳ ■t ✐s t❤❡ t❤❡♦r② t❤❛t ❤❡❧♣s ✉s tr❡❛t t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ◗❊❉ ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ◗❋❚ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
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❢♦r t❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ ✭❞❇P ❤❡r❡❛❢t❡r✮ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡② r❡❛❞

~∇ · ~E = 4πρ− µ2φ ✭✶✳✽✼✮

~∇× ~B = 4π~j +
∂ ~E

∂t
− µ2 ~A ✭✶✳✽✽✮

~∇ · ~B = 0 ✭✶✳✽✾✮

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
✭✶✳✾✵✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ~A t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧
t❤❛t ❛ ♠❛ss ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ r❡st♦r✐♥❣ ❙■
✉♥✐ts µ =

mc

~
✭c ❜❡✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ~ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❦

❝♦♥st❛♥t✮ ❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❈♦♠♣t♦♥ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤
❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ r❡st ♠❛ss✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ●❛✉ss ❛♥❞
❆♠♣èr❡ ❧❛✇s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡✱
❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❈✉r❜❛str♦✲❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♥❡s ❛r❡
❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t♦♦✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❇P t❤❡♦r② ❛r❡✿

✶✳ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②

✷✳ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②

✸✳ ❞❇P t❤❡♦r② ❜r❡❛❦s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼✿ t❤❡ ❣❛✉❣❡
s②♠♠❡tr②✳

▲❡t✬s st❛rt ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✶✳✽✼ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

φ (r) = q
e−µr

r
✭✶✳✾✶✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❲❡
s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❈♦♠♣t♦♥ ✇❛✈❡
❧❡♥❣t❤ µ−1✳ ❚♦ ❜❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡ ♠✉st s❛② t❤❛t Pr♦❝❛ ❛♥❞ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡
♥❡✈❡r ❞r❡✇ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✳
■t ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ ❨✉❦❛✇❛ ❬✸✽❪✱ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❬✸✾❪ ❛♥❞ ❇❛ss ❬✹✵❪ t❤❛t s✉❝❤
❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊qs✳ ✶✳✽✼✲✶✳✽✽ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡

Aµ ∼ ❡①♣
[
−
(
~k · ~x− ωt

)]
✭✶✳✾✷✮

❚❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
(
�− µ2

)
Aµ = −jµ ✭✶✳✾✸✮
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✇❤❡r❡ � ✐s t❤❡ ❉✬❆❧❛♠❜❡rt✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ jµ ✐s t❤❡ ✹✲❝✉rr❡♥t
(
ρ,~j
)
✳ ❋♦r ❛

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✱ t❤❡♥
k2 = ω2 − µ2 ✭✶✳✾✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡❝♦♠❡

u =
ω

k
=

(
1− µ2

ω2

)− 1
2

∼ 1 +
µ2

2ω2
✭✶✳✾✺✮

vg =
∂ω

∂k
=

(
1− µ2

ω2

) 1
2

∼ 1− µ2

2ω2
✭✶✳✾✻✮

❲❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡♥✱ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❣♦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ sq✉❛r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r✳ ❚❤✐s r❡❧❡✈❛♥t
❢❡❛t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✱ ♥❛♠❡❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡
❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❊▼ s✐❣♥❛❧s✱ ❝♦♠✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❢r♦♠ ♣✉❧s❛rs ❛♥❞ ❋❛st ❘❛❞✐♦ ❇✉rsts ✭❋❘❇s✮✳
❋r♦♠ ❊q✳ ✶✳✾✻ ✇❡ ❡✈✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

ω1 > ω2 ≫ µ ✭✶✳✾✼✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s

∆vg = vg1 − vg2 = µ2

(
1

ω2
1

− 1

ω2
2

)
+O

[(
µ2

ω2
1

)4
]

=
µ2

8π2

(
λ22 − λ21

)
+O

[
(µλ1)

4
]

✭✶✳✾✽✮

■❢ ❜♦t❤ ✇❛✈❡s tr❛✈❡❧ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ L✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s

∆t =
L

vg1
− L

vg2
∼ L

8π2

(
λ22 − λ21

)
µ2 ✭✶✳✾✾✮

♦♥❝❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s✳
❈♦♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

t❤❛t s②♠♠❡tr✐❡s ♣❧❛②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s ✭t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛✲
t✐♦♥ ❡t❝✳✳✳✮ ❛r❡ ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ●❛✉❣❡ s②♠♠❡tr②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s
✈❡r② ♣❡❝✉❧✐❛r✳ ❚❤❡ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② t❡❧❧s ✉s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡ ✇❛②
✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②♠♠❡tr② ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❍❡♥❝❡ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳
■♥ ▼❛①✇❡❧❧✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

φ → φ′ = φ− ∂Λ

∂t
✭✶✳✶✵✵✮

~A → ~A′ = ~A+ ~∇Λ ✭✶✳✶✵✶✮
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✇❤❡r❡ Λ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t xµ ❧❡❛✈❡s t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ❞❇P ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ ❊qs✳✶✳✶✵✵✱✶✳✶✵✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛ss t❡r♠ ✐♥ ❊qs✳ ✶✳✽✼✲✶✳✽✽ ❝♦✉♣❧❡
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❡r♠ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Λ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ r❡❝✉rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❣❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ❝✉rr❡♥t ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

~∇ ·~j + ∂ρ

∂t
= 0 ✭✶✳✶✵✷✮

❚❤✐s ♦♥❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ❞❇P t❤❡♦r②✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t

~∇ · ~A+
∂V

∂t
= 0 ✭✶✳✶✵✸✮

■t ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ▲♦r❡♥t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂µA
µ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡♥✲

❝♦✉♥t❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■♥
▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ✐t ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ♠❛❦❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥✲
st❡❛❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐t ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② s✉❜s✐❞✐❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❜r❡❛❦s t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✦ ❚❤✐s ❝❧❛✐♠ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧②
❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

[
∇2 − ∂2

∂t2

]
Λ = 0 ✭✶✳✶✵✹✮

■t ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠ t❤❛t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊▼ t❤❡♦r②
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛s❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❆s ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡
t❡①t✱ t❤✐s ✐s ♥♦t s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐ts t♦ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss✳

■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵✬s✱ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ❛ss❡ss❡❞ ✲ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✲ t❤❡ ♠❛ss
✉♣♣❡r ❧✐♠✐t t♦ ❜❡ 10−53kg ❬✾✱ ✶✵❪✳ ▲❛t❡r✱ ❤❡ ✉s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦ s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐t ♦❢ 10−42kg ✭❡♠❡♥❞❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❬✶✶✱✹✶❪✮✳ ◆♦✇❛❞❛②s t❤❡ ❜❡st
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧✐♠✐t ✐s ✐♥ 3× 10−49kg ❬✹✷❪✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❏✉♣✐t❡r
❛♥❞ ❊❛rt❤✱ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ 10−51kg ❬✹✸✱✹✹❪✳ ❘②✉t♦✈ ✉s❡❞ t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞
t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❧✐♠✐t ❛t 10−52kg ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶❆❯ ❬✹✺✱✹✻❪ ❛♥❞ ❛t 10−54kg ❛t ✹✵
❆❯ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣
❬✹✼❪✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❞❡r✐✈❡❞ ❜♦✉♥❞s s❡t ✐♥ ❬✹✸✱✹✹❪✱ t❤❡ ❆♠♣ér❡ ❧❛✇ ❤❛s
❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❙❆ ♠✐ss✐♦♥ ❈❧✉st❡r✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 1.4×10−49kg ❛♥❞ 3.4×10−51kg
❛t ✶❆❯✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❬✹✽❪✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♠❛ss
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 10−49kg✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
❧✐♠✐ts ❛s ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❛s 10−63kg ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t ❬✹✾✕✺✶❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
❤♦✇ ❤❡❛✈✐❧② t❤❡s❡ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ✐♥
❞♦✉❜t ❜② ❬✹✽❪✳

✶✳✷✳✶✳✸ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✐♥ ✶✾✺✼ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ❬✽❪ ❢♦✉♥❞
❛ ✇❛② t♦ ❧❡t ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ❝♦❡①✐st✳ ❆t ✜rst✱ ✐t ✇❛s
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t❤♦✉❣❤t t❤❛t ✐t ✇❛s ♠❡r❡❧② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr✐❝❦ t♦ ❤✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❧②
❛❢t❡r✱ ✐t ✇❛s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ❤❛❞ ❛ ❞❡❡♣❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇❛s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ♠❛✐♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ✐t ❤❛❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐♥ ◗❋❚✳ ❚❤❡ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛sts ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛ss❧❡ss♥❡ss✳

❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣✬s ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ D ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳
❚❤✐s ✜❡❧❞ ❤❛❞ ❛ ✜①❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ q✳ ■♥ ✈❛❝✉✉♠✱
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❧♦♦❦s ❛s✿

LS = − 1

16π
FµνFµν +

1

2

[∣∣∣−∂tD + iq ~Ab
∣∣∣
2

−
∣∣∣~∇D − iq ~Ab

∣∣∣
2
]

✭✶✳✶✵✺✮

❲❡ ✜① t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ b s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✶✵✺
❜❡❝♦♠❡s

−1

2
µ2AµA

µ ✭✶✳✶✵✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✏♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✑ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

µ = qD ✭✶✳✶✵✼✮

■♥ ❙■ ✉♥✐ts✱ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡❛❞ µ =
qD√
ǫ0~c

✳ ■♥ t❤❡ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣

❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠❛ss✐✈❡ t❡r♠ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❣❛✉❣❡ ✇❡ ♠✉st ❝❤♦♦s❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ❝❤♦s❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✜❡❧❞ D✱ ❜② s❡tt✐♥❣ ✐ts
♣❤❛s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ ③❡r♦✳

❚❤❡ ❧❡ss♦♥ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥t ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳ ■t ✐s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❜❡②✐♥❣ ❣❛✉❣❡ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ✭t❤❛t ✐s ▼❛①✇❡❧❧✬s ❛❝t✐♦♥✮ t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❛ss❧❡ss♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ s❛✐❞ ❝❛rr✐❡r ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ✜❡❧❞ ✭D ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡s♣❡❝t ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ s♦♠❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣✬s t❤❡♦r②✳ ❆ ✜rst
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❞❇P t❤❡♦r② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

L = −∂µAν∂
µAν +m2AµA

µ ✭✶✳✶✵✽✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ▲♦r❡♥③ ❣❛✉❣❡ ✜①✐♥❣ ❛r✐s❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s
✐t ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛❞ ❤♦❝ ✐♥ t❤❡ ❞❇P t❤❡♦r②✳ ❇✉t ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ✐♥ ❊q✳
✶✳✶✵✽ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✺✷❪✮ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss

H = −
3∑

λ=0

(∂λAµ)
(
∂λAµ

)
−m2AµA

µ ✭✶✳✶✵✾✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✱ A0 ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ H ✐s ♥♦t
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳

■♥ ◗❊❉ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ●✉♣t❛✲❇❧❡✉❧❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✶✶ ❬✺✸❪

∂µA(−)
µ | phys〉 = 0 ✭✶✳✶✶✶✮

✶✶■♥ ◗❊❉✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
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✇❤❡r❡ | phys〉 ✐s t❤❡ ❦❡t ❢♦r ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ A(−)
µ ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞

Aµ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✶✷✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s tr✐❝❦ ❝❛♥♥♦t

t♦ t❤❡ ✹✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✹✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜r❛✲❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ |kµ, ǫµ〉✱ ✇❤❡r❡ ǫµ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✹✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✹✲♠♦♠❡♥t✉♠
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ♥✉❧❧✲✈❡❝t♦r ✭kµkµ = 0✮ ❛♥❞ ✐ts t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ kµ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥t❛ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
✐s

〈~k1, ǫµ | ~k2, ǫν〉 = −ηµν
1

2
∣

∣

∣

~k1

∣

∣

∣

δ
(

~k1 − ~k2
)

✭✶✳✶✶✵✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦r♠s ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s ❢♦r t✐♠❡✲❧✐❦❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡✱ t❤✐s ✐s ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✲ ✐❢ ♠❛ss❧❡ss ✲ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ❢♦✉r ❛s ✐t
✐s ❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❖♥❡ ♠♦r❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡t
❜② kµǫµ = 0 ❜✉t ✐t ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ♠♦❞❡ t❤❛t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
✹✲♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ t✇♦ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✸❪✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ▲♦r❡♥t③ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛②✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐❧❡♠♠❛ ✐s ✐♥ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡ ❜② ✐ts ✉♥♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♦♥❡
❛♥②♠♦r❡ ✭∂µAµ = 0✮✱ ❜✉t ∂µAµ | phys〉 ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧❡❞ |phys〉 t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
s♣❛❝❡✳

✶✷❈r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t✱ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❝r❡❛t❡ ♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❦❡t❝❤ ❤❡r❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦r❦s
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❛t ❤❛♥❞✳ ❲❡ ✇❛r♥ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♥♦t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❛♥❞
❢♦r♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❦s✳
❲❡ ❤❛✈❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② s❛✐❞ t❤❛t ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ✐s ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡

❛ ❣❛✉❣❡ t♦ q✉❛♥t✐③❡ ✐t✳ ▲❡t✬s ♣✐❝❦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛✉❣❡ ✭~∇ · ~A = 0✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❜♦① ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V r❡❛❞s

~A (r, t) =
∑

~k

∑

α=−1,1

(

ǫα
(

~k
)

aαk (t) ei
~k·~r + ǭα

(

~k
)

āαk (t) e−i~k·~r
)

✭✶✳✶✶✷✮

✇❤❡r❡ ǫα ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥¯ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♥❥✉❣❛t❡✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ tr❡❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s aαk (t) ❛♥❞ āαk (t) ❛s ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙♦

aαk (t) →

√

1

2ωV
aα

(

~k
)

✭✶✳✶✶✸✮

aαk (t) →

√

1

2ωV
a†α

(

~k
)

✭✶✳✶✶✹✮

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s

[

aα
(

~k
)

, aβ
(

~k′
)]

=
[

a†α
(

~k
)

, a†β
(

~k′
)]

= 0 ✭✶✳✶✶✺✮
[

aα
(

~k
)

, a†β
(

~k′
)]

= δ~k,~k′δα,β ✭✶✳✶✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ [A,B] = AB −BA✳ ❙♦ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s

~A (r, t) =

√

1

2ωV

∑

~k

∑

α=−1,1

(

ǫα
(

~k
)

aα
(

~k
)

ei
~k·~r + ǭα

(

~k
)

a†α
(

~k
)

e−i~k·~r
)

✭✶✳✶✶✼✮

❲❡ ❞♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② t❤✐s ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ❜✉t✱
♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❡①t ✐s ♥♦t t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ◗❊❉✳
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❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

[∂µAµ (x) , ∂
νAν (y)] = i∂2∆m (x− y) ✭✶✳✶✶✽✮

✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t m ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t
✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ t❤❡♦r②✶✸✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ◗❊❉ ❝❛s❡ ∂2∆0 = 0 ❛♥❞ ●✉♣t❛✲
❇❧❡✉❧❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦r❦s✳ ■♥st❡❛❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ ∂2∆m = −m2∆m

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞ D✱ t❤❡

s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ D ✜❡❧❞ ♦❜❡②s t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛s
Aµ✿

(
∂2µ +m2

)
D = 0 ✭✶✳✶✷✵✮

[D (x) , D (y)] = i∆m (x− y) ✭✶✳✶✷✶✮

❚❤❡ ●✉♣t❛✲❇❧❡✉❧❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

(∂µAµ +mD)
(−) | phys〉 = 0 ✭✶✳✶✷✷✮

❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❊q✳ ✶✳✶✷✶✳
❚❤❡ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t✉r♥s ✐♥t♦✿

L = −∂µAν∂
µAν +m2AµAµ + ∂µD∂

µD −m2D2 ✭✶✳✶✷✸✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡♥❞❡r t❤❡
t❤❡♦r② ♠♦r❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜①✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r✐s❡s
♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

∂µ∂
µAν +m2Aν = 0 ✭✶✳✶✷✹✮

∂µ∂
µD +m2D = 0 ✭✶✳✶✷✺✮

❛♥❞ r❡❛❞s (
∂2 +m2

)
Λ (x) = 0 ✭✶✳✶✷✻✮

❊q✳ ✶✳✶✷✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♣✉t ✐♥ ❛ ♥✐❝❡r ❢♦r♠ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st
❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡

L = −1

2
FµνFµν +m2

(
Aµ − ∂µD

m

)2

− (∂µAµ +mD)
2 ✭✶✳✶✷✼✮

✶✸❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

i∆(x− y) = 〈0 | [φ (x) , φ (y)] | 0〉 ✭✶✳✶✶✾✮

✇❤❡r❡ φ (x) ✐s ❛ ✜❡❧❞ ❛♥❞ | 0〉 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
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✶✳✷✳✶✳✹ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s

❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✐s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❜✉t ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♦r② t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛ss t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛ss ✐s ♣✉r❡❧② ✐♥❡rt✐❛❧✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡
❝♦♠♠♦♥ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛ss✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛ss ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞
❜r✐♥❣s ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛ss ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜r✐♥❣s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ♦♥❧② ✈✐❛ E2 = p2+m2✳ ❚❤❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s
t❤❡♦r② ✐s ❛❧s♦ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✇r✐tt❡♥
♦♥❧② ❢♦r ❛ ✷✰✶ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❤② ❞♦ ✇❡
♥❡❡❞ s✉❝❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡❄

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡✳ ■♥ ❛ ✸✰✶ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s t❤❡
♠♦st s✐♠♣❧❡✱ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ✷✰✶ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t ❛ ♣s❡✉❞♦✲s❝❛❧❛r✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❛ ✷❉ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② B = ǫij∂iAj ✱
✇✐t❤♦✉t ❛ ❢r❡❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ❣✐✈❡s ✐t ✐ts ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ r❡♠❛✐♥s
❛ ✈❡❝t♦r✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝
▼❛①✇❡❧❧ t❡♥s♦r ❤❛s ♦♥❧② t❤r❡❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ❜② ♦♥❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s♣❛❝❡t✐♠❡ ❧✐❡s
✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧✳
❙✉❝❤ ❛ t❡r♠ r❡❛❞s

LCS =
κ

2
ǫµνρAµ∂νAρ ✭✶✳✶✷✽✮

✇❤❡r❡ ǫµνρ ✐s t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ s②♠❜♦❧✳
❚❤❡ ❛tt❡♥t✐✈❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ❛r❣✉❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞✲

✐♥❣ ♦♥ Aµ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❛t✬s tr✉❡✱ ❜✉t✱ ✐❢ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❊q✳ ✶✳✶✷✽ ✐s ♦♥❧② ❛ t♦t❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠

κ

2
∂µ (λǫ

µνρ∂νAρ) ✭✶✳✶✷✾✮

❙✉❝❤ ❛ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s♥✬t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✱
❜❡✐♥❣ ❥✉st ❛ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ r❡✢❡❝t t❤✐s ❢❛❝t ❛♥❞
❛r❡ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

κ

2
ǫµνρFνρ = jµ ✭✶✳✶✸✵✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✐s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ♦♥❡✳ ❆❧s♦✱ ❛ ❈❤❡r♥✲
❙✐♠♦♥s t❡r♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✸✰✶ s♣❛❝❡t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥
♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ A∂A✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡r❡ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ t❤❡ ▲❡✈✐✲
❈✐✈✐t❛ s②♠❜♦❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡♥✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ❡✈❡r② ♦❞❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞ s♣❛❝❡t✐♠❡✳

❯♥❧✐❦❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✱ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥✬s ❞♦❡s♥✬t ♣r❡❞✐❝t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡✳ ❯♥❞❡r s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t♦ Fµν = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ♥❡✇ t❡r♠
✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ▼❛①✇❡❧❧✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
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▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❬✶✹❪

LMCS = −1

4
FµνFµν +

κ

2
ǫµνρAµ∂νAρ ✭✶✳✶✸✶✮

❱✐❛ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

∂µF
µν +

κ

2
ǫναβFαβ = 0 ✭✶✳✶✸✷✮

■❢ ✇❡ ✇r✐t❡ ❊q✳ ✶✳✶✸✷ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ t❡♥s♦r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
[
∂µ∂

µ + κ2
]
F̃ ν = 0 ✭✶✳✶✸✸✮

✇❤❡r❡ F̃ ν = 1
2ǫ

ναβFαβ ✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇✐t❤ ♠❛ss κ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♠❛♥✐❢❡st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s♦ ✐s
F̃ ν ✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t② t♦♦✳

✶✳✷✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s✿ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❜r❡❛❦ ❧✐♥❡❛r✲
✐t② ❛❧r❡❛❞② ❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ t❤♦s❡ ❛✐♠✐♥❣ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐♥ ♦✉r ♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✳

✶✳✷✳✷✳✶ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞

❋♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s✱ ❇♦r♥ ❛♥❞ ■♥❢❡❧❞
❬✶✷❪ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡✐r r❡♥♦✇♥❡❞ ♣❛♣❡r✱
t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❛t ✐s ♠❛②❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤✐s tr② ✐s s♦♠❡✇❤❛t r❡❝❡♥t ❛♥❞ ✜♥❞s ✐ts r♦♦ts ✐♥ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ str✐♥❣ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❝❛s❡✳ ❚❤❡ str✐♥❣ t❤❡♦r② ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳
■ts ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♠❛tt❡r✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
❛❧s♦ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❛r❡ ❥✉st t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡♥t✐t✐❡s ❝❛❧❧❡❞ str✐♥❣s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡
❜❡❧♦✇ ❬✺✹❪

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r t♦ ❛ ✇♦r❦ ♦❢ ♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦
st✉❞② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ✭❇■ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧
❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆s ✇❡ ✇❡r❡ r❡❝❛❧❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞ ❇■ ❛tt❡♠♣t ✐s ❛ ✏♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
✜♥✐t❡♥❡ss✑✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ❛❧❧♦✇ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥✲
t✐t✐❡s t♦ ❞✐✈❡r❣❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
t♦ str❡ss ❛ ♠♦r❡ ✏♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧✑ r❡❛s♦♥ t❤❛t ❞r♦✈❡ ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s
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t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ✉♥❞❡r❧✐♥❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❊▼ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐t❛r✐❛♥✱ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❡♥t✐t②✱ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡✐r
♠❛ss ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ✭❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛ss✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧✐st✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t✳ ❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❡♥t✐t✐❡s✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② ✐t✱ ❜✉t t❤❡✐r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✐♥❡rt✐❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r ♠❛ss✳

❇♦r♥ ❛♥❞ ■♥❢❡❧❞ ✇❡r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✇❡❧❧ s♦✉♥❞ r❡❛s♦♥s ❢♦r
s✉❝❤ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❤②s✐❝✐sts✿

✶✳ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥✐t❛r✐❛♥ t❤❡♦r②

✷✳ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛ss ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❊▼ ♠❛ss❀

✸✳ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ❙❝❤♦♦❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✶✹ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭◗▼✮
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❇♦r♥ ❛♥❞ ■♥❢❡❧❞ ✇❡r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢
t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡② ❛❞❛♣t❡❞ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❚❤❡r❡✐♥✱ ❊✐♥st❡✐♥ r❡♣❧❛❝❡s

t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 1
2mv

2 ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥mc2
(
1−

√
1− v2

c2

)

✭✇❡ r❡st♦r❡ ❢♦r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r✮✳ ❇♦r♥ ❛♥❞ ■♥❢❡❧❞ tr❛♥s❢❡r t❤✐s t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❊▼✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s✱ ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

L =
1

2

(
B2 − E2

)
✭✶✳✶✸✹✮

✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② r❡❝❛st ✐♥t♦

L = b2

(√
1 +

(B2 − E2)

b2
− 1

)
✭✶✳✶✸✺✮

❲❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ ~E ❡①❝❡❡❞s b ✐♥ ♠♦❞✉❧✉s t❤❡
sq✉❛r❡ r♦♦t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

✶✹❚❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ◗▼ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ◗▼✳ ■t ✇❛s ❞❡✈✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✷✺ ❛♥❞ ✶✾✺✼ ❜② ♠❛♥② ❢❛♠♦✉s ♣❤②s✐❝✐sts ❧✐❦❡
◆✐❡❧s ❇♦❤r ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t
❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡s ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ◗▼ ✐s ♦♥❧②
❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ s❛✐❞ s②st❡♠ ②✐❡❧❞s ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡s✉❧t✳
■t ✐s t❤❡ ❛❝t ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥ ✐ts❡❧❢ t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤✐s s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥ts ❝❛♥ r❡❣✐st❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡✳
❖♣♣♦s❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲❇♦❤♠ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ❛♥❞ ❇♦❤♠✱ ❛ ◗▼ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜② t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❜②
❛ ✏❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ✜rst ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t✐♠❡ ♥♦r♠❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s r✉❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❣✉✐❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲❇♦❤♠
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❛t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❡①✐sts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♥♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ❙❝❤♦♦❧✱ t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳



✶✳✷✳ ❆▲❚❊❘◆❆❚■❱❊❙ ❚❖ ▼❆❳❲❊▲▲✬❙ ❚❍❊❖❘❨ ✸✶

❊✐♥st❡✐♥✬s ❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ◆❡✇t♦♥✬s ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② r❡❧❛t✐✈✐t② ❡①♣❧❛✐♥s ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❊q✳ ✶✳✶✸✺ s✉❜st✐t✉t❡s ❊q✳ ✶✳✶✸✹ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r
t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳

■♥ ❛ ♠❛♥✐❢❡st❧② ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✱ ❇■ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❛❞s

LBI =
√−g

(√
1 + F +G2 − 1

)
✭✶✳✶✸✻✮

✇❤❡r❡

G =
1

4
FµνF

µν∗ ✭✶✳✶✸✼✮

F ∗
µν = ǫ′αβµνF

αβ ✭✶✳✶✸✽✮

g ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡t✐♠❡ ♠❡tr✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ǫ′αβµν
1

2
√−g

t✐♠❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧
▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ t❡♥s♦r✳

❱✐❛ t❤❡ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡② r❡❛❞ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠

~∇ · ~D = 0 ✭✶✳✶✸✾✮

~∇× ~H = −∂
~D

∂t
✭✶✳✶✹✵✮

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
✭✶✳✶✹✶✮

~∇ · ~B = 0 ✭✶✳✶✹✷✮

✇❤❡r❡

~D =
~E −G~B√
1 + F −G2

✭✶✳✶✹✸✮

~H =
~B −G~E√
1 + F −G2

✭✶✳✶✹✹✮

❲❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❈✉r❜❛str♦✲❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✉s

~B = ~∇× ~A ✭✶✳✶✹✺✮

~E = ~∇V − ∂ ~A

∂t
✭✶✳✶✹✻✮

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✐r ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t✱
❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡② ❞♦♥✬t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇r✐tt❡♥ ✐♥
❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐❢ ✐t tr❛✈❡❧❡❞
✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ♠❡❞✐✉♠
✇❤♦s❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❇■ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❇■ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ G2 t❡r♠✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
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✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❇■ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✮ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r
✐♥ b ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❙✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✳
❲❡ r❡❢❡r t♦ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♠❡ss❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭ ~E
❛♥❞ ~B✮ ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ~D ❛♥❞ ~H ❞♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❞✐✈❡r❣❡
❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t♦ s✐♠♣❧② t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ✜❡❧❞s t❤❛t ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❛❧✇❛②s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ~E ❛♥❞ ~B ♦♥❧②✳

✶✳✷✳✷✳✷ P♦❞♦❧s❦②

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❍✐❣❤❡r ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ❚❤❡♦r✐❡s ✭❍❉❚✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐♠✲
♣r♦✈✐♥❣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬✺✺❪✱ s♠❡❛r✐♥❣ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✶✺✱ ❛♥❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✜♥✐t❡ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ r❡❣✉❧❛r ❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥✳

❆♠♦♥❣ ❍❉❚s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② P♦❞♦❧s❦②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r✱ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✳
■ts ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❛❞s ❬✶✸❪

L = −1

4
FµνFµν +

a4

4

(
∂λFµν

)
∂λFµν + jµAµ ✭✶✳✶✹✼✮

❇② ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥

a4∂µ∂λ
[
∂λFµν

]
+ ∂µF

µν + jν = 0 ✭✶✳✶✹✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ❛s

a4∂µ∂
µ
(
~∇ · ~E

)
+ ~∇ · ~E − ρ = 0 ✭✶✳✶✹✾✮

a4∂µ∂
µ

[
∂ ~E

∂t
− ~∇× ~B

]
+
∂ ~E

∂t
− ~∇× ~B +~j = 0 ✭✶✳✶✺✵✮

■❢ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ▲♦r❡♥③ ❣❛✉❣❡ ✜①✐♥❣ ∂µAµ = 0 ✇❡ ❤❛✈❡
(
1− a2�

)
�Aµ = 4πjµ ✭✶✳✶✺✶✮

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ts s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Aµ = A
′

µ −A
′′

µ ✭✶✳✶✺✷✮

✶✺❲❡ ❛r❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦r ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s ❢♦r
✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ♦r ❢♦r ✈❡r② s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡r❛s❡❞ ✈✐❛ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■❢
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ♥❛♠❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✿ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②
r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r② t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ s❝✐❡♥t✐sts ❡①♣❡❝t❡❞ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
s✉r♣❛ss✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
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✇❤❡r❡

�A
′

µ = 4πjµ ✭✶✳✶✺✸✮

�A
′′

µ + b2A
′′

µ = 4πjµ ✭✶✳✶✺✹✮

A
′

µ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛ss❧❡ss ♠♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
♣❤♦t♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s A

′′

µ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
♠❛❦❡s ❛ ❝✉t♦✛ a ❛r✐s❡✳ ❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs P♦❞♦❧s❦✐✬s ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ a s❡ts t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡r❡ ✐t ❝❡❛s❡s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡st♦r❡❞✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❛ ❥✉st ❢❡✇ ❧✐♥❡s✳

❙♦❧✈✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✶✺✶ ❢♦r t❤❡ st❛t✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φ

φ =
e

4πr

(
1− e

−
r

a

)
✭✶✳✶✺✺✮

s♦ ✇❡ s❡❡ t❤❛t a ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝✉t♦✛✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❢♦r r ≫ a
❊q✳✶✳✶✺✺ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❣❛✐♥✱ ✇❤❡r❡❛s ✐❢ r → 0 t❤❡♥ φ→ e

4πa
✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t②✳
❍❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ ✇❤❛t s❡♥s❡ a s❡ts t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❧✐♠✐t ♦❢

P♦❞♦❧s❦✐✬s ♠♦❞❡❧ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❊❋❚✿ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❧❛✇s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t
❛s q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❡❛s❡ ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s r ≫ a✳ ❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❛t r = a t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡st♦r❡❞✳

✶✳✷✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s✿ q✉❛♥t✉♠ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

✶✳✷✳✸✳✶ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r

❆❧s♦ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r t❤❡♦r② ❬✶✺❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❡r❡
✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r②✳

❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r ❚❤❡♦r② ✭❍❊✮ ✜♥❞s ✐ts r♦♦t ✐♥ ✶✾✷✽ ❉✐r❛❝✬s t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❬✺✻❪✳ ■♥ ✶✾✸✶ ❉✐r❛❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ✏❤♦❧❡s✑ ✐♥ ✐ts s❡❛ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡❞
❡❧❡❝tr♦♥s ❬✺✼❪✳ ❍✐s ✐❞❡❛ ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✱
❛s ❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✶✾✸✸ ❬✺✽❪✳

❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦✉♥❞ s♦✉♥❞ ❜❛s✐s✱ s❝✐❡♥t✐sts st❛rt❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
✐t✳ ❍❛❧♣❡r♥ ❛♥❞ ❉❡❜②❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ t❤❡♦r② ✐♠♣❧✐❡❞
❧✐❣❤t✲❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✶✺✱✺✾✕✻✺❪✳ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❞❡❝✐❞❡❞ t❤❛t ❤✐s st✉❞❡♥t ❊✉❧❡r ❝♦✉❧❞
st✉❞② t❤✐s t♦♣✐❝ ✐♥ ❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡ t❤❡s✐s ❬✶✺✱✻✹❪✳

❉✉r✐♥❣ ❤✐s st✉❞✐❡s ❊✉❧❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s
st✉❞❡♥ts✱ ❑♦❝❦❡❧✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱ t❤❡② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦✉❧❞
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❬✻✻❪❀ ❛♥ ✐❞❡❛ t❤❛t r♦♦ts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❇■ t❤❡♦r②✳ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s
✐❞❡❛ ✇❛s ❢♦r ❤✐s st✉❞❡♥t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦
▼❛①✇❡❧❧✬s ❧❛✇s✳ ❊✉❧❡r ❛♥❞ ❑♦❝❦❡❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦
▼❛①✇❡❧❧✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐t ❛s ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡② ❤❛❞ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ str♦♥❣ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❛s t❤❡② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t♦ ❇■ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ◗▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
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■♥ ♠♦❞❡r♥ t❡r♠s ✇❤❛t t❤❡② ❞✐❞ ✇❛s st✉❞②✐♥❣ ◗❊❉ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥
❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤✳

❚❤❡ r❡❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ✶✾✸✻ ✇❤❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❊✉❧❡r
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ r❡s✉❧t ❬✶✺❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛ ❢♦r♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♦r❞❡rs✳ ■t r❡❛❞s ❬✻✼✱✻✽❪

L = −FµνF
µν

4
+ e2

ˆ ∞

0

dη
e−η

η3
·
{
i
η2

2
FµνF ∗

µν · ✭✶✳✶✺✻✮

cos

[
η
Ek

√
−FµνFµν

2 + iFµνF ∗
µν

]
+ c.c.

cos

[
η
Ek

√
−FµνFµν

2 + iFµνF ∗
µν

]
− c.c.

+ |Ek|2 +
η3

6
· FµνF

µν

}
✭✶✳✶✺✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ c.c. st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛rs

Ek

(
=
m2c3

e~

)
∼ 1018

V

m
∼ 4.4 · 1013G ✭✶✳✶✺✽✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣✉t t❤❡ ❙■ ✉♥✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ r❡❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✈❛❝✉✉♠✳ ❖r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞s t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✱ t❤❡
str❡♥❣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ ❉✐r❛❝ s❡❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇♦✉❧❞ t✉♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡
❇■ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ t❤✐s ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥
t❛❦❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t t❤❡ ❍❊ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❧②
s✉♣♣r❡ss❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✳

❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❊✉❧❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ◆♦t ♦♥❧②✿ t❤❡②
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❤❛❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❛❧♦♥❡ r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛✉s❡❞✱ ✐❢ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s❡❡✐♥❣ ✐t ❛s t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

exp

[
− Ek

|E|

]
✭✶✳✶✺✾✮

❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❊✉❧❡r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇❤❛t t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✳ ✶✳✶✺✼ r❡❢❡rr❡❞ t♦✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ♠✐♥✉s s✐❣♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡
s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❢r❡❡ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
▼❛①✇❡❧❧✬s ✉s✉❛❧ ❝❤❛r❣❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✶✺✼ ❢♦r str♦♥❣ ✜❡❧❞s ✇❡ ❣❡t

L ∼ F +
2α2

45m4

(
4f2 + 7G2

)
+

32πα3

315m8

(
8F 3 + 13FG2

)

+
128π2α4

945m12

(
446F 4 + 201F 2G2 + 38G4

)
✭✶✳✶✻✵✮
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❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ❢♦r♠ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ✇❤❛t ✇❡ ♣✉rs✉❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❈❤❛♣t❡r✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❖❋

◆❖◆✲▲■◆❊❆❘ ❚❍❊❖❘■❊❙

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈✐s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡ t❤❡s✐s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦♥❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ✭❇■✮ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ❛♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r ✭❍❊✮ ♣❤♦t♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥
♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✱ ❝❡❧❧❡s
❞❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ✭❇■✮ ❡t ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉①✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s♣é✲
❝✐✜q✉❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇■ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❝♦♥tré ❞❡s
❞✐✣❝✉❧tés ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t ✐♥s✉r♠♦♥t❛❜❧❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ t❡♠♣s✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❇■✱ ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛✐❞❡ à ❧✐ss❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♠♣ê❝❤❛♥t
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s✬♦❝❝✉♣❡r✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s❡r❛✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡
♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❝❝é❧éré❡✳ ❉❛♥s ❧❡s é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♦♥ ❞✐✈✐s❡ s♦✉✲
✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳ ❉❛♥s ❧✬✉♥❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s
s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❛❞❛♣té❡
♣✉✐sq✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡st ❢réq✉❡♠♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡st❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈r❛✐ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❯♥r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ♣♦✉r
✉♥ t❡❧ ❝❛s ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞✬❆❜r❛❤❛♠✲▲♦r❡♥t③ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❞♦♣té❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ s✐♥❣✉✲

✸✼
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❧❛r✐té à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝❡❧❛ ♣r♦❞✉✐r❛✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣r❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❯♥ ✓ r❛②♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
✔ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝❤❛r❣❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ♣ré♠✐❝❡s ét❛❜❧✐s✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ s❡r❛✐t ✉t✐❧❡✳ ❏✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ r❛②♦♥♥❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é
❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳

◆♦tr❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞❡ ❘✐♥❞❧❡r✳ ❈❡t
❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡st ❝❡❧✉✐ ✈✉ ♣❛r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s♦❧✐❞❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡❧✲
❛t✐✈✐st❡ ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❬✻✾❪✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡t ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥♦♥✲✐♥❡rt✐❡❧✳ ➱❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ q✉✐
❜♦✉❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ α ❡st

x2 − t2 =
1

α2
✭✷✳✶✮

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡str❡✐♥ts à s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❘✐♥❞❧❡r s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡





t =

√
2αζ

α
s✐♥❤ (ατ) x =

√
2αζ

α
❝♦s❤ (ατ) for ζ > 0

t =

√
−2αζ

α
s✐♥❤ (ατ) x =

√
−2αζ

α
❝♦s❤ (ατ) for ζ < 0

✭✷✳✷✮

❆✈❡❝ ❧❛ r❡❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

ζ =
α

2
X2 ✭✷✳✸✮

▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✭❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♥é❣❧✐❣é❡s✮

ds2 = (αX)
2
dτ2 − dX2 − dY 2 − dZ2 ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Y = y ❛♥❞ Z = z✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❘✐♥❞❧❡r ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ✐♥✲
❡rt✐❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❘❡❧❛t✐✈✐té ●é♥ér❛❧❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✲
✈❡rs❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♥♦♥✲❝♦♠♦❜✐❧❡✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❊q✳ ✷✳✹

~∇×
[
(1 + gx) ~E

]
= 0 ✭✷✳✺✮

~∇ · ~E = 4πρ ✭✷✳✻✮

~∇ · ~B = 0 ✭✷✳✼✮

∂ ~E

∂t
− ~∇×

[
(1 + gx) ~B

]
= −4π (1 + gx)~j ✭✷✳✽✮
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P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st

~E =
~∇Φ

(1 + gx)
✭✷✳✾✮

❖♥ ❞♦✐t ✐♥sér❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ❡t ❡♥s✉✐t❡
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✳ ❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st

~∇ ·



−

~∇Φ

(1 + gx)
· 1√

1−
~∇Φ2

b2 (1 + gx)



= qδ (~x− ~x0) ✭✷✳✶✵✮

➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ s♦♥t très ♣❡t✐t❡s
❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ b q✉✐ ❡st très ❣r❛♥❞✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ϕ ❡st

∇2ϕ

χ
− ∂xϕ

χ2
=

1

g2
· ~∇ ·

[
−1

2

~∇Φ2
0
~∇Φ0

b2χ3

]
✭✷✳✶✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ χ =
1 + gx

g
✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧❛ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❡st ❬✼✵❪

G
(
~X, ~X0

)
=

χ2 + (y − y0)
2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

4π

√[
χ2 + (y − y0)

2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

]2
− 4ξ2ξ20

✭✷✳✶✷✮

❉♦♥❝ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

I
(
~X
)
= − 256q3

4πb2g2

ˆ




χ2 + (y − b)
2
+ (z − c)

2
+ a2√[

χ2 + (y − b)
2
+ (z − c)

2
+ a2

]2
− 4χ2a2

· ✭✷✳✶✸✮

a χ6
0{[

a2 + (b− y0)
2
+ (c− z0)

2
+ χ2

0

]2
− 4a2χ2

0

} 7
2


 dadbdc

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs✱ ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r✈✐❡♥t ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉ ♣♦✐♥t ♦ù
❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛tt❡♥❞✉❡ ❡t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t é❧✐♠✲
✐♥é❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✳
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▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬ét✐♦♥s ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ré✲
s♦✉❞r❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦❝❛❧✐sé ♥♦s
❡ss❛✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❛✉ss✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤②♣❡r❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r
ré❛❧✐sé q✉❡ ❞❡ t❡❧s ❡ss❛✐s ♥❡ ♠è♥❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣❡rt✐s❡
❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❣rès ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ♥✬❛ ❛❜♦✉t✐ à ❝❡t é❣❛r❞✳ ▲✬❛✉t❡✉r ❡t s❡s
❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ♦♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡
❢✉t✉r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇■✿ ❧❛
sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ♠❛✐s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡
❧✐ttér❛t✉r❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❡st ✜♥✐✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ s✉♣❡r❝r✐t✐q✉❡ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r ✈✐❡♥♥❡♥t
❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❬✼✶✕✼✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ré❝❡♥t❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡
❞❡s ét♦✐❧❡s à ♥❡✉tr♦♥s ❞♦té❡s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉♣❡r❝r✐t✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ♠❛❣✲
♥ét❛rs ♥♦✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡ à r❡❣❛r❞❡r à ♣❧✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✲
t❡①t❡ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✽✵✱ ✽✶❪✱❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥s à ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❢♦♥❞
✜①é ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❢♦♥❞
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❡t
❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ r❡s♣❡❝tés ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✽✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✐❡✇✮✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉♣❡r❝r✐t✐q✉❡
❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r ❡t ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦✲
t♦♥✳ ▲❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ❞û à ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s✮ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
♣♦✉r ✉♥ ♠❛❣♥ét❛r✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ é❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ ❡t ♠♦♥tr❡r♦♥s
q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ♦✉ ✈❡rs ❧❡ ❜❧❡✉✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣❤♦t♦♥✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
❡✣❝❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳ ❯♥ ♣❤♦t♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❢♦♥❞ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r
✐♥t❡r❛❣✐r❛✐t ❛✈❡❝ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✈✐❛ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❞♦♥❝ ❞é✈✐❡r❛✐t ❞❡ ❧❛ ❣é♦❞és✐q✉❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣❤♦✲
t♦♥ ♠❛①✇❡❧❧✐❡♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡✲
t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡✱ q✉✐
s❡ ré✈è❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞✐✜é❡s✳ P♦✉r
✉♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❞❡✉① s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡ ▲♦r❡♥t③ F = 1

4F
µνFµν ❡t G =

1
8ǫµναβF

µνFαβ ✱ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❬✽✸❪

(±)g̃µν = LF η
µν − 4

[
(LFF +Ω±LFG)F

µ
λ F

λν + (LFG +Ω±LGG)F
µ
λ F

λν
]

✭✷✳✶✹✮



✹✶

♦ù

Ω± =
−Ω2 ±

√
∆

2Ω1
✭✷✳✶✺✮

Ω1 = −LFLFG + 2FLFGLGG +G
(
L2
GG − L2

FG

)
✭✷✳✶✻✮

Ω2 = (LF + 2GLFG) (LGG − LFF ) + 2F
(
LFFLGG + L2

FG

)
✭✷✳✶✼✮

Ω3 = LFLFG + 2FLFFLGG +G
(
L2
FG − L2

FF

)
✭✷✳✶✽✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ s②♠❜♦❧❡ LX ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥

♣❛r r❛♣♣♦rt à X✱
∂L

∂X
✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣✉r✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡t G ❡st ③ér♦✳ ❉♦♥❝✱
❬✽✹❪

(1)g̃µν = [LF η
µν − 4LFFF

µ
αF

αν ]0 ✭✷✳✶✾✮
(2)g̃µν = [(LF − 2FLGG) η

µν − 4LGGF
µ
αF

αν ]0 ✭✷✳✷✵✮

♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ ③ér♦ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❛ été é✈❛❧✉é❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❞✳
❚▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r✉✲

❞❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ p0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❝♦♥s❡r✈é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
❣é♦❞és✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té
❝♦♥s❡r✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

p̃K = g̃µνpµKν ✭✷✳✷✶✮

❡t s❡ r❡❧✐❡ à p0 ✈✐❛

p0 = g00
(
g̃00
)−1

p̃K ✭✷✳✷✷✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ r❡❧❛t✐✈✐té ✕ ♠❛rq✉❛♥t R ✭E✮ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
ré❝❡♣t✐♦♥ ✭é♠✐ss✐♦♥✮

1 + z =
g00 (E)u0 (E) p0 (E)

g00 (R)u0 (R) p0 (R)
✭✷✳✷✸✮

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

1 + z =
g̃00 (R)

g̃00 (E)
✭✷✳✷✹✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✬❛♥♥✉❧❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st
❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ g̃µν = gµν ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❊q✳ ✷✳✷✹ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✽✺✱ ✽✻❪✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞✉ ❞✐♣ô❧❡ ❞❡ ❍❊✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❝❡♣✲
t✐♦♥ à ❧✬✐♥✜♥✐ s♣❛t✐❛❧✱ ♦ù ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ❢♦♥❞ ♣❧❛t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
g̃00 (R) = g00 (R) = 1✱ ❡t ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(1)z = LF (E)− 1 ✭✷✳✷✺✮
(2)z = [LF (E)− 2F (E)LGG(E)]− 1 ✭✷✳✷✻✮
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P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❬✽✹❪ ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❞♦♥♥é ♣❛r

κ =
B

Bc

✭✷✳✷✼✮

B ét❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t q✉❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❞é❥à ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ α✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ q✉✐
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

B0 = Bcλ
√
(1 + 3u2) ✭✷✳✷✽✮

♦ù

u = ❝♦sθ ✭✷✳✷✾✮

λ =
m

r3EBc

✭✷✳✸✵✮

✐s✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ✜①♦♥s ❧❡ ❞✐♣ô❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡
z✳

▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t κ ❝♦♠♠❡

κ =
B0

Bc

= λ
√

(1 + 3u2) ✭✷✳✸✶✮

❊t ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✳ ❊♥ tr❛ç❛♥t ❧❡
❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ κ✱ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❞♦♥❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs
❧❡ r♦✉❣❡✮ ❡t ♣♦s✐t✐❢ ✭❞♦♥❝ ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ ❜❧❡✉✮ ❡t s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r
❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

❉❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ z ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ cos θ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮ ❛✈❡❝
❧❡ ❝❤❛♠♣✱ ♠❛✐s q✉❡ (1)z ❛ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬éq✉❛t❡✉r ❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✉① ♣ô❧❡s✱
(2)z s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣♣♦sé❡✳

❈❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡✛❡t ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ▲❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ❡st ❧✬❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠❛❣♥ét❛rs✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts✱ ❧❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s✱ ♠❛✐s
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ s✬❛❥♦✉t❡ ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ✭✈♦✐r ❬✽✺❪
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛ss❡s s♦❧❛✐r❡s ❡t ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ✩✶✵✩ ❦♠
✭✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠❛❣♥ét❛r✮✱ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡
✭❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ❬✽✼❪✮ s❡r❛✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✵✳✷✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦♥❞ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rts✱ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ✈❡rs ❧❡
r♦✉❣❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✮✳

❈❡t ❡✛❡t ♠è♥❡r❛✐t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞✉ r❛②♦♥✳
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✷✳✶ ❋✐❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥✲

■♥❢❡❧❞ t❤❡♦r②

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r ✜❡❧❞

❋♦r ❛ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡✱ ❧✐❦❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
✜❡❧❞✮ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ st❛t✐♥❣ t❤❛t
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠ s♣❛t✐❛❧ ✐♥✜♥✐t② t♦ ✐ts
❛❝t✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤② s✉❝❤
✐♥✜♥✐t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❡t❜❛❝❦ t♦ ❛♥② t❤❡♦r②✳

❲❤✐❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❇■ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥t✐♠❡s r❡♣❡❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛✉✲
t❤♦rs ♣✉r♣♦s❡ ✇❛s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❬✶✷❪✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛❢t❡r✇❛r❞ ❤♦✇ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡❣✉❧❛r ❛t
t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❊qs✳ ✶✳✶✸✾✲✶✳✶✹✷✱ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❇■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥❞❡❡❞ ❇■ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ♠✐❣❤t
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ▼❛①✇❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s
❤♦✇❡✈❡r✱ ♣✉r❡❧② ❢♦r♠❛❧✳ ❯♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱
✇❤❡♥❡✈❡r ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❛❜❧❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❇■ t❤❡♦r② ❛r❡ ♥♦t ~D ❛♥❞ ~H✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ~E ❛♥❞ ~B✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✲ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✲ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❇■ ✈❛❝✲
✉✉♠ ❞♦❡s♥✬t ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ■t ✐s ❥✉st ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

P✉t ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❇■ t❤❡♦r② r❡❣✉❧❛r✐③❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ~E ❛♥❞ ~B✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ♦❢ ~D ❛♥❞ ~H ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ♥♦t tr♦✉❜❧❡s♦♠❡✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❇■ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛ ❢✉❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❡①✐st✳ ❚❤✐s ♠♦✲
t✐✈❛t❡s t❤❡ ❡✛♦rts ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇❤✐❧❡ ✐t ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ r❡s✉❧t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❇■ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐✜❝
❝❛s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❬✽✽✕✾✵❪❀ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❡✛♦rts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❬✾✶❪✱ ❈♦✉❧♦♠❜
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✾✷❪✱ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❬✾✸❪ ❛♥❞ ❑❛❧✉③❛✲❑❧❡✐♥ t❤❡♦r✐❡s ❬✾✹❪✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❇■ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✳
❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝❛s❡ ✭❤❡♥❝❡ ~B = 0✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ s②♠♠❡tr② ❊q✳ ✶✳✶✸✾
r❡❞✉❝❡s t♦

d

dr
(rDr) = 0 ⇒ Dr =

e

r
✭✷✳✸✷✮

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ~D ✜❡❧❞

Dr = − φ′r√
1− φ′2r

b2

✭✷✳✸✸✮

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❊q✳ ✶✳✶✹✸ ✇✐t❤ G ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛s t❤❡ t✐♠❡
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❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Er = −φ′

r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r φ
❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t

φ (r) =
e

r0
f

(
r

r0

)
✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡

r0 =

√
e

b
✭✷✳✸✺✮

f (x) =

ˆ ∞

x

dy√
1 + y4

✭✷✳✸✻✮

e ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ b t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛s s❡❡♥ ✐♥
❙❡❝✳ ✶✳✷✳✷✳✶✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥❡✇ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r x ≫ 0 t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s
❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❇✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ st❛②s ✜♥✐t❡
❡✈❡r②✇❤❡r❡✳
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ x = tan 1

2β

f (x) =
1

2

ˆ π

β̄(x)

dβ√
1− 1

2 sin
2 β

=
1

2
F

(
1√
2
, β̄

)
✭✷✳✸✼✮

β̄ = 2arctanx ✭✷✳✸✽✮

✇❤❡r❡ F
(
k, β̄

)
✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ x = 0 t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

f t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡

f (0) =
1

2
F

(
1√
2
,
π

2

)
= 1.8541 ⇒ φ (0) = 1.8541

e

r0
✭✷✳✸✾✮

✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t φ ✐s ✜♥✐t❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❚❤✉s D s✉✛❡rs ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❜✉t φ ❛♥❞
E ❞♦ ♥♦t✳ P❛ss✐♥❣ t♦ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ ✜❡❧❞ ❤❛s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥✱ ❜✉t ♥♦t ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ ❛ ❢✉❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✐ss✐♥❣✱
❧❡t ❛❧♦♥❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐s ❝❛rr✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❜② ✐♥✈❡st✐♥❣ s♦♠❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡
❊▼ s❡❧❢✲❢♦r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ ✐t ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇■ t❤❡♦r②✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ tr❡❛t t❤❡ s❡❧❢✲❢♦r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ✇❛② ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❡✐t❤❡r ❝♦♥✜r♠ ♦r ❞✐s♣r♦✈❡ ❇■ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ❘✐♥❞❧❡r s♣❛❝❡t✐♠❡

❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣❛✉s❡ ❤❡r❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ♣✉t ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
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❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❛t ♦❢
❘✐♥❞❧❡r ❬✻✾❪✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t❧✐❦❡
s♦✉r❝❡✳ ❲❡ r❡❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❦♥♦✇♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛r❡ s❛❧✐❡♥t ❢♦r
♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ t❤❡ ✹✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ αµ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡ τ ♦❢ t❤❡ ✹✲✈❡❧♦❝✐t② uµ = (γ, γ~v)

αµ = γ

(
dγ

dt
,
d (γ~v)

dt

)
✭✷✳✹✵✮

✇❤❡r❡ γ =
dt

dτ
✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♦✈✲

✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❢♦r ✇❤♦♠ γ = 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✹✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡❝♦♠❡s✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦♣❡r t✐♠❡✳ ❈❛❧❧✐♥❣ αµ

RF t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ✹✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱
✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐❢ t❤❡ αµ

RF ✐s ❝♦♥st❛♥t✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t♦ ♦♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥t✱ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ x̂✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s
❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

α =
d (γv)

dt
=

d

dt

[
v
(
1− v2

) 1
2

]
= const ✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ x̂✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡
❝❛♥ s❡t α > 0✱ ✐✳❡✳ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ x
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✹✶ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v (t = 0)✱ ❛♥❞ ❣❡t

v (t) =
αt√

1 + (αt)
2

✭✷✳✹✷✮

❇✉t v (t) =
dx (t)

dt
❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s

x (t) = α

ˆ t

0

dt′t′√
1 + (αt′)2

=
1

α

√
1 + (αt)

2 ✭✷✳✹✸✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r✲
❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

x (0) =
1

α
✭✷✳✹✹✮

❇❡✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❡st ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥
❛❝q✉✐r❡s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ❢♦r♠✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶

x2 − t2 =
1

α2
✭✷✳✹✺✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙♣❛❝❡t✐♠❡ ✐♥ ❘✐♥❞❧❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❘❡❣✐♦♥ ■ ✐s t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ✇❡❞❣❡✳
❘❡❣✐♦♥ ■■■ t❤❡ ❛♥t✐✲❘✐♥❞❧❡r ✇❡❞❣❡✳ ❘❡❣✐♦♥s ■■ ❛♥❞ ■❱ ❛r❡ t❤❡ ▼✐❧♥❡ ❛♥❞ ❛♥t✐✲
▼✐❧♥❡ ✇❡❞❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛r✐s✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳

❯♥❞❡r s✉❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥ st❛rts ❢r♦♠ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥✜♥✐t② ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛st❀ ✇❡ t❤❡♥ ❣❡t t♦ t = 0 ❛t x =
1

α
t♦

✜♥❛❧❧② r❡t✉r♥ t♦ s♣❛t✐❛❧ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞✐st❛♥t ❢✉t✉r❡ ✭❘❡❣✐♦♥ ■✮✳ ❚❤❡
❤②♣❡r❜♦❧❛s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧✐❣❤t❝♦♥❡✱ s♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s
❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❘✐♥❞❧❡r✬s ✇❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② s♣❛♥♥❡❞ ❜②
❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧❛s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t❝♦♥❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥♦ ❝❛✉s❛❧ s✐❣♥❛❧
❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛ ♣♦✐♥t s✐t✉❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡ t = x✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ♥♦ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ t = −x ❝❛♥ r❡❛❝❤ ♦✉r ♣❛rt✐❝❧❡✳

❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ ❜r✐❡❢
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛✐r✳ ❘❡❣✐♦♥ ■■✱ ❝❛❧❧❡❞ ▼✐❧♥❡ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦✐♥t s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ❛ t✐♠❡ ❧✐❦❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■t r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ x ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❛t ❝r♦ss t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❘❡❣✐♦♥
■■■ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥t✐✲❘✐♥❞❧❡r ✇❡❞❣❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ✇❡❞❣❡✱
✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛①✐s✳ ❘❡❣✐♦♥ ■❱ ✐s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❛♥t✐✲▼✐❧♥❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛❧❧
t❤❡ ✇♦r❞❧✐♥❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

■♥ ❘❡❣✐♦♥ ■✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥





t =

√
2αζ

α
s✐♥❤ (ατ) x =

√
2αζ

α
❝♦s❤ (ατ) for ζ > 0

t =

√
−2αζ

α
s✐♥❤ (ατ) x =

√
−2αζ

α
❝♦s❤ (ατ) for ζ < 0

✭✷✳✹✻✮
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s❛t✐s✜❡s ❊q✳ ✷✳✹✺✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ τ ❛♥❞ ζ✱ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♠❡tr✐❝ r❡❛❞s

ds2 = 2αζdτ2 − dζ2

2αζ
− dρ2 − ρ2dθ2 ✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞ t♦ ♣❧❛♥❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ρ =
√
y2 + z2 ❛♥❞ θ = ❛r❝t❛♥

(y
x

)
✳ ❋♦r ❢✉t✉r❡

✉s❡♠ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛❞♦♣t ❛♥♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡♠ t❤❛t ✐s

ζ =
α

2
X2 ✭✷✳✹✽✮

❛♥❞ t❤✉s
dζ = αXdX ✭✷✳✹✾✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✷✳✹✽✱✷✳✹✾ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✹✼ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s

ds2 = 2α
α

2
X2dτ2 − α2X2dX2

2α2X2

2

− dρ2 − ρ2dθ2 ✭✷✳✺✵✮

= (αX)
2
dτ2 − dX2 − dY 2 − dZ2

✇❤❡r❡ Y = y ❛♥❞ Z = z✳

✷✳✶✳✸ ❚❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❝❛s❡

❙t❡♣♣✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✇❤❛t t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♠♣❧✐❡s✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ✈✐❡✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛t r❡st✳ ❙✉❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡r❧②
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬✼✵✱ ✾✺✕✶✵✵❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❤❡r❡ ❤♦✇
t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡ ✉s ❢♦r t❤❡ ❇■
❝❛s❡✳

❋✐rst t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ t❡♥s♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡
t❡♥s♦r ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡tr✐❝✱ t❤❡r❡❢♦r❡

F 0̂î =
√
g00 |gii|F 0i ✭✷✳✺✶✮

F îĵ =
√
|gii| |gjj |F ij ✭✷✳✺✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❤❛tt❡❞ ✐♥❞❡①❡s t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡
♠❡tr✐❝ gµν ✐s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✺✵

gµν =




αX 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 ✭✷✳✺✸✮

❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ♦❜s❡r✈❡r✱ ✇❡ r❡❝✉r t♦ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡

f i = qEi = qFµ
ν

dxν

ds
= qF i

0

dx0

ds
= −q F

i
0

αX
= −qαXF i0 = qF 0̂î ✭✷✳✺✹✮
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✇❤✐❝❤ t✉r♥s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s

Ei = F 0̂î = αXF 0i ✭✷✳✺✺✮

❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

B1 = F 2̂3̂ = F 23 ✭✷✳✺✻✮

❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ♠✉st ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②

1√−g ∂µ
(√−gFµν

)
= 4πjν ✭✷✳✺✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ g t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞

jµ =
e√−g δ

3
(
~X − ~X0

) dXµ

dτ
✭✷✳✺✽✮

✐s t❤❡ ✹✲❝✉rr❡♥t✱ e t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ~X0 =
(
1
α
, 0, 0

)
✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❢r❛♠❡✳
■♥ ❬✶✵✵❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣❛ss t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✹✼ ❛♥❞ ✇r✐t❡ t❤❡

✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r A0✳ ❚❤✐s r❡❛❞s

ρ
∂2A0

∂ζ2
+

1

2αζ

∂

∂ρ

(
ρ
∂A0

∂ρ

)
= −4πeδ

(
ζ − 1

2α

)
δ (ρ− 0) δ (θ − 0) ✭✷✳✺✾✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✜♥❞ ❛
❜r✐❧❧✐❛♥t ✇❛② t♦ ❣❡t ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② st✉❞② ❛ ❝❤❛r❣❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
❙❝❤✇❛r③s❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❯s✐♥❣ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡② ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂A0

∂r

)
+

1(
1− 2M

r

) 1

r2s✐♥θ
∂

∂θ

(
s✐♥θ

∂A0

∂θ

)
= −4πeδ (r − r′) δ (❝♦sθ − 1)

✭✷✳✻✵✮
❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛t r = r′ ❛♥❞ θ = 0 ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤
M t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❛ss✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❬✶✵✶❪ ❛♥❞ r❡❛❞s

A0 =
e
[
(r −M) (r′ −M)−M2❝♦sθ

]

rr′
√
(r −M)

2
+ (r′ −M)

2 − 2 (r −M) (r′ −M) ❝♦sθ −M2s✐♥2θ
✭✷✳✻✶✮

■❢ ✇❡ ♣✉t ♦✉rs❡❧✈❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥

r = 2M + ζ ✭✷✳✻✷✮

✇✐t❤
ζ ≪ 2M ✭✷✳✻✸✮
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s

1− 2M

r
∼ ζ

2M
= 2αζ ✭✷✳✻✹✮

✇❤❡r❡ α =
1

4M
❤❛s ❜❡❡♥ ♥❛♠❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ❝❛s❡✳

■♥ ❢❛❝t✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙❝❤✇❛r③s❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✵✷✱✶✵✸❪

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 − dr2(

1− 2M
r

) − r2
(
dθ2 + s✐♥2θdφ2

)
✭✷✳✻✺✮

✇❡ ❣❡t
r2
(
dθ2 + s✐♥2θdφ2

)
∼ dρ2 + ρ2dφ2 ✭✷✳✻✻✮

■♥ t❤✐s ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z
❛①✐s ❛♥❞ s❡t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛t θ = 0 ❛♥❞ r ∼ 2M ✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞s

ρ ∼ 2M ✭✷✳✻✼✮

s✐♥θ ∼ 2Mθ ✭✷✳✻✽✮

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❊qs✳ ✷✳✻✺✲ ✷✳✻✻✱ ❊q✳ ✷✳✹✼ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❊q✳ ✷✳✻✶✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ r❡❛❞s

A0 =
αe
(
ζ + 1

2α + αρ2

2

)

√(
ζ − 1

2α + αρ2

2

)2
+ 2αρ2 1

2α

✭✷✳✻✾✮

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ ❤♦✇ s❡♥s✐❜❧❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡❞ ✐s✳ ❈❤♦♦s✲
✐♥❣ r ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ 2M ♠❡❛♥s t♦ ♣✉t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳
❘❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
✢❛tt❡♥ ♦✉t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡✱ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛
♣❧❛♥❡ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r✳ ▲❡ss ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♣✉t ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥ s♣❛❝❡t✐♠❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ r❡❛❞s

Eζ =
(2αeζ0)

√
2αζ

(
ζ − ζ0 +

αρ2

2

)

[(
ζ − ζ0 +

αρ2

2

)2
+ 2αρ2ζ0

] 3
2

✭✷✳✼✵✮

Eρ =
(2αeζ0)

√
2αζρ

[(
ζ − ζ0 +

αρ2

2

)2
+ 2αρ2ζ0

] 3
2

✭✷✳✼✶✮

Eφ = 0 ✭✷✳✼✷✮
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✇✐t❤ ζ0 =
1

2α
✳

❆❢t❡r ❧♦♥❣ ❜✉t s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

EX =
4e

α2

X2 − 1

α2
− ρ2

[(
X2 + ρ2 − 1

α2

)
− 4

1

α2
X2

] 3
2

✭✷✳✼✸✮

Eρ =
8e

α2

ρX
[(
X2 + ρ2 − 1

α2

)
− 4

1

α2
X2

] 3
2

✭✷✳✼✹✮

Eφ = 0 ✭✷✳✼✺✮

❋♦r ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t✱ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t✉r♥s ✉s❡❢✉❧✳ ■❢
✇❡ ❝❤♦♦s❡ X ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛①✐s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡s✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t ❛t t = 0 t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❛t
1

α
✳ ❚❤✐s ❢❛❝t s♦♠❡✇❤❛t ❜r❡❛❦s t❤❡ ❢♦r♠❛❧

s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ ξ = X − 1

α
✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❜❡❝♦♠❡s

ds2 = (1 + αξ)
2
dτ2 − dX2 − dY 2 − dZ2 ✭✷✳✼✻✮

❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

Eξ =
eξ

r3

(
1 +

1

2

αr2

ξ

)(
1 + αξ +

1

4
α2r2

)− 3
2

✭✷✳✼✼✮

Eρ =
eρ

r3
(1 + αξ)

(
1 +

1

2

αr2

ξ

)(
1 + αξ +

1

4
α2r2

)− 3
2

(
1 + αξ − α

2

r2

ξ

)−1

✭✷✳✼✽✮

Eφ = 0 ✭✷✳✼✾✮

✇❤❡r❡ r2 = ξ2 − ρ2✳
❚❤❡s❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ t❡❧❧✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t αr ≪ 1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✉s✉❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ✜❡❧❞✳

✷✳✶✳✹ ❋✐❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡

❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s

■s t❤❡r❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❇■ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❝❛s❡✱ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳✷✳✼✻✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ❛s

ds2 = (1 + gx)
2
dτ − dx2 − dy2 − dz2 ✭✷✳✽✵✮
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✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♥♦♥✲❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡♥❛♠❡❞ t❤❡ ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t✐♦♥ g t♦ ❜❡tt❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❤❡
▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡✳
❚❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✼✵✱ ✾✾❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊qs✳ ✷✳✺✼✱
✷✳✺✶ ❛♥❞ ✷✳✺✷✱ ♦♥❝❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ✉s❡❞ t❤❡
❘✐❝❝✐✲❈✉r❜❛str♦✲❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❡② r❡❛❞

~∇×
[
(1 + gx) ~E

]
= 0 ✭✷✳✽✶✮

~∇ · ~E = 4πρ ✭✷✳✽✷✮

~∇ · ~B = 0 ✭✷✳✽✸✮

∂ ~E

∂t
− ~∇×

[
(1 + gx) ~B

]
= −4π (1 + gx)~j ✭✷✳✽✹✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ρ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ~j ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳
❋r♦♠ ❊q✳ ✷✳✽✶✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧

✭Φ = A0✮ ✐s

(1 + gx) ~E = ~∇Φ ✭✷✳✽✺✮

❤❡♥❝❡✱ ✐♥ ❘✐♥❞❧❡r✬s s♣❛❝❡t✐♠❡

~E =
~∇Φ

(1 + gx)
✭✷✳✽✻✮

■♥ ❇■ t❤❡♦r②✱ ❊qs✳ ✷✳✽✶✱✷✳✽✷ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐❢ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ~E ✐♥ ❊q✳
✷✳✽✷ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ~D ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ~E ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❬✽✾✱✾✵❪

~D =
~E√√√√

1−

∣∣∣ ~E
∣∣∣
2

b2

✭✷✳✽✼✮

❙✐♥❝❡ ❊q✳ ✷✳✽✶ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✱ ❊q✳ ✷✳✽✻ ❤♦❧❞s❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ~D ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ Φ ❧✐❦❡

~D =

~∇Φ

(1 + gx)√√√√√√
1−

∣∣∣∣∣
~∇Φ

(1 + gx)

∣∣∣∣∣

2

b2

=
~∇Φ

(1 + gx)
· 1√

1−
~∇Φ2

b2 (1 + gx)
2

✭✷✳✽✽✮

■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡ ❛s s♦✉r❝❡✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✽✽ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✽✷ t❤❡
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❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ~D ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡ ❛t x0

~∇ ·



−

~∇Φ

(1 + gx)
· 1√

1−
~∇Φ2

b2 (1 + gx)



= qδ (~x− ~x0) ✭✷✳✽✾✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭▲❍❙✮ s✉♣♣♦s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❇■ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ0 ♣❧✉s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ϕ

Φ = Φ0 + ϕ ✭✷✳✾✵✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

Φ0 ≫ ϕ ✭✷✳✾✶✮

~∇Φ2

b2
≪ 1 ✭✷✳✾✷✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭❘❍❙✮ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✽✽✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

~∇ ·


−

~∇Φ

(1 + gx)
·
(
1−

~∇Φ2

b2 (1 + gx)
2

)− 1
2


 = qδ (~x− ~x0) ✭✷✳✾✸✮

~∇ ·
[
−

~∇Φ

(1 + gx)
·
(
1 +

1

2

~∇Φ2

b2 (1 + gx)
2

)]
= qδ (~x− ~x0) ✭✷✳✾✹✮

❚❤❡ s❡r✐❡s

(1 + x)
α
=

∞∑

k=0

(
α
k

)
xk ✭✷✳✾✺✮

❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r

✶✳ |x| < 1 ❛♥❞ ∀α ∈ C

✷✳ x = −1 ⇐⇒ Re (α) > 0 or α = 0

✸✳ |x| = 1 ∧ x 6= −1 ⇒ Re (α) > −1

✹✳ |x| > 1 ❛♥❞ α ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱

✇❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❝❛s❡ ✶ ♦r ✹✱ s♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ss✉r❡❞✳
◆♦✇ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t♦ ✐ts ▼❛✇❡❧❧✐❛♥ ♣❛rt ♣❧✉s t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ❊q✳ ✷✳✾✵✳ ❲❡ ❣❡t

~∇ ·
[(

−
~∇Φ0

(1 + gx)
−

~∇ϕ
(1 + gx)

)
·
(
1 +

1

2

~∇Φ2

b2 (1 + gx)
2

)]
= qδ (~x− ~x0) ✭✷✳✾✻✮

~∇ ·
[
−

~∇Φ0

(1 + gx)
−

~∇ϕ
(1 + gx)

− 1

2

~∇Φ ~∇Φ2

b2 (1 + gx)
3

]
= qδ (~x− ~x0) ✭✷✳✾✼✮
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❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Ô ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜❡❧❞
Φ✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ♣❛rt ÔM ♣❧✉s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ Ô′ ❀
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ÔMΦ0 = −qδ ✭✷✳✾✽✮

❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
(
ÔM + Ô′

)
(Φ0 + ϕ) = −qδ ✭✷✳✾✾✮

ÔMΦ0 + ÔMϕ+ Ô′Φ0 + Ô′ϕ = −qδ ✭✷✳✶✵✵✮

ÔMϕ+ Ô′Φ0 + Ô′ϕ = 0 ✭✷✳✶✵✶✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✾✼✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❍❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❍❙✱
❣❡tt✐♥❣

~∇ ·
[
−

~∇ϕ
(1 + gx)

− 1

2

~∇Φ ~∇Φ2

b2 (1 + gx)
3

]
= 0 ✭✷✳✶✵✷✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥❞ Φ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❍❙ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

~∇ ·
[
−

~∇ϕ
(1 + gx)

− 1

2

(
~∇Φ0 + ~∇ϕ

) ~∇Φ2
0 + 2~∇Φ0 · ~∇ϕ
b2 (1 + gx)

3

]
= 0 ✭✷✳✶✵✸✮

~∇ ·


−

~∇ϕ
(1 + gx)

− 1

2

~∇Φ2
0
~∇Φ0 + 2

(
~∇Φ0 · ~∇ϕ

)
~∇Φ0 +∇Φ2

0
~∇ϕ

b2 (1 + gx)
3


 = 0 ✭✷✳✶✵✹✮

✇❤❡r❡ t❡r♠s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ ~∇ϕ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✳
■♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✾✶✱✷✳✾✷✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✵✹

✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② Φ0 ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥
t♦

~∇ ·
[
−

~∇ϕ
(1 + gx)

− 1

2

~∇Φ2
0
~∇Φ0

b2 (1 + gx)
3

]
= 0 ✭✷✳✶✵✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

~∇ ·
[

~∇ϕ
(1 + gx)

]
= ~∇ ·

[
−1

2

~∇Φ2
0
~∇Φ0

b2 (1 + gx)
3

]
✭✷✳✶✵✻✮

g

(1 + gx)
∇2ϕ− g2

(1 + gx)
2 ∂xϕ = g · ~∇ ·

[
−1

2

~∇Φ2
0
~∇Φ0

b2 (1 + gx)
3

]
✭✷✳✶✵✼✮

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

χ =
1 + gx

g
✭✷✳✶✵✽✮

◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t
dx = dχ ✭✷✳✶✵✾✮
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✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

∇2ϕ

χ
− ∂xϕ

χ2
=

1

g2
· ~∇ ·

[
−1

2

~∇Φ2
0
~∇Φ0

b2χ3

]
✭✷✳✶✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥s✐❞❡ ~∇✱ ~∇· ❛♥❞ ∇2 ✐s t❛❦❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
χ✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✷✳✶✶✵ ✐❢ ✇❡ ❦♥❡✇ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✱
✐✳❡✳ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

∇2G

χ
− ∂xG

χ2
= δ (χ− χ0) δ (y − y0) δ (z − z0) ✭✷✳✶✶✶✮

■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ G ◦S✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ S t❤❡ s♦✉r❝❡

1

g2
· ~∇ ·

[
−1

2

∇Φ2
0
~∇Φ0

b2χ3

]
✭✷✳✶✶✷✮

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❊q✳ ✷✳✶✶✶ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❋❛r❛❞❛②✬s ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r
s♣❛❝❡t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ (τ,X, Y, Z) s❡ts ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡ ❬✼✵❪✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❛❞s

G
(
~X, ~X0

)
=

χ2 + (y − y0)
2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

4π

√[
χ2 + (y − y0)

2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

]2
− 4ξ2ξ20

✭✷✳✶✶✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦rt❡♥❡❞ (χ, y, z) ✐♥t♦ ~X ❛♥❞ (χ0, y0, z0) ✐♥ ~X0✱ χ0 ❜❡✐♥❣
1

g
✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ st❛t✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡
❘✐♥❞❧❡r s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ Φ0✱ ❤❡♥❝❡

Φ0 =
q
[
χ2 + (y − y0)

2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

]

√[
χ2 + (y − y0)

2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

]2
− 4χ2χ2

0

✭✷✳✶✶✹✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✶✶✹ ✐♥t♦ ❊q✳ ✷✳✶✶✷✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s

S
(
~X, ~X0

)
= −256q3

b2g2
· χ χ6

0{[
χ2 + (y − y0)

2
+ (z − z0)

2
+ χ2

0

]2
− 4χ2χ2

0

} 7
2

✭✷✳✶✶✺✮
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊q✳ ✷✳✶✶✸ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✶✺✳
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❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

I
(
~X
)
= − 256q3

4πb2g2

ˆ




χ2 + (y − b)
2
+ (z − c)

2
+ a2√[

χ2 + (y − b)
2
+ (z − c)

2
+ a2

]2
− 4χ2a2

· ✭✷✳✶✶✻✮

a χ6
0{[

a2 + (b− y0)
2
+ (c− z0)

2
+ χ2

0

]2
− 4a2χ2

0

} 7
2


 dadbdc

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❤❛✈❡ ❛r♦s❡♥ t♦ s✉❝❤ ❛ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛❞ t♦ ❞r♦♣ ♣✉r✲
s✉✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❊q✳ ✷✳✶✶✻✱ ❤❛s t✇♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝✐❡s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡
❝❧❛ss✐❝ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ❛r✐s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ♥♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ■ts ♣r♦❢♦✉♥❞ ♥❛t✉r❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ s❡r✐❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r② ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣✳ ❆❧❧ t❤✐s tr❛♥s♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥
❛ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ ✉s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❛ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s ✉s
❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ s♦✉r❝❡✱
❊q✳ ✷✳✶✶✺✱ ✐s ❛ ✜❡❧❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❲❡
✜rst tr✐❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✇❛s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ tr② ✇❛s t♦ ✉s❡
❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ❛t
t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧t ✐s s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t t❛❜❧❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞✳
❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡s♦rt❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❤❡❛rt✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ✉♣
t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ✐t ✇❛s t❤❡ ❜❡st ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞♦ ✉♥❞❡r t❤❡
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦t✱ ❛t ♣r❡s❡♥t ❞❛②✱ ♣✉t
❢♦r✇❛r❞ ❛♥② r❡s✉❧t✳

✷✳✷ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲

❊✉❧❡r ❞✐♣♦❧❡

✷✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ st✉❞② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ✐♥
✇❤✐❝❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥ ❊▼ t❤❡♦r②✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❈❤❛♣t❡r✱ t❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ♦♣❡r❛t❡ ✈✐❛ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡
◗❊❉ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❢❛❧❧ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝❧❛ss✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r t❤❡♦r②✳
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❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡st❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❊ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳
❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡✛❡❝t ❬✼✼❪ ✭s❡❡ ❬✼✽❪ ❢♦r ❛tt❡♠♣ts t♦
♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✮✱ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✉♥❞❡r ❛
str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✼✾❪✮✱ ❝✉rr❡♥t❧② s♦✉❣❤t ❛t t❤❡ P❱▲❆❙ ♦r
❇▼❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✼✶✕✼✺❪✱ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❬✼✻❪ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❬✶✵✹❪✶ ✳

❲❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛♦rts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❡rr❡str✐❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ s♦♠❡
❝♦♠♣❛❝t ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ♦✛❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t❛rs ❬✶✵✻❪ ❛r❡ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❬✶✵✼❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✱ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ 102Bc ❛t
t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡ ❬✶✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ Bc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❍❊ t❤❡♦r②✳ ❙❡✈❡r❛❧
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ✐♥t❡♥s❡ ✜❡❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❧❡♥s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❬✶✵✾❪✷✱
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❧❛❣s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❬✶✶✶❪✸✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥❞♦✇♥ ♦❢ ♣✉❧s❛rs
❬✶✶✸❪✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✵✱ ✽✶❪✱ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❊▼ t❤❡♦r② ♦♥ ❛ ✜①❡❞
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
s♣❛❝❡t✐♠❡ ♠❡tr✐❝✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❊▼ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❜❡②❡❞ ❜② t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❬✽✷❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥ ♣✉r❡ ❣r❛✈✐t② ❬✽✶✱ ✶✶✹❪✱ ❛♥❞
❝♦s♠♦❧♦❣② ❬✶✶✺✕✶✶✼❪✳ ■♥ ❛♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✺❪ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❇■ t❤❡♦r② t❤❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜❥❡❝t
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❞✐s♣❧❛② ❛♥ ❊▼ s❤✐❢t ✭❊▼❙✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❡❞s❤✐❢t✳ ■♥ ❬✽✻❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡r✐✈❡ ❊q✳ ✷✳✶✺✻ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❡♠❡♥❞❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇✲✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❊ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❊▼❙
❢♦r t❤❡ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐♥t♦ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❊▼❙ ❝❛♥ ❜❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ r❡❞ ♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ✐s r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣❤♦t♦♥s✮ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✐♥t✐♠❛t❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝
❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀ s❡❡ P❛r❦❡r ❬✶✶✽❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ st❡❧❧❛r ❝♦r♦♥❛s✱ ▼♦♥❝r✐❡❢ ❬✶✶✾❪ ❢♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞
s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱ ▼❛❝❤
❛♥❞ ▼❛❧❡❝ ❬✶✷✵❪ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ✐♥ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲✭❛♥t✐✮❞❡ ❙✐tt❡r
s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ❘✐✈❛s♣❧❛t❛ P❛③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✶❪ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❤♦st ❝♦♥❞❡♥✲
s❛t❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳

✶❙❡❡ ❬✶✵✺❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ t❡st ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈❛❝✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ▼✐❝❤❡❧s♦♥
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳

✷❙❡❡ ❬✶✶✵❪ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥s✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳

✸❋♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①♦t✐❝ ♣❤②s✐❝s t❤❛t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ r❡❣✐♠❡✱ s❡❡ ❬✶✶✷❪✳
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❖✉r ✐♥t❡♥t ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❊▼❙ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ◗❊❉ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✐♥ ❛ ✢❛t s♣❛❝❡t✐♠❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❬✶✷✷❪✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊▼❙ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t❛r✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼❙ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤♦t♦♥
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ r❡❞s❤✐❢t ♦r ❛ ❜❧✉❡s❤✐❢t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
tr❡❛t ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s r❛t❤❡r
s✐♠♣❧❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✭●❘✮ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❇❡✐♥❣ ●❘ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ t❤❡♦r②✱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❣❡♦❞❡s✐❝s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡t✐♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ s♣❛❝❡t✐♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st❄ ■s
❡✐t❤❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡tr✐❝ ♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ❛♥ ❡①tr❛
❢♦r❝❡ t❡r♠ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r✲
❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
st✐❧❧ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ♠❛ss✱ ♦r
❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ✲ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✲ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜✉✐❧t s✉❝❤ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t♦♦✳

❲❡ st❛rt ❜② t❛❦✐♥❣ ❛♥ ❊▼ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉r❢❛❝❡
❜✉t ✇✐t❤ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛❧♦♥❣ t❤✐s ✈❡r② s❛♠❡
♣❧❛♥❡ ❬✶✷✸✱ ✶✷✹❪✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧
♣❧❛♥❡s✳ ❆ ♣❧❛♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t P ✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✐♥ P ❛♥❞ ✐❢ ✐t ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♥♦r♠❛❧ t♦
t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ❝❛❧❧✐♥❣ Σ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

[J ]Σ = ❧✐♠
δ→0+

(J |Σ+δ − J |Σ−δ) , ✭✷✳✶✶✼✮

✇❡ ❛r❡ r❡q✉✐r✐♥❣
[Fµν ]Σ = 0 ✭✷✳✶✶✽✮

❛♥❞
[∂λFµν ]Σ = Dµνkλ ✭✷✳✶✶✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ Dµν t❤❡ t❡♥s♦r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞s ❛♥❞

kλ = ∂λΣ ✭✷✳✶✷✵✮

✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳
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❲❡ ♠✉st r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❍❊ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
F = 1

4F
µνFµν ❛♥❞ G = 1

8ǫµναβF
µνFαβ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▲❡❛st ❆❝✲

t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❬✽✶❪

∂λ (LFF
µν + LGf

µν) = 0 ✭✷✳✶✷✶✮

❤❛✈✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ fµν = 1
2ǫ

µνρσFρσ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ LX =
∂L

∂X
✳ ■♥ ❬✽✸❪ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t✐♥❣

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ❊qs✳ ✷✳✶✶✽ ❛♥❞ ✷✳✶✶✾✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t r❡❛❞s

[LFD
µν + 2AFµν + 2Bfµν ] kν = 0 ✭✷✳✶✷✷✮

✇❤❡r❡

A = 2 (ξLFF + ζLFG) ✭✷✳✶✷✸✮

B = 2 (ξLFG + ζLGG) ✭✷✳✶✷✹✮

✇✐t❤

ξ = FαβDαβ ✭✷✳✶✷✺✮

ζ = fαβDαβ ✭✷✳✶✷✻✮

❲❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❊q✳ ✷✳✶✷✷ ✐♥t♦ ❛ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✐t ❡✐t❤❡r ✇✐t❤
Fα
µ kα ♦r ✇✐t❤ fαµ kα✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts r❡❛❞

[
ξLF +

1

2
BG

]
ηµνkµkν − 2AF ν

αF
αµkνkµ = 0 ✭✷✳✶✷✼✮

[
ζLF −BF +

1

2
AG

]
ηµνkµkν − 2BF ν

αF
αµkνkµ = 0 ✭✷✳✶✷✽✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ♣♦s✐♥❣

Ω =
ζ

ξ
✭✷✳✶✷✾✮

t❤❛t ✐s
Ω1Ω

2 +Ω2Ω+ Ω3 = 0 ✭✷✳✶✸✵✮

✇✐t❤

Ω1 = −LFLFG + 2FLFGLGG +G
(
L2
GG − L2

FG

)
✭✷✳✶✸✶✮

Ω2 = (LF + 2GLFG) (LGG − LFF ) + 2F
(
LFFLGG + L2

FG

)
✭✷✳✶✸✷✮

Ω3 = LFLFG + 2FLFFLGG +G
(
L2
FG − L2

FF

)
✭✷✳✶✸✸✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✶✸✵ ✐s

Ω± =
−Ω2 ±

√
∆

2Ω1
✭✷✳✶✸✹✮
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✇✐t❤ ∆ = Ω2
2 − 4Ω1Ω3. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ kµkν ✐♥ ❊qs✳ ✷✳✶✷✼✱✷✳✶✷✽ t❤❡ ♣r♦♣✲

❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❛s
(±)gµνeffkµkν = 0 ✭✷✳✶✸✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝s✹

(±)gµνeff = LF η
µν − 4

[
(LFF +Ω±LFG)F

µ
λ F

λν + (LFG +Ω±LGG)F
µ
λ F

λν
]

✭✷✳✶✸✻✮
❚❤❡ t✇♦ s✐❣♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❊ t❤❡♦r②✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦♠♣ts ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ t❤♦✉❣❤✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡✱
r❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ❇■ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ Ωi ✈❛♥✐s❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②✺✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✱ ❤❡♥❝❡

G = 0 ✭✷✳✶✸✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ ❬✽✹❪

LG = 0 ✭✷✳✶✸✾✮

LFG = 0 ✭✷✳✶✹✵✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❊q✳ ✷✳✶✸✻ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❢♦r♠s

(1)gµνeff = [LF η
µν − 4LFFF

µ
αF

αν ]0 ✭✷✳✶✹✶✮
(2)gµνeff = [(LF − 2FLGG) η

µν − 4LGGF
µ
αF

αν ]0 ✭✷✳✶✹✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ③❡r♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✜❡❧❞✳

✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝❛r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛
♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ❞♦❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t
❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡tr✐❝ ❬✽✵✱✽✶✱✽✸❪✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ ♦♥ ❣❡♦❞❡s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤✐s ♠❡tr✐❝
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r t❤❛t ✐s ❝♦♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ s❡❡
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②

pµ∇̃µp
ν = pµ∂µp

ν + Γ̃ν
αβp

αpβ = 0 ✭✷✳✶✹✸✮

✹❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✶✷✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✜①❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❡r♠s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡✐❦♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✷✺❪

✺■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ❤❛s
❛♥ ✉♥✐q✉❡ ✭♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ❢♦r♠ t❤❛t ❡①❝❧✉❞❡s ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡
❬✶✷✻❪

gµν =

(

b2 +
1

2
F

)

ηµν + Fµ
λ
Fλν ✭✷✳✶✸✼✮
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✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ∇̃µ ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ Γ̃ν

αβ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❤r✐st♦✛❡❧ s②♠❜♦❧s✻✳ ❆❧❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s
♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡tr✐❝✳

❋♦r ❛ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡tr✐❝✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s p0✱
✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✹✲♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t
p0 ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✇
❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t②✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r✼ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ t❤❛t
❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❙✉✣❝✐❡♥t❧② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼✐♥❦♦✇s❦✐❛♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
▲♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ ✹✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✹✸

(pµ∂µη
νσ) pσ + ηνσpµ∂µ (pσ) = −Γ̃ν

αβp
αpβ ✭✷✳✶✹✻✮

❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ηνσ ✇❡ ❣❡t

pµ∂µ (pσ) = −ηνσΓ̃ν
αβp

αpβ − ηνσpσ (p
µ∂µη

νσ) = −ηνσΓ̃ν
αβp

αpβ ✭✷✳✶✹✼✮

t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❘❍❙ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❛ss✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst
❞♦❡s ✐t t♦♦✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r σ = 0✱ ✐t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✶✹✼

pµ∂µ (p0) = −η00Γ̃0
αβp

αpβ ✭✷✳✶✹✽✮

❋r♦♠ ❊q✳ ✷✳✶✹✽ ✇❡ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t p0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❘❍❙ ✈❛♥✐s❤❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❛ss✉r❡s✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❛t s✉❝❤ ❛ t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♠♦t✐♦♥ t❤❛t
✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝s✳ ❇❡✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s

✈❡❝t♦r ✐s K =
∂

∂t
t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐s

Kµ = δµ0 ✭✷✳✶✹✾✮

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡
p̃K = g̃µνpµKν ✭✷✳✶✺✵✮

❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t ✶✮ ❊q✳ ✷✳✶✹✸✱ ✷✮ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✸✮ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ❬✽✸❪✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱

✻●✐✈❡♥ ❛ ♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Γν
αβ =

1

2
gνµ

(

∂gµα

∂xβ
+

∂gµβ

∂xα
−

∂gαβ

∂xµ

)

✭✷✳✶✹✹✮

✼●✐✈❡♥ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡
♠❡tr✐❝✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥
t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ ♥♦t ❞✐st♦rt❡❞✳ ❋r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞
Kµ ♠✉st s❛t✐s❢②

∇νKµ +∇µKν = 0 ✭✷✳✶✹✺✮
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p̃K ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t②

pα∇̃αp̃K =
(
pα∇̃αg̃

µν
)
pµKν + g̃µν

(
pα∇̃αpµ

)
Kν + g̃µνpαpµ∇̃αKν

= g̃µνpαpµ∇̃αKν =
P νpα + Pαpµ

2

∇̃αKν − ∇̃νKα

2
= 0 ✭✷✳✶✺✶✮

✇❤❡r❡ P ν = g̃µνpν ✳
❋r♦♠ ❊q✳ ✷✳✶✺✵✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✹✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ✐s

p̃K = g̃µνpµKν = g̃µνpµgανδ
µ
0 = g̃00p0g00 ⇒ p0 = g00

(
g̃00
)−1

p̃K ✭✷✳✶✺✷✮

■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ s❡❡ ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t t❤❛t ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ s②♠❜♦❧s
✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✹✽ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t✱ ✇❡ ✇r✐t❡

1 + z =
g00 (E)u0 (E) p0 (E)

g00 (R)u0 (R) p0 (R)
✭✷✳✶✺✸✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧❡❞ R ✭E✮ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✭❡♠✐ss✐♦♥✮ ♣♦✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ u0 =
1√
g00

s✐♥❝❡ uµuνgµν = 1 ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞♦❡s♥✬t ❤❛✈❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠❀ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r u0, ❊q✳ ✷✳✶✺✸ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✺✷✱ ✇❡ ❣❡t

1 + z =

[
g00 (E)

g00 (R)

] 3
2 g̃00 (R)

g̃00 (E)
✭✷✳✶✺✹✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
s♣❛❝❡t✐♠❡

1 + z =

[
g00 (E)

g00 (R)

] 1
2

= 1 ✭✷✳✶✺✺✮

s✐♥❝❡ g̃µν = gµν ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s
t❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ s❤✐❢t ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ✢❛t✳

❍❛✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥ ❛ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❊q✳ ✷✳✶✺✹ r❡❞✉❝❡s t♦

1 + z =
g̃00 (R)

g̃00 (E)
✭✷✳✶✺✻✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❧② ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s
❧✐♥❡❛r ❛s g̃µν = gµν ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❊q✳ ✷✳✶✺✻ ❝♦rr❡❝ts r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✽✺✱✽✻❪✳

❋♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❍❊ ❞✐♣♦❧❡ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ ✇❡
✜① t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛t s♣❛t✐❛❧ ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ✢❛t
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ g̃00 (R) = g00 (R) = 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t

(1)z = LF (E)− 1 ✭✷✳✶✺✼✮
(2)z = [LF (E)− 2F (E)LGG(E)]− 1 ✭✷✳✶✺✽✮

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❢② t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✱ t❤❛t ❤♦❧❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❊ t❤❡♦r②✳
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✷✳✷✳✹ ❊▼❙ ❢♦r t❤❡ ❍❊ ❞✐♣♦❧❡

❚❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❙ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ❍❊ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊q✳ ✶✳✶✺✼✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ✶✳✶✺✼ ✐♥ ❛ ♠♦r❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r♠ ❬✶✺✱✼✼❪✿

LEH = −F− 1

8π2

ˆ i∞

0

ds

s3
e−m2

es

[
(es)

2
ab❝♦t❤ (eas) ❝♦t (ebs)− (es)

2

3

(
a2 − b2

)
− 1

]

✭✷✳✶✺✾✮
✇❤❡r❡

a =
[√

F 2 +G2 + F
] 1

2

✭✷✳✶✻✵✮

b =
[√

F 2 +G2 − F
] 1

2

✭✷✳✶✻✶✮

me ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ e ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ s♦❢t ♣❤♦t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛t ✐ts r❡st ♠❛ss✱ ✐✳❡✳ ω ≪ me✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱
✇❤❡r❡ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ LEH ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s

∂F =
(
a2 + b2

)−1
(a∂a − b∂b) ✭✷✳✶✻✷✮

∂G =
(
a2 + b2

)−1
(a∂a + b∂b) ✭✷✳✶✻✸✮

❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✺✾✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧✐♠✐t
b → 0 ✐s t❛❦❡♥✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✺✾ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s
✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ m2

e → m2
e − iǫ✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✉t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❬✽✹❪

LF = −1− α

2π

[
1

3
+

1

2κ2
− 8ζ ′

(
−1,

1

2κ

)
+

1

2κ
ln Γ

(
1

2κ

)

− 1

κ
ln

(
1

2κ

)
+

2

3
ln

(
1

2κ

)
− 1

κ
ln 2π

]
✭✷✳✶✻✹✮

LGG =
α

2πB2
cκ

2

[
−1

3
− 2

3
ψ

(
1 +

1

2κ

)
− 1

2κ2
+

2

3
κ+ ✭✷✳✶✻✺✮

8ζ ′
(
−1,

1

2κ

)
− 1

2κ
ln Γ

(
1

2κ

)
+

1

κ
ln 2π − 1

κ
ln

(
1

2κ

)]

✇❤❡r❡ α =
e2

4π
✐s t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ∼ 1

137
✱ Γ (h) ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ s♣❡❝✐❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ψ (h) ✐s t❤❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ h ♦❢ ❧♥Γ (h) ❛♥❞ ζ ′ (−1, h) ✐s
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲❍✉r✇✐t③ ③❡t❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✷✽✱✶✷✾❪✳ κ ✐s ✐♥st❡❛❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

κ =
B

Bc

✭✷✳✶✻✻✮
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B ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
❲❡ ❤❛✈❡ st❛t❡❞ t❤❛t ❊qs✳ ✷✳✶✹✶✲✷✳✶✹✷ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐♣♦❧❡✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ t♦ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

B0 = −∇Φ0 ✭✷✳✶✻✼✮

✇❤❡r❡ ❬✶✷✷❪

Φ0 (r, θ, φ) =

√
4π

3

m

r2
Y10 (θ, φ) ✭✷✳✶✻✽✮

Y10 =

√
3

4π
cos θ =

√
3

4π
u ✭✷✳✶✻✾✮

❛♥❞ m ✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② O(α)✱ ♦♥❧② t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊▼❙ ✽✾✳

■t ❢♦❧❧♦✇s

B0 = −~∇Φ0 =

(
2 ·m · u
r3

,
m ·

√
1− u2

r3
, 0

)
✭✷✳✶✼✵✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

~∇ =

(
∂

∂r
,
1

r

∂

∂θ
,

1

r sin θ

∂

∂ϕ

)
✭✷✳✶✼✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

B2
0 =

4m2u2

r6
+
m2
(
1− u2

)

r6
=
m2

r6
(
1 + 3u2

)
✭✷✳✶✼✷✮

❍❡♥❝❡

B0 =
m

r3

√
(1 + 3u2)

= Bc ·
m

Bc · r3
√
(1 + 3u2) ✭✷✳✶✼✸✮

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❡❛♥ ❞✐♣♦❧❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛t r = rE ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞

λ =
m

r3EBc

✭✷✳✶✼✹✮

✽❚❤❡ O(α) ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✷❪✳
✾❚❤❡ ❡✐❦♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r kµ ✐s ♠✉❝❤

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❬✶✷✺❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✱
t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t k ≫ 1/r✳ ❋♦r r = 10 ❦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♥❡✉tr♦♥ st❛r✱
✇❡ ❣❡t t❤❛t λ ≪ 10 ❦♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✈❡r② ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❦♦♥❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ (1)z ❛♥❞ ♦❢
(2)z ✇✐t❤ κ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❬✶✸✵❪

❚❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

κ =
B0

Bc

= λ
√

(1 + 3u2) ✭✷✳✶✼✺✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❊▼❙ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊qs✳ ✷✳✶✺✼ ❛♥❞ ✷✳✶✺✽ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡
♦❢ λ✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼❙ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ κ ❢♦r ❜♦t❤
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❊▼❙ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞
❢r♦♠ ❛♥ ❡✛❡❝t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t
t❤❡ ❊▼❙ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡ ❛ r❡❞s❤✐❢t✮ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭s♦
✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❜❧✉❡s❤✐❢t✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ cos θ ♦❢ t❤❡ ❊▼❙ ❢♦r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
λ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♠❛❣♥❡t❛rs ❬✶✵✼❪✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
t❤❡ ❊▼❙ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❜✉t ✇❤✐❧❡ (1)z ✐s ♠❛①✐♠✉♠
❛t t❤❡ ❡q✉❛t♦r ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✱ (2)z ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②✳ ■t



✷✳✸✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ✻✺

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-2.5´ 10-3

-2.´ 10-3

-1.5´ 10-3

-1.´ 10-3

-5.´ 10-4

0.

u

H1
L z
Hu
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.

2.´ 10-2

4.´ 10-2

6.´ 10-2

8.´ 10-2

1.´ 10-1

1.2´ 10-1

1.4´ 10-1

u

H2
L z
Hu
L

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ P❧♦t ♦❢(1)z ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞(2)z ✐♥ t❡r♠s ♦❢ u = cos θ✱ ❢♦r λ = 1, 10, 100
✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞❛s❤❡❞✱ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❧♦t✱ t❤❡ ❊▼❙ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs✳ ❬✶✸✵❪

❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦ts t❤❛t t❤❡ ❊▼❙ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❤❛t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ✇❡ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r❄
❋♦r t❤❡ ❇■ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ✐♥

▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ♣❤②s✐❝s ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ ✐♥s✉r♠♦✉♥t❛❜❧❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r ♦✉r t✐♠❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❇■ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ r❛❞✐❛t✐♥❣
❝❤❛r❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ✜♥✐t❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ t❤❡
s❡❧❢✲❢♦r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ r✐❝❤❡r ♦❢ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❲❡
❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡✲
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❞✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✐t ❛t r❡st✳ ❚❤❡
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡❞✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ❛❞❞s
t♦ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❇■ t❤❡♦r②
❝♦♥❢r♦♥ts ✉s ✇✐t❤✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✵✵❪✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦
♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥s✉r♠♦✉♥t❛❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡ s✐♥❝❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡
❣❡♦❞❡s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ♥❡①t t♦ ❛ ❙❝❤✇❛r③s❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✹✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞
s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❇■ ❝❛s❡✳
❙✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥
✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❇■ t❤❡♦r② ❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❧② t✐♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✜❡❧❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ●r❡❡♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❦♥♦✇♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥✲
s✉✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✱ ♥♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♥♦r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r ❛tt❡♠♣ts ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣❛rt✱
❛❧s♦ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✳ ❖♥❧② ❛❢t❡r r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t s✉❝❤ ❛tt❡♠♣ts ❧❡❛❞ ♥♦✇❤❡r❡✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss❡s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❛t r❡❣❛r❞✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦r ❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ✐♥t❡♥❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t s✉❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♠✐❣❤t ❜❡
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ t❤❡ ❇■ s♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡r✐❡s
♠✉st ❜❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❜✉t ✲ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✲ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛ss✉r✐♥❣ ✉s t❤❛t ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ t❡r♠ ✐s ✜♥✐t❡✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❍❊ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✲
r✐✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❊▼❙ t❤❛t ♣❤♦t♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥
♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ◗❊❉ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛✈❡❧ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡
❊▼❙ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝t✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠❛② ❣❛✐♥ ♦r ❧♦s❡
❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭ s❡❡ ❬✶✶✾✱✶✷✵❪ ❢♦r ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✮✳
❚❤✐s ✏♣❤♦t♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✑ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣
✐♥ ❬✶✸✶❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❊▼❙ ✐s ♥✉❧❧ ✇❤❡♥ α = 0✮✳

❚❤✐s ♥❡✇ ❡✛❡❝t ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t ❧❡❛st ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝s ♦❢ ♠❛❣♥❡t❛rs✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❊▼❙ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r s❡tt✐♥❣✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❊▼❙ ❛❞❞s
t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❡❞s❤✐❢t ✭s❡❡ ❬✽✺❪ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❊▼ r❡❞s❤✐❢t✮✳ ❋♦r ❛ st❛r ♦❢ t✇♦ s♦❧❛r ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 10 ❦♠
✭t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ♠❛❣♥❡t❛r✮✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❡❞s❤✐❢t ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲❉r♦st❡ ♠❡tr✐❝ ❬✽✼❪✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✷✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❢♦r str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❊▼❙ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡s
t❤❛t ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❡❞s❤✐❢t ✭❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✮✳

❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❝✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡✐♥❣
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❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❊▼❙✱
t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t❛r✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ r❡♠❛r❦
t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s
✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❡✛❡❝ts ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✳
❋♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡s❡✱ t♦
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✶✷✱ ✶✸✷✱ ✶✸✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s ❞✉❡ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r
❡✛❡❝t ❛r❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❝❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢ts ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
♥♦♥✲♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❍✐❣❣s ✜❡❧❞ ❬✶✸✹✕✶✸✻❪✳ ■♥ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♥♦♥✲♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❍✐❣❣s ❛♥❞ t❤❡ ❑r❡ts❝❤♠❛♥♥ s❝❛❧❛r ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❤✐❢t ❣✐✈❡♥ ❜②

δν

ν
=

√
3ξ′RS

λ2µ
r3

✭✷✳✶✼✻✮

✇❤❡r❡ ξ′ ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ RS ✐s t❤❡ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲❉r♦st❡ r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞λµ
t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❍✐❣❣s✳ ❚❛❦✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭M = 3 ❦♠✱
r = 20 ❦♠✱ ❛♥❞ λµ = 2× 10−21 ❦♠✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

δν

ν
= 6

√
3ξ′ × 10−40 ✭✷✳✶✼✼✮

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤✐s ❡✛❡❝t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r s❤✐❢t q✉✐t❡ ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s✲❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ξ′ ≈ 1037✳

❖✉r r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛❧s♦ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ s✐❣✲
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◗❊❉ ✈❛❝✉✉♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤♦s❡ t❤❛t ✉s❡ ❛♥ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐♣♦❧❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ s✉❝❤ ❛s P❱▲❆❙ ❬✼✶✱✼✹✱✼✺❪ ❛♥❞ ❇▼❱ ❬✼✷✱✼✸❪✳
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❊❋❋❊❈❚■❱❊ P❍❖❚❖◆

▼❆❙❙ ❋❘❖▼ ❙❯❙❨ ❆◆❉

▲❖❘❊◆❚❩ ❇❘❊❆❑■◆●

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ▼♦❞è❧❡
❙t❛♥❞❛r❞✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t rés✉♠❡ ❡♥
❧✉✐✲♠ê♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❡①♣❧✐q✉❡
❧❡s ❢♦r❝❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❢♦rt❡✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ▼♦❞è❧❡
❙t❛♥❞❛r❞ ♣ré❞✐s❛✐t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❛♥s ♠❛ss❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✈❡❝ ❝❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été rés♦❧✉ ❬✶✸✼✕✶✸✾❪ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♠♣ q✉✐✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡✱ ❡♥❣❡♥❞r❡
❞❡s ♠❛ss❡s ❝♦rr❡❝t❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❍✐❣❣s ❡t ❛ été
✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠❡s✉ré ❡♥ ✷✵✶✺ ❬✶✹✵❪✳ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬❛tt❡♥❞✉❡✳ ❯♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡
♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❞✬❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣râ❝❡
à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rs②♠étr✐❡ ✭❙❯❙❨✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
❜♦s♦♥✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣❛r♠✐ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❧❡ ❜♦s♦♥ ❞❡ ❍✐❣❣s ❝♦♥❞✉✐r❛✐❡♥t
à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❙❯❙❨✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ❙t❛♥✲
❞❛r❞ ♦ù ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③ ❡st ❝❛ssé❡ à ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞❡ P❧❛♥❦✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡t ✈♦✐r s✐ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠❛ss✐❢s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❛tr❡ t❤é♦r✐❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s s❡r♦♥t ❈P❚ ✐♠♣❛✐r❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥t❡s ❈P❚✲
♣❛✐r❡s✳ ➚ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✐❛ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s s✉♣❡rs②♠étr✐q✉❡s ✕ ♣❧✉s
s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♣❤♦t✐♥♦✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ s✉♣❡rs②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥✳
P♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❈P❚ ✐♠♣❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛r♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇✱

✻✾
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q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s✳ P♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r
❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥✲♠❛①✇❡❧❧✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♣❛✐r❡✱ ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡st ❧❛ r✉♣t✉r❡
❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③✳ ❉❛♥s ❙❯❙❨✱ ❝❡ ❢♦♥❞ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t
❣é♥éré à ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❡st ❧❛✐ssé ❝♦♠♠❡
✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ✐♥té❣ré✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❬✶✹✶✱✶✹✷❪

(kµkµ)
2
+ (vµvµ) (k

νkν)− (vµkµ)
2
= 0 ✭✸✳✶✮

(kµkµ)
2
+

(vµvµ) (k
νkν)

(1−H −M)
2 − (vµkµ)

2

(1−H −M)
2 = 0 ✭✸✳✷✮

♦ù H ❡t M s♦♥t ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡s

❝♦♥❞❡♥s❛ts ❞❡✱ kµ =
(
ω,~k

)
❡t vµ ❡st ❧❡ ❢♦♥❞ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③✳

▲❡s ❞❡✉① s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ vµ✱
q✉✐ ❡st très ♣❡t✐t✳ ◆♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s♦♥t ❞✉
q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❡♥ ω ❡t q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ✭❞♦✉❜❧❡s✮ à
❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈P❚ ♣❛✐r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ kF ✲t❡r♠✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣✉r❡♠❡♥t s✉♣❡rs②♠étr✐q✉❡ ❡t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞❡♥s❛ts
❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡s ❛✛❡❝t❡♥t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ❡t ❞✉ ♣❤♦t✐♥♦✳ P♦✉r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❊❧❧❡s s♦♥t

ω = (1 + ρ± σ)
∣∣∣~k
∣∣∣ ✭✸✳✸✮

♦ù

ρ =
1

2
K̃α

α ✭✸✳✹✮

σ2 =
1

2

(
K̃αβ

)2
− ρ2 ✭✸✳✺✮

K̃αβ = Kµναβ k̂µk̂ν ✭✸✳✻✮

k̂µ =
kµ∣∣∣~k
∣∣∣

✭✸✳✼✮

s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞ér✐✈é ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤♦t✐♥♦ ❛
été ✐♥té❣ré❡ ❬✶✹✸❪✱ ♦❜t❡♥❛♥t

bχk4 − k2 +
(
3a+ bk2

)
χαβkαkβ = 0 ✭✸✳✽✮

♦ù a ❡t b s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥ts ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✮✱ χ ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ χαβ ❡t ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ■❧
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❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✐♠♣❛✐rs✱ ❧❡ ❢♦♥❞ q✉✐ ❝❛✉s❡ ❧❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛r♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇✳

❆②❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡
❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ P♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❈❛r♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇✱ ♥♦✉s
tr❛✐t♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲✐♥té❣ré✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❡ ♣❤♦t✐♥♦ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥
❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞
❞✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s
❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ r❡t❛r❞ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣❤♦t♦♥s é♠✐s à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡✳ ▲✬❡✛❡t
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡θ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞✳
P♦✉r ❝♦sθ 6= 0✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s é♠❡r❣❡❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t s♦♥t

v❝♦sθ 6=0
g± = 1− v2

8ω2

(
2 + ❝♦s2θ

)
✭✸✳✾✮

P♦✉r ❝♦sθ = 0✱ ✉♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛①✇❡❧❧✐❡♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡
❡st ❞✐s♣❡rsé

v❝♦sθ=0
g+ = 1 ✭✸✳✶✵✮

v❝♦sθ=0
g− = 1− v2

2ω2
✭✸✳✶✶✮

❉❛♥s ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ v ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r vµ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡ ✹✲✈❡❝t❡✉r à ③ér♦ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s❛ ♣rés❡♥❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛✉①✳ ❙②♥t❤ét✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡

vg = 1− av2
1

ω2
✭✸✳✶✷✮

♦ù a ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❤♦t♦♥s à
❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st

∆t = l · a · v2 ·
(

1

ω2
1

− 1

ω2
2

)
✭✸✳✶✸✮

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❝❡❧❛ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲
Pr♦❝❛✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛ss✐❢✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

mγ = 2 a v ✭✸✳✶✹✮

❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ v ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✹✹❪✳
❆✈❡❝ ❧❡✉r rés✉❧t❛t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−55kg✱

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❈❛r♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇ ❛✉ss✐ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
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ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡s ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s
❝✐r❝✉❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡
❣r♦✉♣❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥
✈♦✐t ♣❧✉tôt q✉✬✐❧ ② ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳

P♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ❈P❚✲♣❛✐r✱ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t ❞✉❡s à ❧❛ ♥❛t✉r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡
❞✉ ❢♦♥❞✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥✲
❞r❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉
✈❡❝t❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t♦t❛❧❡ ✈✐❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ P②t❤❛❣♦r❡✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡

vg = 1− C
(
t1s✐♥2θ❝♦s2ϕ+ t2s✐♥2θs✐♥2ϕ+ t3❝♦s2θ

)
✭✸✳✶✺✮

♦ù C❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲♠❛①✇❡❧❧✐❡♥✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ét❛♥t
❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♥✐ ❞✉ t❡♠♣s ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st très ♣❡t✐t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r t②♣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞✉ t❡♥s❡✉r ❡st 10−19eV ✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❡♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ❞❡✈r❛✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❈P❚ ✐♠♣❛✐r✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞❡ ❈❛r♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇ ❡♥ t❡r✲
♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✹✲♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ◆♦✉s ♣❡r❞♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡
❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s❝❛❧❛✐r❡
é❧❡❝tr✐q✉❡φ ❛♣♣❛r❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈r❛✐
❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♣✉✐sq✉❡ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ é❧✐♠✐♥é ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ✈✐❛ ✉♥❡ r❡❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ❝❤❛♠♣

χ = ~∇φ+ ~̇A− 2~v × ~A ✭✸✳✶✻✮

~A ét❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ ✐♥❞✐q✉❡
❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ χ ❡st χ = 0,
s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛♠♣✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st

L = ~v ·
(
~A× ~̇A

)
− 2

(
~v × ~A

)2
− 1

2

(
~∇× ~A

)2
+ v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
✭✸✳✶✼✮

◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡

2 |~v|2 Ã2
2 + 2 |~v|2 Ã2

3 ✭✸✳✶✽✮

❛♣rès q✉✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❛✐t été ✉t✐❧✐sé❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ~A ❡♥ ~̃A✳ ❖♥ ✈♦✐t
q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ ♠❛ss✐❢ à ❧❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✱ ❞❡
❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✱ ♦ù ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡st ❥♦✉é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛✉ ❝❛rré ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❢♦♥❞✳



✼✸

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ r❡t❛r❞ ❛ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥
1

ω2
❞❡

❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥✲
st❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡
❞❡ ▲♦r❡♥t③ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦ts✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞✬❡st✐♠❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ ré❝❡♥t ❬✶✹✹❪ ❧❡ ✜①❡
à 10−19eV ✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−55kg✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡
❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧❡ P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣ ❬✹✼❪✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ♣♦❧❛r✐sé❡s ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❈P❚✲✐♠♣❛✐rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛ss✐❢✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❝❡❧❛ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ♠✐♥✉t✐❡✉s❡ ❞✉
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é❝r✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ♥♦♥✲❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ✐♥tr♦✲
❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✉ ♣❤♦t♦♥✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧✬é❧✐♠✐♥❡r ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♠❛ss✐❢ ❛♣♣❛r❛✐t✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ❢♦♥❞ ❛✉ ❝❛rré q✉✐
❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és ❡t ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❛✐s♦♥
♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❧✐é❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❢♦♥❞✳
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✸✳✶ ❈♦♥t❡①t

❆ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧
✭❙▼ ❤❡r❡❛❢t❡r✮✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
♠❛ss t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣❧❡ r❡♣❧② t♦ ❜♦t❤ q✉❡st✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ ♠♦st ♣❛rt✱ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♦♥ t❤❡ ❙▼✳
❚❤❡ ❙▼ ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡s ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❛❧❧ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱
✇❡❛❦✱ ❛♥❞ str♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜♥❛❧✐③❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ♠✐❞ s❡✈❡♥t✐❡s✱ ❛♥❞ ❤❛s ❢♦✉♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s ❡✈❡r
s✐♥❝❡✳ ■♥ ✶✾✾✺✱ t❤❡ t♦♣ q✉❛r❦ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❬✶✹✺❪✳ ■♥ ✷✵✵✵✱ t❤❡ t❛✉ ♥❡✉tr✐♥♦ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❬✶✹✻❪✳ ▲❛st✱ ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✐♥ ✷✵✶✺ t❤❡ ♠♦st ❡❧✉s✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❍✐❣❣s
❜♦s♦♥✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❬✶✹✵❪❀ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s ❤✉❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❣s ❣❛✐♥ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛ss✳

❚❤❡ ❙▼ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ s❡❝t♦rs✱ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❜♦s♦♥✐❝✳ ❚❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s
❛r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s❡♠✐✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❢❡r♠✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡✳
■♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡
t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t✳ ◗✉❛r❦s ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ str♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❢♦r❝❡✳
▲❡♣t♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r❝❡✳ ◗✉❛r❦s ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡②
❝♦♠❜✐♥❡ t♦ ❢♦r♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛❧❧❡❞ ❤❛❞r♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❣❡t t♦❣❡t❤❡r ❛s
❛ q✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦ ❞✉♦✱ ♦r ♠❡s♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤r❡❡ q✉❛r❦s r❡✉♥✐t❡✳ ❇❡✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞✱
q✉❛r❦s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢❡r♠✐♦♥s✳

❖❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r
❞✐r❡❝t ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❛❦ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡♣t♦♥s ❛r❡
❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♥❡✉tr✐♥♦s✱ t❤❛t ❞♦♥✬t ❝❛rr② ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦✳

❆❧❧ ♦r❞✐♥❛r② ✭❜❛r②♦♥✐❝✮ ♠❛tt❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❙▼✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥✱ ❢♦r❝❡s ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r
❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❝❛rr✐❡r ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐s t❤❡
♣❤♦t♦♥✳ ❙tr♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ❡✐❣❤t ❣❧✉♦♥s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤r♦♠♦❉②♥❛♠✐❝s ✭◗❈❉✮✳ ❚❤❡ W+✱
W− ❛♥❞ Z ❜♦s♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡②
❛r❡ ♠❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ❇❡✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ♥✉❝❧❡❛r ❢♦r❝❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✱ r❡✉♥✐t❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ t❤❡♦r②✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶ s❤♦✇s✱ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙▼✳

■♥ t❤❡ ❙▼✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣❧❛❝❡✱ ✐s ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳ ❙▼ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t
♠♦st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠❛ss❧❡ss✱ ✉♥❧❡ss t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧❧ ♠❛ss❧❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❡✈❡r② ❞❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ ✶✾✻✹✱ ❍✐❣❣s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬✶✸✼✕✶✸✾❪ ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛ss ♦❢
❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✐s t♦♦ ❧✐❣❤t✿ ✐♥ ✷✵✶✺ t❤❡ ❆❚▲❆❙ ❛♥❞ ❈▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ♠❛ss ✐s 125.09± 0.32 GeV ❬✶✹✵❪✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ♠❛ss ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙♣✐♥ 1
2 ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙▼

❍✐❣❣s✱ t❤❡ ❙▼ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✉♣ t♦ t❤❡ P❧❛♥❦ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s ❬✶✹✼❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t
✐s ✇✐❞❡❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ❚❡❱ s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙▼ ✇❛s t❡st❡❞ ❬✶✹✽❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇❡ ♥❡❡❞ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ st✐❧❧
❛ss✉r❡s t❤❛t ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❛r✐s❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts✳ ❆♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙▼ ✐s ❢♦r s✉r❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✭❙❯❙❨✮ ✲
s❡❡ ❬✶✹✾❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙▼✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍✐❣❣s ❛♥❞ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❙❯❙❨ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ❝❛♥✲
❝❡❧ ♦✉t s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ♠❛ss✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛s ❧✐❣❤t ❛s ❞❡t❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ❙▼ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s
✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆♥②✇❛②✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t
t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ❜② t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ ❑♦st❡❧❡❝❦ý ❛♥❞ ❙❛♠✉❡❧ ❬✶✺✵✕✶✺✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❜♦s♦♥✐❝ str✐♥❣s ✲ ✐✳❡✳ ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ✲ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✶ ♦❢ t❡♥s♦r ✜❡❧❞s
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢❛❝ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ r❡❛s♦♥s t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ❛♥
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙▼ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr②
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✭▲❙❱✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ t❤♦s❡ ❡✛❡❝ts
❛t ❤❛r❞❧② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s tr✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ t❡st t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❙❱✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❊①t❡♥s✐♦♥ ✭❙▼❊✮ ❬✶✺✼✱✶✺✽❪✱ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❙▼ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❙▼ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❛♥②

✶■♥ ◗❈❉✱ ❛ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐❢ ✐t
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡s ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳
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CPT-even CPT-odd

PLANK SCALE

LOSY VIOLATION

GUT

SUSY BREAKING

1019 GeV

1017 - 1018  GeV

1016 GeV

1011 - 1013  GeV

Carroll-Field-Jackiw modelk
F

- model

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜r❡❛❦✿
t❤❡ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❛t ♦❢ ❬✶✹✸❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦t❤❡rs
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆t P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢
▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ✭▲❖❙❨✮ ✐s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❤❛♣♣❡♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ♦❢
t❤❡ ●r❡❛t ❯♥✐✜❡❞ ❚❤❡♦r② ✭●❯❚✮✳ ❆t 1011 − 1013 GeV ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢
❙❯❙❨✳ ❆t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞
t❤❛t ❝❛rr② r❡♠✐♥✐s❝❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ s②♠♠❡tr✐❡s ❜❡✐♥❣ ❜r♦❦❡♥✳

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② s✉✐t❛❜❧② ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ❜r❡❛❦✐♥❣ t❡♥s♦r✐❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❣❡t ❛ s❝❛❧❛r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ▲❙❱ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✳
❙t✉❞✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s✱ ♠✉♦♥s✱ ♠❡s♦♥s✱ ❜❛r②♦♥s✱ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❍✐❣❣s
s❡❝t♦rs ❬✶✺✾❪✳ ▲✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ s❡t ❜② q✉✐t❡ ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✺✾✕✶✻✶❪✳ ▲❙❱ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥
t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s ❬✶✻✷✕✶✻✽❪✳
❆❧s♦ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ▲❙❱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿ s♣✐♥❧❡ss ❛♥❞✴♦r
♥❡✉tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❛ ▲❙❱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ♦r ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❬✶✻✾✕
✶✽✵❪✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♠❡ t♦ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ▲❙❱✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✽✶✕
✶✾✶❪✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ▲❙❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❛ s❝❛❧❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❛t ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ❆t t❤❛t ❡♥❡r❣②✱ ❙❯❙❨ ✐s st✐❧❧
❛♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜r❡❛❦ ❛t s❝❛❧❡s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▲❙❱ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❙❯❙❨ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ✭♦r t❡♥s♦r✮ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ▲❙❱ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❙❯❙❨ ♠✉❧t✐♣❧❡t✷

✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✹✸❪✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s❝❛❧❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

✷❆ ♠✉❧t✐♣❧❡t ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✳



✸✳✶✳ ❈❖◆❚❊❳❚ ✼✼

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✉♥t✐❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❣r♦✉♥❞✴s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ♦r ♣✉❧s❛r t✐♠✐♥❣ ❛rr❛②s✱
♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦✉r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✲ ❜✉t ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣❤②s✐❝s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜✉r❞❡♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❆str♦♣❤②s✐❝s ❤❛s ❥✉st t♦ ✐♥t❡r♣r❡t
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✇♦rt❤ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡✱ t❤❡ ♠❛s✲
s✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t✳ ■❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ♠❛ss✐✈❡✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♠❛ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♠♣❧② ▲❙❱✳ ❋♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✱
✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t✇♦✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ ✜rst t✇♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❈P❚✸ ♦❞❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❈P❚✲❡✈❡♥✳ ■♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝❧❛ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ✈✐❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
❛❧❧ t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥
❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✭❉❘✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②
❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ t❛❦❡s ✉♣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ s✉❣❣❡st t♦ tr② ❛♥❞ tr❡❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ✐❢ t❤❡ ◗❋❚ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❣♦ ❜❡②♦♥❞
t❤❡ ❙▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ t❡r♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠ s♦
t❤❛t t❤❡② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❤❡r❡ ♥♦✇
t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✸✳✶✳✶ ❈❤❛♣t❡r ♦✉t❧✐♥❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇ ♦❢ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts✳

• ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❚✲♦❞❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

✕ ❈P❚✲♦❞❞ ❝❛s❡ ✭❈❛rr♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇ ♠♦❞❡❧✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✈✐♦✲
❧❛t✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r vµ

✸❋✐rst✱ ❛ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r② ✐s ❆❜❡❧✐❛♥ ✐❢ ✐ts ♦✇♥ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❈P❚ st❛♥❞s
❢♦r ❈❤❛r❣❡✲P❛r✐t②✲❚✐♠❡ ❘❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡
♦❢ ❛♥ ❆❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r② r❡t✉r♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ✐ts❡❧❢ ♦r ♠✐♥✉s t❤❡ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
❝❛s❡ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❈P❚✲❡✈❡♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❈P❚✲♦❞❞✳ ❚❤❡ ❙▼ ✐s ❈P❚✲❡✈❡♥✳ ❚❤❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❚ s②♠♠❡tr② ✐s t❤❛t t❤❡ ✏♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡✑ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❣♦
t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❈ ✐♠♣❧✐❡s ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛tt❡r t♦ ❛♥t✐✲♠❛tt❡r✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛❀ P ✐♠♣❧✐❡s
♣❛r✐t② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠✐rr♦r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts❀ ❚ ✐♠♣❧✐❡s t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✱ s✐♥❝❡ t✐♠❡ ❤❛s
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳



✼✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ P❍❖❚❖◆ ▼❆❙❙

∗ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦✹ ✐s ❧❡❢t ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❈❧❛ss ✶✮

∗ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♦✉t ✭❈❧❛ss ✷✮

✕ ❈P❚✲❡✈❡♥ ❝❛s❡ ✭kF ✲♠♦❞❡❧✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
✐s ❛ t❡♥s♦r

∗ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ ✐s ❧❡❢t ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❈❧❛ss ✸✮

∗ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♦✉t ✭❈❧❛ss ✹✮

❋♦r ❈❧❛ss❡s ✶ ❛♥❞ ✸ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦❀
❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❈❧❛ss❡s ✷ ❛♥❞ ✹✳

• ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❈P❚✲♦❞❞ ❝❛s❡ ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❜♦t❤ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❉❘ ❞✐✛❡r ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✈❡❝t♦r vµ

❆✮ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✐♥ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t v0 = 0✳

❇✮ ❋♦r v0 = 0✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss r♦❧❡
✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳

❈✮ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ❉❘ ❢♦r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡s✳

✕ ❋♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ v0 = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦❤❡r✲
❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ❆✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✈❡❝t♦r ~v ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✕ ❋♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ v0 6= 0✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✕ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ✇❛✈❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ẑ ❛①✐s✳

∗ ■❢ v0 = 0 ❛♥❞ v3 = 0✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❆✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ẑ ❛①✐s✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧✐❦❡ ✐♥ ❇✮✳

∗ ■❢ v0 6= 0 ❛♥❞ v3 = 0✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣♦✐♥t ❜✉t t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

∗ ■❢ v0 = 0 ❛♥❞ v3 6= 0✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❝❛s❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ v0 ❛♥❞ v3 ✐♥✈❡rt❡❞✳

∗ ■❢ v0 6= 0 ❛♥❞ v3 6= 0✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✹■♥ ❙❯❙❨ ❡❛❝❤ ❜♦s♦♥ ❤❛s ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ❛s s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡
♣❤♦t✐♥♦ ✐s t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣❛rt♥❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ■t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❙▼✳



✸✳✷✳ ▼❖❉❊▲❙ ❋❖❘ ❙❯❙❨ ❆◆❉ ▲❖❘❊◆❚❩ ❙❨▼▼❊❚❘❨ ❇❘❊❆❑■◆● ✼✾

• ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❈P❚✲❡✈❡♥ ❝❛s❡ ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✕ ❋♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠s ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
t❡♥s♦r ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

∗ ■❢ t❤❡ t❡♥s♦r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❑r♦❡♥❡❝❦❡r✬s ❞❡❧t❛✱ t❤❡ ✈❛❝✲
✉✉♠ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳

∗ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❝❛s❡s ✭❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ✈❛♥✐s❤✐♥❣
tr❛❝❡✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♥s♦r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛
♥♦♥✲✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠

✕ ❋♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✱ ✇❡
✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ❈P❚✲♦❞❞
❝❛s❡ ❛♥❞ ✇❤② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② t❡❝❤♥✐❝❛❧✳ ❲❡ ❞♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡
r❡q✉✐r❡❞❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉ ❛♥❞ ❙▼❊ ✐s ♥♦t ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦✉r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s s❡tt✐♥❣✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥✱ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❙▼❊s ❲❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s✉♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐t❤
s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✈✐s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❞r♦✈❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❉❘ ❛r❡ ❛❧❧ ✇❡
♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉✐t❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❙❱ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❥✉♠♣ t♦ t❤❡ ❙❡❝✳ ✸✳✸

✸✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙❯❙❨ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✲

✐♥❣

✸✳✷✳✶ ❈❧❛ss❡s ✶ ❛♥❞ ✷✿ ❈❛rr♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇ ▼♦❞❡❧

❈❧❛ss ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡♠ ❤❛s ♥♦t❤✐♥❣
t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ❙❯❙❨ ❬✶✹✶❪✳ ❈❛rr♦❧❧✱ ❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ❏❛❝❦✐✇ ✭❈❋❏✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞
❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❊▼ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s
♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ ♦❞❞ s♣❛❝❡s❀ t❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ s♦♠❡ s❧✐❣❤t ❛❞❥✉st♠❡♥t
t♦ ♣❛ss t♦ ❛ ✸✰✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢
▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ t❤✐s ✇❛s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ s❡t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t✱ ✇✐t❤ ❤✐♥❞s✐❣❤t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♠❜❡❞
t❤✐s t❤❡♦r② ✐♥ ❛ ❛♠♣❧❡r s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ▲❙❱ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❛❞s

L1 = −1

4
FµνFµν − 1

2
ǫµνσρvµAνFσρ ✭✸✳✶✾✮
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❲❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r vµ ❛r✐s❡s✳
❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ❝✉❧♣r✐t ❢♦r ❜r❡❛❦✐♥❣ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t
♦✉t ✇❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ❊▼ ✐s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ✭q✉❛♥t✉♠ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t✱ ❤✐❣❤✲Tc s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❡t❝✮
✇❤❡r❡ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣
❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
✈❡❝t♦r vµ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛s ✇❡❧❧✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛
✷✰✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❊▼✱
❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❈❤❡r♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥✬s
r❡s✉❧t ♦❢ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✳

■❢ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∆Aµ =
∂µχ✱ t❤❡♥

∆L1 =
1

4
χǫµνσρFσρ (∂µvν − ∂νvµ) ✭✸✳✷✵✮

t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ♣❛rt ✐s ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛s ✇❡
❦♥♦✇✳ ❚♦ r❡st♦r❡ s✉❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✷✵ ♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✳
❚❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ vµ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥✱ ✐♥ ✢❛t s♣❛❝❡s✱
∂µvν = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤✐s ✐s r❛t❤❡r ✉♥s❡tt❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡
s✉❝❤ ❛ ✈❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✳
◆❛♠❡❧②✱ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❜♦♦sts✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜r❡❛❦ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❱✐❛ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

∂µF
µν +

1

2
ǫνκλρvκFλρ = 0 ✭✸✳✷✶✮

❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❢♦r ν = 0✱

∂µF
µ0 +

1

2
ǫ0ijkviFij = 0

⇒ −∂i (−Ei) +
1

2
ǫijk (−vi) (−ǫjklBl) = 0

⇒ ~∇ · ~E + ~v · ~B = 0 ✭✸✳✷✷✮

❛♥❞✱ ❢♦r ν = i✱

∂µF
µi +

1

2
ǫi0jkv0Fjk +

1

2
ǫij0kvjF0k +

1

2
ǫijk0vjFk0 = 0

⇒ −∂t ~E + ∂jF
ji − 1

2
ǫijkv0 (−ǫjklBl) + ǫijk (−vj)Ek = 0

⇒ ~∇× ~B + v0 ~B − ~v × ~E = ∂t ~E ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s✐❣♥s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣❛ss❛❣❡ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✈❡❝t♦rs✳
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❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❘✐❝❝✐
❈✉r❜❛str♦✲❇✐❛♥❝❤✐ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥t♦✉❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❈❋❏ t❡r♠✳ ❙♦
t❤❡② r❡❛❞

~∇× ~E = −∂t ~B ✭✸✳✷✹✮
~∇ · ~B = 0 ✭✸✳✷✺✮

❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠

i~k · ~E + ~v · ~B = 0 ✭✸✳✷✻✮
~k × ~E = ω ~B ✭✸✳✷✼✮
~k · ~B = 0 ✭✸✳✷✽✮

i~k × ~B + v0 ~B − ~v × ~B = −iω ~E ✭✸✳✷✾✮

❚❤❛♥❦s t♦ ❊q✳ ✸✳✷✼ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ~B ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ~E✿

~B =
~k

ω
× ~E ✭✸✳✸✵✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❊q✳ ✸✳✷✾✱ ✇❡ ❣❡t

i~k ×
(
~k

ω
× ~E

)
+ v0

~k

ω
× ~E − ~v × ~E = −iω ~E

⇒ i

ω

(
~k · ~E

)
~k − i

ω
~k2 ~E +

v0
ω

(
~k × ~E

)
− ~v × ~E = −iω ~E

⇒
(
ω2 − ~k2

)
~E +

(
~k · ~E

)
~k = i

(
v0~k × ~E − ω~v × ~E

)
✭✸✳✸✶✮

❊q✳ ✸✳✸✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

RijEj = 0 ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ Rij ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①

Rij = ik2δij + ikikj − v0ǫijkkk + ǫijkωvk ✭✸✳✸✸✮

❆s ❛ ✜rst ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐①✳
❞❡tR = 0 ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❉❘✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇r✐t✐♥❣ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥

(kµkµ)
2
+ (vµvµ) (k

νkν)− (vµkµ)
2
= 0 ✭✸✳✸✹✮

✇❤❡r❡
kµ =

(
ω,~k

)
✭✸✳✸✺✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❉❘ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡✳ ❲❤❡r❡ ✐s ❙❯❙❨ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤✐s❄
■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ❬✶✹✶❪✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❧✐♥❦ t♦ ❛ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ t❤❡♦r②✳ ◆❡✐✲
t❤❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤♦✉❣❤✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t
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vµ ❤❛s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❡r♠✐♦♥✐❝
❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❯❙❨✳

❆ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❋❏ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✾✷❪✳ ❚❤❡ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛❧s♦ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r s✉♣❡r✲
s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt♥❡rs✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✹✷❪ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✜❡❧❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✺ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛s

L1SUSY = −1

4
FµνF

µν +
1

4
ǫµαβνvµFαβAν − i

2
Λ̄γ̄µ∂µΛ +

+

(
❘❡ (F ) +

1

4
Ψ̄Ψ

)
Λ̄Λ− i

(
■♠ (F ) +

1

4
iΨ̄γ5Ψ

)
Λ̄γ5Λ +

−1

4

(
vµ + Ψ̄γµγ5Ψ

) (
Λ̄γµγ5Λ

)
+
√
2Λ̄Σµνγ5ΨFµν ✭✸✳✸✻✮

✇❤❡r❡ F = FµνF
µν ✱ γµ ❛r❡ t❤❡ ❉✐r❛❝✬s ♠❛tr✐❝❡s✻ ❛♥❞ γ5 = iγ0γ1γ2γ3✱ Σµν =

i
4 [γ

µ, γν ] ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✜❡❧❞s✼ Λ ❛♥❞ Ψ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ ❛♥❞
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r vµ✳ ❆❧✇❛②s
✐♥ ❬✶✹✷❪✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❉❘ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✸✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✸✻ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❯❙❨ ♣❤♦t✐♥♦ ✜❡❧❞
Λ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ r❡❛❞s

L2 = −1

4
(1−H −M)FµνFµν +

1

4
ǫµνκλvµAνFκλ ✭✸✳✸✽✮

✇❤❡r❡ Mµν = −CµSν ✱ ❜❡✐♥❣ H✱ Cµ ❛♥❞ Sµ str✉❝t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❙❯❙❨
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✳ ❚❤❡ ❉❘ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ▲❡❛st ❆❝t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡
❛s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ r❡❛❞s

(kµkµ)
2
+

(vµvµ) (k
νkν)

(1−H −M)
2 − (vµkµ)

2

(1−H −M)
2 = 0 ✭✸✳✸✾✮

✺■♥ t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❡①t✱ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ts ♦❢ ✜❡❧❞s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞s✳ ❆ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♠❛ss
❡✐❣❡♥st❛t❡✱ t❤❛t ✐s ✐❢ ✐t ❤❛s ❛ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s❡♥s❡✳ ❆✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞s ❛r❡ t❤♦s❡
t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✇❛② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✹ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳
❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✸✻ ✇❡ ❤❛✈❡ s♣❡❧❧❡❞ ♦✉t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ts✱
✐✳❡✳ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞s t♦♦✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡s❡
❛✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞s ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t✐♥♦✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tt❡r ✜❡❧❞s ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❙❯❙❨ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡
s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✮✳

✻❉✐r❛❝✬s ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r 4× 4 ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2ηµνI4 ✭✸✳✸✼✮

✇❤❡r❡✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ ηµν ✐s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ I4 ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❬✺✸❪✱ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s♣✐♥ 1

2
❢❡r♠✐♦♥s✳

✼❋❡r♠✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❊✐t❤❡r ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r t❤❡ t✇♦ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❧❦ ♦❢ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ■♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛❜♦✉t ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ❛❧❧ ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❡♥ t♦
❜❡ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
t❤❡✐r ♠❛ss✐✈❡♥❡ss ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s❛t✐s❢②✐♥❣❧② s❡tt❧❡❞ ②❡t✳ ◆❡✉tr✐♥♦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✳



✸✳✷✳ ▼❖❉❊▲❙ ❋❖❘ ❙❯❙❨ ❆◆❉ ▲❖❘❊◆❚❩ ❙❨▼▼❊❚❘❨ ❇❘❊❆❑■◆● ✽✸

✸✳✷✳✷ ❈❧❛ss❡s ✸ ❛♥❞ ✹✿ kF ✲t❡r♠ ♠♦❞❡❧

❯s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐③❡❞ ❈❋❏ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ▲❙❱ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛ss✉♠❡
❛ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❜r❡❛❦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✲
❞❡♥s❛t❡✳ ■t ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ tr② ❛♥❞ s❡❡ ✐❢ ✇❤❛t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❈P❚✲♦❞❞ s❡❝t♦r ❤♦❧❞s
❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❈P❚✲❡✈❡♥ ♦♥❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✶✹✸❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ kF ✲t❡r♠ ❙▼❊✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❤♦✇ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝
❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t✐♥♦✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

LCPT−even = (kF )µναβ F
µνFαβ ✭✸✳✹✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♥s♦r (kF )µναβ ✐s ❞♦✉❜❧❡ tr❛❝❡❧❡ss ❛♥❞

(kF )µναβ = − (kF )νµαβ = − (kF )µνβα = (kF )αβµν ✭✸✳✹✶✮

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ t❡♥s♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦s♦♥✐❝ ✈❡❝t♦r ξµ✇❤✐❝❤ s✐❣♥❛❧s
▲❙❱✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝❤✐r❛❧ ✜❡❧❞✽ ✇❤♦s❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝
❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ▲❙❱✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❢✉❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ✐♥ (kF )µναβ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❛ t♦t❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ②✐❡❧❞✐♥❣ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✳
❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❆♥s❛t③s ✐♥ ❬✶✾✸✱✶✾✹❪✱ ✇❡ ✇r✐t❡

(kF )µναβ =
1

2
(ηµακ̃νβ − ηµβ κ̃να + ηνβκ̃µα − ηνακ̃µβ) := Kµναβ ✭✸✳✹✷✮

✇❤❡r❡

κ̃αβ = ξαξβ − ηαβ
ξρξ

ρ

4
✭✸✳✹✸✮

❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

L3 =
1

4

(
1

2
ξµξνF

µ
αF

αν +
1

8
ξρξ

ρFµνF
µν

)
✭✸✳✹✹✮

❆❧❧ t❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧ s♦✉♥❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❤❛❞ ✇❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ kF t❡r♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❤❛❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s♣✐♥ s✉♣❡r✜❡❧❞✱ ✇❤♦s❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ✐♥st❡❛❞ ❛✈♦✐❞❡❞
t❤❛♥❦s t♦ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts t♦ t❤❡ ξµ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊q✳ ✸✳✺✵
✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✹✹ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ξµ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❙❯❙❨ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞✳

■♥ ❬✶✹✸✱✶✾✺❪ t❤❡ ❉❘ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ r❡❛❞s

ω = (1 + ρ± σ)
∣∣∣~k
∣∣∣ ✭✸✳✹✺✮

✽❚❤❡ ❝❤✐r❛❧✐t② ✐s t❤❡ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ■❢ ❝❤✐r❛❧
s②♠♠❡tr② ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ ♣❛✐r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐❛r❧✐t② ♦♥❡
♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ✐ts ♣❛rt♥❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✳
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✇❤❡r❡

ρ =
1

2
K̃α

α ✭✸✳✹✻✮

σ2 =
1

2

(
K̃αβ

)2
− ρ2 ✭✸✳✹✼✮

K̃αβ = Kµναβ k̂µk̂ν ✭✸✳✹✽✮

k̂µ =
kµ∣∣∣~k
∣∣∣

✭✸✳✹✾✮

❆s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r ❈❧❛ss ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜②
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣❤♦t✐♥♦ s❡❝t♦r ✭❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡rs s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ s❡❝t♦rs ❛s
✇❡❧❧✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❛❞s ❬✶✹✸❪

L4 = −1

4
FµνF

µν +
a

2
χµνF

µ
κ F

νκ +
b

2
χµν∂αF

αµ∂βF
βν ✭✸✳✺✵✮

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❉❘ ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐t ❤❡r❡✳ ❚❤❡ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ✇r✐t❡ L ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s

• ❣❡t t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

• ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s

L =
1

2
Aµ (ηµν�− ∂µ∂ν)A

ν +
a

2
Aµ
(
−χαβ∂α∂βηµν + 2χαν∂µ∂

α − χµν�
)
Aν

+
b

2
Aµ
(
χµν�

2 − χµα�∂
α∂ν − χνα�∂

α∂µ + ∂µ∂νχ
αβ∂α∂β

)
Aν ✭✸✳✺✶✮

❱❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Aµ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
[
ηµν�− ∂µ∂ν + a

(
−χαβ∂α∂βηµν + χαν∂µ∂

α + χνα∂
α∂µ

)
✭✸✳✺✷✮

+b
(
χµν�

2 + χµα�∂
α∂ν − χνα�∂

α∂µ + ∂µ∂νχ
αβ∂α∂β

)]
Aν = 0

◆♦✇ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
[
−k2ηµν + kµkν + a

(
χαβkαkβηµν − χµαk

αkν − χναk
αkµ

)
✭✸✳✺✸✮

+b
(
χµνk

4 + χναk
2kαkµ − χµαk

2kαkν + χαβkαkβkµkν
)]
Ãν = 0

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣❛✉❣❡
kνÃ

ν = 0 ✭✸✳✺✹✮

s♦ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦
[
−k2ηµν + a

(
χαβkαkβηµν − χναk

αkµ
)

+b
(
χµνk

4 + χναk
2kαkµ

)]
Ãν = 0 ✭✸✳✺✺✮
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❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

MµνÃ
ν = 0 ✭✸✳✺✻✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❧② ✐❢

❞❡tMµν = 0 ✭✸✳✺✼✮

❚❤❡ t❡r♠s ❛r❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
[(
−k2 + aχαβkαkβ

)
ηµν −

(
a+ bk2

)
χναk

αkµ + bk4χµν

]
Ãν = 0 ✭✸✳✺✽✮

s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t

Mν
µ = −k2

[
δνµ + a

χαβkαkβ
k2

δνµ +

(
a+ bk2

)

k2
χν
αk

αkµ − bk2χν
µ

]
✭✸✳✺✾✮

❤❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♣❧✉s s♦♠❡t❤✐♥❣ s♠❛❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
a ❛♥❞ b ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧②
s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

❞❡tMν
µ = ❞❡t (I+X) = etr[❧♥(I+X)] ✭✸✳✻✵✮

✇✐t❤ X s♠❛❧❧✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱

❞❡t (I+X) ∼ e
tr

[

X−X2

2

]

= etrX− 1
2
trX2

∼ 1 + trX − 1

2
trX2 +

1

2
(trX)

2
+O

(
X3
)

✭✸✳✻✶✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✺✾ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥✱ ❛t ✜rst ♦r❞❡r

❞❡t (I+X) = −k2
[
1− 4a

χαβkαkβ
k2

+−
(
a+ bk2

)

k2
χµ
αk

αkµ − bk2χµ
µ

]
= 0

⇒ −k2 + 4aχαβkαkβ −
(
a+ bk2

)
χµ
αk

αkµ + bk4χµ
µ = 0

⇒ bχk4 − k2 +
(
3a+ bk2

)
χαβkαkβ = 0 ✭✸✳✻✷✮

✇❤❡r❡ χ = χµ
µ✳

✸✳✸ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s

✸✳✸✳✶ ❈❧❛ss ✶ ❛♥❞ ✷

✸✳✸✳✶✳✶ ❚✐♠❡ ❞❡❧❛②

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❉❘ ✐s

ω4 − 2ω2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+
∣∣∣~k
∣∣∣
4

− |~v|2 ω2 +
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 −
(
~v · ~k

)2
= ✭✸✳✻✸✮

ω4 −
(
2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~v|2
)
ω2 +

∣∣∣~k
∣∣∣
4

+
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 −
(
~v · ~k

)2
= 0
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❈❛❧❧✐♥❣

A = 2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~v|2 ✭✸✳✻✹✮

B =
∣∣∣~k
∣∣∣
4

+
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 −
(
~v · ~k

)2
✭✸✳✻✺✮

✇❡ ❤❛✈❡
ω4 −Aω2 +B = 0 ✭✸✳✻✻✮

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

Ω = ω2 ✭✸✳✻✼✮

❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
Ω2 −AΩ+B = 0 ✭✸✳✻✽✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡

Ω± =
A

2
±
(
A2 − 4B

) 1
2

2
✭✸✳✻✾✮

=
2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~v|2

2
±

{(
2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~v|2
)2

− 4

[∣∣∣~k
∣∣∣
4

+
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 −
(
~v · ~k

)2]
} 1

2

2

❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✉r❧ ❜r❛❝❦❡ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s

(
2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~v|2
)2

− 4

[∣∣∣~k
∣∣∣
4

+
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 −
(
~v · ~k

)2] 1
2

=

4
∣∣∣~k
∣∣∣
4

+ 4
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 + |~v|4 − 4
∣∣∣~k
∣∣∣
4

− 4
∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 + 4
(
~v · ~k

)2
=

|~v|4 + 4
(
~v · ~k

)2
= |~v|4 + 4

∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 ❝♦s2θ ✭✸✳✼✵✮

❙♦

Ω± = ω2
± =

2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~v|2

2
±

√
|~v|4 + 4

∣∣∣~k
∣∣∣
2

|~v|2 ❝♦s2θ

2
✭✸✳✼✶✮

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❧❡ss ❞✐✈✐❞✐♥❣
t❤❡♠ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

ω̃ =
ω

|~v| ✭✸✳✼✷✮

∣∣∣~̃k
∣∣∣ =

∣∣∣~k
∣∣∣

|~v| ✭✸✳✼✸✮
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❉♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ω̃± = ω̃2
± =

2
∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

+ 1

2
±

√
1 + 4

∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

❝♦s2θ

2
✭✸✳✼✹✮

ω̃± =

√√√√√2
∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

+ 1

2
±

√
1 + 4

∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

❝♦s2θ

2
✭✸✳✼✺✮

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②

dΩ̃±

d
∣∣∣~̃k
∣∣∣
=
dω̃2

±

d
∣∣∣~̃k
∣∣∣
= 2ω̃±

dω̃±

d
∣∣∣~̃k
∣∣∣
⇒ vg =

1

2ω̃±
· dΩ̃±

d
∣∣∣~̃k
∣∣∣

✭✸✳✼✻✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Ω̃± ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s

dΩ̃±

d
∣∣∣~̃k
∣∣∣

=
4
∣∣∣~̃k
∣∣∣

2
± 1

4

8
∣∣∣~̃k
∣∣∣ ❝♦s2θ

√
1 + 4

∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

❝♦s2θ

= 2
∣∣∣~̃k
∣∣∣±

2
∣∣∣~̃k
∣∣∣ ❝♦s2θ

√
1 + 4

∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

❝♦s2θ

✭✸✳✼✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

vg =
1

ω̃±
·



∣∣∣~̃k
∣∣∣±

∣∣∣~̃k
∣∣∣ ❝♦s2θ

√
1 + 4

∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

❝♦s2θ




=
1√

2
∣

∣

∣

~̃
k
∣

∣

∣

2

+1

2 ±

√

1+4
∣

∣

∣

~̃
k
∣

∣

∣

2

❝♦s2θ
2

·



∣∣∣~̃k
∣∣∣±

∣∣∣~̃k
∣∣∣ ❝♦s2θ

√
1 + 4

∣∣∣~̃k
∣∣∣
2

❝♦s2θ


 ✭✸✳✼✽✮

■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♠♦r❡ t❡❧❧✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✳ ❲❡ r❡❝❛st ❊q✳ ✸✳✻✸ ❛s

ω4 −
(
2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ |~α|2
)
ω2 +

∣∣∣~k
∣∣∣
4

+ |~α|2
∣∣∣~k
∣∣∣
2

s✐♥2θ = 0 ✭✸✳✼✾✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
∣∣∣~k
∣∣∣
4

+
(
−2ω2 + |~v|2 s✐♥2θ

) ∣∣∣~k
∣∣∣
2

+ ω4 − |~v|2 ω2 = 0 ✭✸✳✽✵✮
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❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ |~v| = v ❛♥❞
∣∣∣~k
∣∣∣ = k ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r k ✇❡ ❣❡t

k2 =

(
2ω2 − v2s✐♥2θ

)
±
√(

2ω2 − v2s✐♥2θ
)2 − 4 (ω4 − v2ω2)

2
✭✸✳✽✶✮

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ❝❛♥ ✉♥❞❡r❣♦ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

k2 =

(
2ω2 − v2s✐♥2θ

)
± v
√

4ω2❝♦s2θ + v2s✐♥4θ
2

= ω2 − 1

2
v2s✐♥2θ ± αv

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

) 1
2

✭✸✳✽✷✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ t❡r♠ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ s♦ ✇❡
❞♦♥✬t ✐♥❝✉r ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❤♦✇ t❤❛t
✐t ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ v0 = 0✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡
t❛❝❤✐♦♥s✳

❲❡ ♥♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❊q✳ ✸✳✽✷

2kdk = 2ωdω ± v

2

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

)− 1
2

· 2ω❝♦s2θdω ✭✸✳✽✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

k

ω
= vg ±

v

2

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

)− 1
2

❝♦s2θvg ✭✸✳✽✹✮

❙♦✱

vg± =
k

ω

[
1± v

2

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

)− 1
2

· 2ω❝♦s2θ
]−1

✭✸✳✽✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ± ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚♦
♠❛❦❡ t❤✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ω ♦♥❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ k ✐♥ t❡r♠ ♦❢
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✸✳✽✷ t✇♦ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✳ ■❢ ❝♦sθ 6= 0

k2 = ω2 − 1

2
v2s✐♥2θ ± vω❝♦sθ

(
1 +

v2

4ω2

s✐♥4θ
❝♦s2θ

) 1
2

✭✸✳✽✻✮

■❢ ❝♦sθ = 0

k2 = ω2 − 1

2
v2 ± 1

2
v2 ✭✸✳✽✼✮

❋✐rst ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦sθ 6= 0 ✜rst ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r
O
(
v2
)

k2 ∼ ω2 − 1

2
v2s✐♥2θ ± vω❝♦sθ

(
1 +

v2

8ω2

s✐♥4θ
❝♦s2θ

)
+O

(
v3
)

∼ ω2 − 1

2
v2s✐♥2θ ± vω❝♦sθ +O

(
v3
)

✭✸✳✽✽✮
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❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ω2 ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t✱

k = ω

(
1− v2s✐♥2θ2

2ω2
± v❝♦sθ

ω

) 1
2

+O
(
v3
)

✭✸✳✽✾✮

∼ ω

(
1− v2s✐♥2θ2

24ω
± v❝♦sθ

2ω
− v2❝♦s2θ

8ω2

)
+O

(
v3
)

∼ ω ± v❝♦sθ
2

− v2

4ω
+
v2❝♦s2θ2

8ω
+O

(
v3
)

❚❤❡r❡❢♦r❡
k

ω
∼ 1± v❝♦sθ

2ω
− v2

4ω2
+
v2❝♦s2θ2

8ω2
✭✸✳✾✵✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s

v❝♦sθ 6=0
g± =

(
1± v❝♦sθ

2ω
− v2

4ω2
+
v2❝♦s2θ2

8ω2

)
· ✭✸✳✾✶✮

·
[
1± v

2

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

)− 1
2

· 2ω❝♦s2θ
]−1

❚❤❡ t❤❡ ♦r❞❡r O
(
α2
)
✐t r❡❛❞s

v❝♦sθ 6=0
g± ∼

(
1± v❝♦sθ

2ω
− v2

4ω2
+
v2❝♦s2θ2

8ω2

)
· ✭✸✳✾✷✮

·
[
1∓ v

2
❝♦s2θ

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

)− 1
2

]

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ♠✉st t❛❦❡ ♦♥❧② t❤❡ s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s +− ❛♥❞
−+✱ ♥♦t t❤❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝ts✳
❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❢✉rt❤❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

1∓ v

2
❝♦s2θ

(
ω2❝♦s2θ +

v2

4
s✐♥4θ

)− 1
2

∼

∼ 1∓ v

2
❝♦s2θ

1

ω❝♦sθ

(
1− v2s✐♥4θ

8ω2❝♦s2θ

)

∼ 1∓ v

2
❝♦s2θ

1

ω❝♦sθ
+O

(
v3
)

✭✸✳✾✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

v❝♦sθ 6=0
g± ∼

(
1± v❝♦sθ

2ω
− v2

4ω2
+
v2❝♦s2θ
8ω2

)
·
(
1∓ v

2
❝♦s2θ

1

ω❝♦sθ

)
✭✸✳✾✹✮

②✐❡❧❞✐♥❣

v❝♦sθ 6=0
g+ = 1− v2

8ω2

(
2 + ❝♦s2θ

)
✭✸✳✾✺✮

v❝♦sθ 6=0
g− = 1− v2

8ω2

(
2 + ❝♦s2θ

)
✭✸✳✾✻✮
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❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❆❧s♦✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ♦✉r ❧✐❣❤t s♣❡❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥✐t②
✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r v ✐s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❙❯❙❨ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s
❜♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ t✐♥② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙▼✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦sθ = 0✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✽✺ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❡❡ t❤❛t

v❝♦sθ=0
g±

=
k

ω
=

1

ω

(
ω2 − 1

2
v2 ± 1

2
v2
) 1

2

∼ 1− v2

4ω2
± v2

4ω2
✭✸✳✾✼✮

❙♦

v❝♦sθ=0
g+ = 1 ✭✸✳✾✽✮

v❝♦sθ=0
g− = 1− v2

2ω2
✭✸✳✾✾✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❣❤t ❞♦❡s♥✬t
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦❡s ✇✐t❤ ❛ ω−2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■t ❛❧s♦
✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
❲❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t✳

❚♦ ❜❡tt❡r ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② t❤❛t t✇♦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✇♦✉❧❞ s❤♦✇✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✶✱✶✾✻❪✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡

∆t = l

(
1

vg1
− 1

vg2

)
= l

(
vg2 − vg1
vg1vg2

)
✭✸✳✶✵✵✮

❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

vg = 1− av2
1

ω2
✭✸✳✶✵✶✮

✇❤❡r❡ a ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t② ✇❤❡r❡❛s v2 ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

vg1vg2 =

(
1− av2

1

ω2
1

)(
1− av2

1

ω2
2

)

∼ 1− av2
1

ω2
1

− av2
1

ω2
2

✭✸✳✶✵✷✮

t♦ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ v2✳ ❆♥❞

vg2 − vg1
vg1vg2

∼ av2
(

1

ω2
1

− 1

ω2
2

)(
1− av2

1

ω2
1

− av2
1

ω2
2

)

∼ av2
(

1

ω2
1

− 1

ω2
2

)
✭✸✳✶✵✸✮

❍❡♥❝❡✱

∆t = l a v2
(

1

ω2
1

− 1

ω2
2

)
✭✸✳✶✵✹✮
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■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✇❡ ♣❧♦t t❤✐s t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ π/2✳ ❲❡
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ✈❡r② ❢❡❡❜❧❡✳ ❚♦ ❞r❛✇ t❤✐s ♣❧♦t✱ ✇❡ ❤❛✈❡
s✉♣♣♦s❡❞ ❛ s♦✉r❝❡ ❛t 4 kpc ❛♥❞ s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ v ❛t 10−19 eV ❬✶✾✼❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛
❝r✉❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦s♣❡❝t t♦ t❡st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❧❛t❡r✱ ✐t
✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❈❋❏ t❤❡♦r✐❡s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛ss✐✈❡✱ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❡r♠✳
❚❤✐s t❡r♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r v✱ s♦ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❧❛tt❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❡tt✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✾✼❪✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ❢♦r v ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✈✐❛ ❣r♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ▼♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❧✐♠✐ts
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❞♦ ❡①✐st✳ ■♥ ❬✶✹✶❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r v ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧❡r ♦❢ 10−34 eV ✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
✇❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❊q✳ ✸✳✶✵✹ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ ♣❤♦t♦♥ ❬✶✾✽❪✳
❚❤✐s ❧❛tt❡r r❡❛❞s

∆tDBP =
l m2

γ

2
·
(

1

ω2
1

− 1

ω2
2

)
✭✸✳✶✵✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

mγ = 2 a v ✭✸✳✶✵✻✮

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ ❝♦♥❢r♦♥t ✐t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❙❡❝✳ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ♠❛ss ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r v✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✇❡
❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♠❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐ts✳ ❚❤❡ ♠♦st str✐♥❣❡♥t ✈❛❧✉❡ v = 10−34 eV
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 10−69 kg ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠❛ss✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ s❡t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ 13 ·109
②❡❛rs✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡✿ 10−19 eV t✉r♥s ✐♥t♦ 10−55 kg,
✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ P❉● ❬✹✼❪ ✈❛❧✉❡✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❛t ❈❧❛ss ✷ ✐s ❥✉st ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❈❧❛ss ✶✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s
1

(1−H −M)
2 ✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛rs H ❛♥❞ M ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ vµ❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳ ❙♦
♠✉❝❤ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
❞✐s♣❧❛② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✸✳✸✳✶✳✷ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s

❋♦r t❤❡ ❈❋❏ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉❘ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s
t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤✐s
♠✉st r❡♣r♦❞✉❝❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s❛✐❞ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r❡r ✐♥ t❤✐s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ✇❛✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r❧②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ❈❧❛ss ✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✱ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ 0.1 ❛♥❞ 1 MHz ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 4 kpc✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②
r❛♥❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st❛② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❖▲❋❆❘
❛♥❞ ▲❖❋❆❘ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛t 4 kpc ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❛✈❡r✲
❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ♣✉❧s❛r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣✉❧s❛rs✳ ❬✶✾✾❪

♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✭+✮ ♦r ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✭−✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

~E+ = E0e
i(~k·~z−ωt) (x̂+ iŷ) ✭✸✳✶✵✼✮

~E− = E0e
i(~k·~z−ωt) (x̂− iŷ) ✭✸✳✶✵✽✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ❢r❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✇❛✈❡
t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ẑ ❛①✐s✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡❛❞

~̃E+ = E0 (x̂+ iŷ) ✭✸✳✶✵✾✮

~̃E− = E0 (x̂− iŷ) ✭✸✳✶✶✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❉❘ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ✇❛✈❡ ✐s

E0

(
ω2 − k23

)
(x̂− iŷ) = E0 [iv0k3ẑ × (x̂− iŷ)− iω (v1x̂+ v2ŷ + v3ẑ)× (x̂− iŷ)]

⇒
(
ω2 − k23

)
(x̂− iŷ) = iv0k3 (ŷ − ix̂)− iω (iv1ẑ − v2ẑ + v3ŷ − iv3x̂) ✭✸✳✶✶✶✮

❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

ω2 − k23 = v0k3 − ωv3 ✭✸✳✶✶✷✮

i
(
ω2 − k23

)
= iv0k3 − iωv3 ✭✸✳✶✶✸✮

v1ω + iv2ω = 0 ✭✸✳✶✶✹✮
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❋r♦♠ ❊q✳ ✸✳✶✶✹ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

v1 = v2 = 0 ✭✸✳✶✶✺✮

❙♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ②✐❡❧❞

ω2 − k23 = v0k3 − ωv3 ✭✸✳✶✶✻✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

ω± =
−v3 ±

√
v23 − 4 (−k23 + v0k3)

2
✭✸✳✶✶✼✮

❆s ❛ ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ♣✉t v0 = 0 t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❊q✳ ✸✳✼✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s
❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r r❡♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ✐♥ ❊q✳ ✸✳✼✷✲✸✳✼✸✱ ②✐❡❧❞s

ω̃± =
−1±

√
1 + 4k̃23

2
✭✸✳✶✶✽✮

❲❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ k̃23 ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱
s♦ t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ sq✉❛r❡
♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ω̃2
+ =

1 + k̃23
2

+

√
1 + 4k̃23

2
✭✸✳✶✶✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ω̃2
+ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✼✹✱ ✐❢ ✇❡ s❡t ❝♦sθ = 1✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r

~v ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❜② s✐♠♣❧② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✶✽ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥✿

vg+ =
2k̃3√
1 + 4k̃23

✭✸✳✶✷✵✮

❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹
❲❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡

t❤r❡❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

ω2 − k23 = −v0k3 + ωv3 ✭✸✳✶✷✶✮

−i
(
ω2 − k23

)
= iv0k3 − iωv3 ✭✸✳✶✷✷✮

−v1ω + iv2ω = 0 ✭✸✳✶✷✸✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v1 = v2 = 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ω± =
v3 ±

√
v23 − 4 (−k23 + v0k3)

2
✭✸✳✶✷✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ●r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛ ✇❛✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞✱
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 MHz − 1 GHz t❤❛t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ẑ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ k̃3 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ 10✳

❲❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
❊q✳ ✸✳✼✽ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡r❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛♥❞ s❡t v0 = 0✳
❯♥❞❡r s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②

vg− =
2k̃3√
1 + 4k̃23

✭✸✳✶✷✺✮

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ tr② ❛♥❞ st✉❞② ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ v0 6= 0✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ t♦♦
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❞r❛✇ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛
✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ r❡❛❞s

~̃E = E0 (αx̂+ βŷ + γẑ) ✭✸✳✶✷✻✮

P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❊q✳ ✸✳✸✶ ✇❡ ❣❡t

− i

ω
k23αx̂− i

ω
k23βŷ +

v0
ω
αŷ − v0

ω
βx̂− (βv1ẑ − v1γŷ)− (−v2αẑ − v2γx̂)+

− (v3αŷ − v3βx̂) = −iωαx̂− iωβŷ − iωγẑ ✭✸✳✶✷✼✮

❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

− i

ω
k23α− v0

ω
β + v2γ + v3β = −iωα ✭✸✳✶✷✽✮

− i

ω
k23β +

v0
ω
α+ v1γ − v3α = −iωβ ✭✸✳✶✷✾✮

−βv1 + v2α = −iωγ ✭✸✳✶✸✵✮
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■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ β = 0

v0 = v1 = v3 = 0 ✭✸✳✶✸✶✮

α ∈ R ✭✸✳✶✸✷✮

γ = i
v2
ωα

✭✸✳✶✸✸✮

❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱

ω2 = k23 +
v22
α2

✭✸✳✶✸✹✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❉❘ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❛t ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
t❡♥s♦r ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✹✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❝❛✉❣❤t ❛ ❣❧✐♠♣s❡ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❉❘ ❢♦r v0 6= 0 ❛♥❞ ~k
❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s ✇✐t❤ ♥❡✇ ❡②❡s✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ r❡❛❞s

ω4 −
(
2k23 + v21 + v22 + v23

)
ω2 + 2v0v3k3ω + k43 +

(
v21 + v22 − v20

)
k23 = 0 ✭✸✳✶✸✺✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤❡ t❡r♠
t❤❛t ❝❛✉s❡s ✉s s♦♠❡ tr♦✉❜❧❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❡
✇✐❧❧ ✐♥s♣❡❝t ❝❧♦s❡❧② ❛r❡ v0 ❛♥❞ v3✳
❋✐rst❧② ✇❡ t❛❦❡ v0 6= 0 ❛♥❞ v3 = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ω2 =

(
2k23 + |v|2

)
±
√(

2k23 + |v|2
)2

− 4
(
k43 + |v|2 k23 − v20k

2
3

)

2

⇒ ω̃2 =

(
2k̃23 + 1

)
±
√(

2k̃23 + 1
)2

− 4
(
k̃43 + k̃23 − ṽ20 k̃

2
3

)

2

⇒ ω̃2 =
2k̃23 + 1±

√
1 + 4ṽ20 k̃

2
3

2
✭✸✳✶✸✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡s❝❛❧❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ✉s✉❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②

vg+ =

√
2k̃3


1 +

v0√
1 + 4ṽ20 k̃

2
3




√√√√2k̃23 + 1 +
√
1 + 4ṽ20 k̃

2
3

2

✭✸✳✶✸✼✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ω̃+ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 MHz − 1 GHz✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r
✐♥ t❤❡ ẑ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ k̃3 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1
t♦ 10✳

❋♦r t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
◆❛♠❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ t✐♠❡❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r✱

v20 > |v|2 ⇒ v20

|v|2
> 1 ✭✸✳✶✸✽✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐s

k̃23 = ṽ20 − 1 ✭✸✳✶✸✾✮

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❢♦r s♣❛❝❡❧✐❦❡ ♦r ♥✉❧❧✲❧✐❦❡ ✈❡❝t♦rs✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳
❋♦r t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s

vg− =

√
2k̃3


1− v0√

1 + 4ṽ20 k̃
2
3




√√√√2k̃23 + 1 +−
√
1 + 4ṽ20 k̃

2
3

2

✭✸✳✶✹✵✮

■❢ ✇❡ t❛❦❡ v0 = 0 ✐♥ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❛❞s

ω2 =
2k23 + |v|2 ± |v|2

2
✭✸✳✶✹✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ω̃− ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 MHz − 1 GHz✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r
✐♥ t❤❡ ẑ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ k̃3 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1
t♦ 10✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t ❛❧❧✱ ♦r ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r

ω2 = k23 + |v|2 ✭✸✳✶✹✷✮

❆❣❛✐♥ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ✇❡
s✉❣❣❡st t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❤❡❛❞ t♦ ❙❡❝✳ ✸✳✹ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤②
t❤✐s ♦❝❝✉rs✳

▲✐❦❡ ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❤❡r❡ ✇❡ ✇♦r❦ ♦✉t t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥ t❡r♠ ♦❢ ω✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✶✺✶✱ ✇❡ ✇r✐t❡

2ω2
1,2 = 2k23 + |v|2 ± |v|2

√
1 + 4

v20

|v|4
k23 ✭✸✳✶✹✸✮

❍♦✇❡✈❡r✱ k3 ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ s♠❛❧❧ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡

❛♥❞ vµ ✐s s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
v20

|v|4
≪ 1✳ ❚❤✉s✱

2ω2
1,2 ∼ 2k23 + |v|2 ± |v|2

(
1 + 2

v20

|v|4
k23

)
✭✸✳✶✹✹✮

❙♦

ω1,2 =

[
k23 +

|v|2
2

±
(
|v|2
2

+
v20

|v|2
k23

)] 1
2

=

[(
1± v20

|v|2

)
k23 +

|v|2
2

± |v|2
2

] 1
2

✭✸✳✶✹✺✮
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❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❊✐t❤❡r

ω1 =
(
β2
1k

2
3 + |v|2

) 1
2

(
β1 = 1 +

v20

|v|2

)
✭✸✳✶✹✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r v ❛❝t✐♥❣✱ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❛s
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♦r

ω2 = β2k3

(
β2 = 1− v20

|v|2

)
✭✸✳✶✹✼✮

✇✐t❤ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤✐s ♥❛t✉r❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐❢ ✇❡ s❡t v0 = 0 s♦
t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐t✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡s❡ ω✬s✳ ❋r♦♠ ❊q✳
✸✳✶✹✹ k3 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

k3 =
ω

β1

(
1− |v|2

ω2

) 1
2

✭✸✳✶✹✽✮

t❤✉s✱

vg1 =
dω1

dk3
=
β2
1k3
ω

= β1

(
1− |v|2

ω2

) 1
2

∼ β1

(
1− |v|2

2ω2

)
✭✸✳✶✹✾✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

vg2 = 1− v20

|v|2
✭✸✳✶✺✵✮

❲❡ ♠✉st ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐❢ ✇❡ s❡t v0 = 0 t♦ ❊q✳✸✳✾✽✱✸✳✾✾✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ θ = π/2✱ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❢r♦♥t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❋❏ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♥♦t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦t❛❧❧② tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ s♦♠❡ ✈❡r②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❊q✳ ✸✳✶✹✾ ✐s ♥❡✈❡r s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ vµ ✐s s♣❛❝❡❧✐❦❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ β1 = 1 +
v20

|v|2
✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t ❊q✳ ✸✳✶✺✵ ✐s✳ ❚❤❛t

❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r
√
2ω > |v|2

(
1 +

v20

|v|2

) 1
2

✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ ✇❡

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t v0 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❖♥❧② s❡tt✐♥❣ ✐t t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s✳

■❢ ✇❡ t❛❦❡ v0 = 0 ❛♥❞ v3 6= 0✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ❉❘ r❡❛❞s✱
❝❛❧❧✐♥❣ v21 + v22 = |α|2

ω4 −
(
2k23 + |v|2

)
ω2 + k43 + |α|2 k23 = 0 ✭✸✳✶✺✶✮
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❙♦

ω2
± =

(
2k23 + |v|2

)
±
√(

2k23 + |v|2
)2

− 4
(
k43 + |α|2 k23

)

2

⇒ ω̃2 =
2k̃23 + 1±

√
1 + 4ṽ23 k̃

2
3

2
✭✸✳✶✺✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ v0 6= 0 ❛♥❞ v3 = 0 ❤♦❧❞✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡

♠♦st ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐t ②✐❡❧❞s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r vµ ✐s
❧✐❣❤t❧✐❦❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ k3 = v3 ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ω ✐♥ t❤❡
❉❘ ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t❤r❡❡ ③❡r♦s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ α✱ β✱ γ ❛♥❞
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿

α+ β + γ = 0 ✭✸✳✶✺✸✮

αβ + βγ + γα = −2k23 − |v|2 ✭✸✳✶✺✹✮

αβγ = −2v0v
2
3 ✭✸✳✶✺✺✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α = a ∈ R ❛♥❞ γ = β∗✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

β = b+ ic ⇒ γ = b− ic ✭✸✳✶✺✻✮

❙♦ t❤❡ s②st❡♠ t✉r♥s ✐♥t♦

a+ 2b = 0 ✭✸✳✶✺✼✮

−4b+ b2 + c2 = −2k23 − |v|2 ✭✸✳✶✺✽✮

a
(
b2 + c2

)
= −2v0v

2
3 ✭✸✳✶✺✾✮

❋r♦♠ t❤❡ ❊q ✸✳✶✺✽ ✇❡ ❣❡t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t b = c

b =

√
2k23 + |v|2 ✭✸✳✶✻✵✮

■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐t s❤♦✇s ✐s t❤❛t✱ ❢♦r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✸✳✸✳✷ ❈❧❛ss ✸

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❘ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

ω2 − (1 + ρ+ σ)
2
k2 = 0 ✭✸✳✶✻✶✮



✶✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ P❍❖❚❖◆ ▼❆❙❙

✇❤❡r❡

ρ =
1

2
K̃α

α ✭✸✳✶✻✷✮

σ2 =
1

2
K̃αβK̃

αβ − ρ2 ✭✸✳✶✻✸✮

K̃αβ = tαβtµν
pµpν

|k|2
✭✸✳✶✻✹✮

tµν ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❙❯❙❨ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡♥s♦r✳ ■t ✐s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ❢♦r s✉❝❤
❛ t❡♥s♦r✱ ♦♥❧② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♦♥❡s ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ t❛❝❤✐♦♥s ❛♥❞ ❣❤♦sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✻✹ ✇❡
❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ij ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

K̃ij = tijtmn pmpn

|k|2
= tijtmn kmkn

|k|2
✭✸✳✶✻✺✮

❜❡❝❛✉s❡ pµ =
(
ω,~k

)
✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❡♥s♦r t ✐s ❛❧✇❛②s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡
✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡♥s♦r ✐s ❛
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❊q✳ ✸✳✶✻✺ ❜❡❝♦♠❡s

K̃ij = t2δijδmn kmkn

|k|2
= t2δij ✭✸✳✶✻✻✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ ρ ❛♥❞ σ ❞♦♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ~k ♦r ω✳ ❚❤✉s t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐♥
❢r♦♥t ♦❢ k2 ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✻✶ ❝❛rr✐❡s ♥♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤♦s❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

n = (1 + ρ+ σ)
−1 ✭✸✳✶✻✼✮

❆ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ tij t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛❝❡❧❡ss✱
❜✉t ♥♦t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

tij = tiδ
ij ✭✸✳✶✻✽✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ♦♥❝❡✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ✉s❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ✐♥❞❡①❡s s✉♠♠❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❊q✳ ✸✳✶✻✺❝❛♥
❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

K̃ij = tiδ
ij

(
tmδ

mn kmkn

|k|2

)
✭✸✳✶✻✾✮

❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤❡ ♣❛rt ✇✐t❤✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐s

1

|k|2




t1 0 0
0 t2 0
0 0 t3






p21 p1p2 p1p3
p2p1 p22 p2p3
p3p1 p3p2 p23


 =

t1k
2
1

|k|2
+
t2k

2
2

|k|2
+
t3k

2
3

|k|2
:= P

✭✸✳✶✼✵✮
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◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✶✻✷✱ ❊q✳ ✸✳✶✻✸ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦

σ2 =
1

2
tr
(
K̃2
)
−
(
1

2
trK̃

)2

✭✸✳✶✼✶✮

❇❡✐♥❣ K̃ tr❛❝❡❧❡ss✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡
✜rst ♦♥❡✳

tr
(
K̃2
)
= P 2tr

(
tijt

jk
)
= P 2

(
t21 + t22 + t23

)
✭✸✳✶✼✷✮

❙♦
σ = P

√
t21 + t22 + t23 := P F ✭✸✳✶✼✸✮

❛♥❞ ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❉❘✱ ✇❡ ❣❡t

ω2 − [1 + F · P ]2 |k|2

= ω2 − F 2

[
1

F
+

(
t1k

2
1

|k|2
+
t2k

2
2

|k|2
+
t3k

2
3

|k|2

)]2
|k|2

= ω2 − F 2

|k|4

[
|k|2
F

+
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)
]2

|k|2 = 0

⇒ ω2 =
F 2

|k|2

[
|k|2
F

+
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)
]

✭✸✳✶✼✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱

ω = |k|+ F

|k|
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)
✭✸✳✶✼✺✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❉❘✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜r❡❛❦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♠✉st ❞❡r✐✈❡ s✉❝❤ ❛ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
k1 ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❛❞s

vg1 =
dω

dk1
=

dω

d |k|
d |k|
dk1

✭✸✳✶✼✻✮

=

[
1 +

d

d |k|
F

|k|
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)]
· d
√
k21 + k22 + k23
dk1

=

[
1− F

|k|2
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)
]
k1
|k|

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t k2 = k3 = 0, ❤❡♥❝❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✿

vg1 = 1− F t1 ✭✸✳✶✼✼✮

❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ tij ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜✉t ♥♦t tr❛❝❡❧❡ss✳ ■♥
t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥s✐❞❡ ❊q✳ ✸✳✶✼✶ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤✳ ❇✉t

1

2
trK̃ =

1

2
P (t1 + t2 + t3) ✭✸✳✶✼✽✮
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s♦ ❊q✳ ✸✳✶✼✶ ❜❡❝♦♠❡s

σ2 =
F 2P 2

2
− P 2

4
(t1 + t2 + t3)

2 ✭✸✳✶✼✾✮

=

[
F 2

2
− (t1 + t2 + t3)

4

]
P 2 ✭✸✳✶✽✵✮

❚❤❡ ❉❘ ✐s
ω = (1 + ρ+ σ) |k| ✭✸✳✶✽✶✮

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱

ω =

{
1 +

P

2
(t1 + t2 + t3) +

[
F 2

2
− (t1 + t2 + t3)

4

] 1
2

P

}
|k|

=

{
1 +

[
t1 + t2 + t3

2
+

(
F 2

2
− t1 + t2 + t3

4

) 1
2

]
P

}
|k|

:= (1 + C · P ) |k| ✭✸✳✶✽✷✮

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t ✐s tr❛❝❡✲
❧❡ss✱ ❥✉st ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❢❛❝t♦r P ✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s

vg1 =
d {(1 + C · P ) |k|}

d |k|
d
√
k21 + k22 + k23
dk1

=

{
1 +

d

d |k|

[
C

|k|
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)]} k1
|k|

=

[
1− C

|k|2
(
t1k

2
1 + t2k

2
2 + t3k

2
3

)
]
k1
|k| ✭✸✳✶✽✸✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ t❤♦✉❣❤✳ ❲❡ ❞♦♥✬t ✉s✉❛❧❧②
♠❡❛s✉r❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙♦✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡
❝♦✉❧❞✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳
❯s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡ ❤❛✈❡

k1 = |k| s✐♥θ❝♦sϕ ✭✸✳✶✽✹✮

k2 = |k| s✐♥θs✐♥ϕ ✭✸✳✶✽✺✮

k3 = |k| ❝♦sθ ✭✸✳✶✽✻✮

❙♦

vg1 =
[
1− C

(
t1s✐♥2θ❝♦s2ϕ+ t2s✐♥2θs✐♥2ϕ+ t3❝♦s2θ

)]
s✐♥θ❝♦sϕ := A · s✐♥θ❝♦sϕ

✭✸✳✶✽✼✮
▲✐❦❡✇✐s❡

vg2 = A · s✐♥θs✐♥ϕ ✭✸✳✶✽✽✮

vg3 = A · ❝♦sθ ✭✸✳✶✽✾✮
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❍❡♥❝❡

vg =
[
1− C

(
t1s✐♥2θ❝♦s2ϕ+ t2s✐♥2θs✐♥2ϕ+ t3❝♦s2θ

)]
✭✸✳✶✾✵✮

❲❡ s❡❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜✉t ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t✐♥② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐❣❤t s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ti ❛r❡
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ P❧❛♥❦ ❡♥❡r❣②✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r②
s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸✳✸✳✸ ❈❧❛ss ✹

❋♦r ❈❧❛ss ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❘✳

bχk4 −
(
bχαβkαkβ + 1

)
k2 + 3aχαβkαkβ = 0 ✭✸✳✶✾✶✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❢♦r ❈❧❛ss ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r χαβ ✐s s②♠♠❡t✲
r✐❝✳ ❙♦ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ ✐t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡
r❡❛s♦♥s

χ = χ1 + χ2 + χ3 ✭✸✳✶✾✷✮

χij = χiδij ✭✸✳✶✾✸✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ i ✐♥❞❡① ✐s ♥♦t s✉♠♠❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t❤❛t

χαβkαkβ = χ1k
2
1 + χ2k

2
2 + χ3k

2
3 := D ✭✸✳✶✾✹✮

❲❡ ❣❡t

bχk4 − (bD + 1) k2 + 3aD = 0

⇒ bχ
(
ω2 − |k|2

)2
− (bD + 1)

(
ω2 − |k|2

)
+ aD = 0 ✭✸✳✶✾✺✮

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ω✱

bχ
(
ω4 − 2ω2 |k|2 + |k|4

)
− (bD + 1)ω2 + (bD + 1) |k|2 + 3aD = 0

bχω4 −
(
bD + 1 + 2bχ |k|2

)
ω2 +

[
bχ |k|4 + (bD + 1) |k|2 + 3aD

]
= 0 ✭✸✳✶✾✻✮

❈❛❧❧✐♥❣ Ω = ω2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s

Ω+ =

(
bD + 1 + 2bχ |k|2

)

2bχ
✭✸✳✶✾✼✮

+

√(
−bD − 1− 2bχ |k|2

)2
− 4bχ

[
bχ |k|4 + (bD + 1) |k|2 + 3aD

]

2bχ

Ω− =

(
bD + 1 + 2 |k|2

)

2bχ
✭✸✳✶✾✽✮

−

√(
−bD − 1− 2bχ |k|2

)2
− 4bχ

[
bχ |k|4 + (bD + 1) |k|2 + 3aD

]

2bχ
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❙♦

ω+ =

√√√√
(
bD + 1 + 2 |k|2

)

2bχ
✭✸✳✶✾✾✮

+

√(
−bD − 1− 2bχ |k|2

)2
− 4bχ

[
bχ |k|4 + (bD + 1) |k|2 + 3aD

]

2bχ

ω− =

√√√√
(
bD + 1 + 2 |k|2

)

2bχ
✭✸✳✷✵✵✮

−

√(
−bD − 1− 2bχ |k|2

)2
− 4bχ

[
bχ |k|4 + (bD + 1) |k|2 + 3aD

]

2bχ

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r D ❜r❡❛❦s t❤❡ ✐s♦tr♦♣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠✉st ❧♦♦❦ ❢♦r ❛
❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✼✻

vg1 =
1

2ω±
· dΩ±
dk1

=
1

2ω±
· dΩ±
d |k| ·

d |k|
dk1

=
k1

2ω± |k| ·
dΩ±
d |k| ✭✸✳✷✵✶✮

❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦✉r ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

vg1 =
k1

2ω± |k| ·
2 |k| ·

(
1± (bD+1+2|k|2)·(bχ−1)

√

(bD+1+2|k|2)2−4bχ[|k|4+(bD+1)|k|2+3aD]

)

bχ
✭✸✳✷✵✷✮

❚❤✐s r❡s✉❧t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦r❞❡r t♦ ♦r❞❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♠✉st
❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ③❡r♦
✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✾✺ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ω(0) = |k|✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦♥❡✱ ✐♥ t❤❡ i ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡❛❞s
✐♥st❡❛❞

bω4 − b
(
k2i + 2 |k|2

)
ω2 + b |k|4 + bk2i |k|2 + 3ak2i = 0 ✭✸✳✷✵✸✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ω(0) = |k| s♦ ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ 3ak2i = 0✳
❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

vgx =
k1
|k| − a

χ1k
2
1 + χ2k

2
2 + χ3k

2
3

k3
✭✸✳✷✵✹✮

❆s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r ❈❧❛ss ✷✱ ✇❡ ♠✉st r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥
♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❡♣s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♦✉t❧✐♥❡❞✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥

vg = 1− a
(
χ1s✐♥2θ❝♦s2ϕ+ χ2s✐♥2θs✐♥2ϕ+ χ3❝♦s2θ

)
✭✸✳✷✵✺✮
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✸✳✹ ❆ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ t❡r♠
❢r♦♠ t❤❡ ❈❛rr♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♠❛ss ❢♦r t❤❡
♣❤♦t♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♠❛ss ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱
♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r vµ✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t
✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❘ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞
✜❡❧❞s✳

◆♦✇ ✇❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❈❋❏ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊q✳ ✸✳✶✾ tr②✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ ✐t ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

L =
1

2

(
E2 −B2

)
+ v0 ~A · ~B −

(
~v · ~B

)
φ− ~v ·

(
~A× ~̇A

)
− ~v ·

(
~A× ~∇φ

)
✭✸✳✷✵✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞

ǫ0ijkv0Ai∂jAk = ǫijkv0 ~A · ~B ✭✸✳✷✵✼✮

ǫi0jkviA0∂jAk = −φǫijkvi∂jAk ✭✸✳✷✵✽✮

ǫij0kviAj∂0Ak = −ǫijkviAj∂0Ak ✭✸✳✷✵✾✮

ǫijk0viAj∂kA0 = −ǫijkviAj∂kφ ✭✸✳✷✶✵✮

❲❡ ❝❛♥ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ✇r✐t❡

L =
1

2

(
~∇φ+ ~̇A

)2
− 1

2

(
~∇× ~A

)2
+ v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
✭✸✳✷✶✶✮

−φ~v ·
(
~∇× ~A

)
− ~v ·

(
~A× ~̇A

)
−
(
~v × ~A

)
· ~∇φ

❋✉rt❤❡r♠♦r❡

φ~v ·
(
~∇× ~A

)
= φviǫijk∂jAk

= ∂j (viǫijkφAk)− viǫijk (∂jφ)Ak

= ~∇φ ·
(
~v × ~A

)
✭✸✳✷✶✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❜♦✉♥❞✲
❛r② t❡r♠ t❤❛t ✈❛♥✐s❤❡s ✉♣♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❙♦ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t

L =
1

2

(
~∇φ+ ~̇A

)2
− 1

2

(
~∇× ~A

)2
+v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
−2~∇φ ·

(
~v × ~A

)
−~v ·

(
~A× ~̇A

)

✭✸✳✷✶✸✮
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t φ ❛❧✇❛②s ❛♣♣❡❛rs t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ~∇φ ✐s t❤❡ tr✉❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t✐♠❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ❤❛s ♥♦ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ♣❧❛②s t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳

❲❡ ❝❛❧❧
~∇φ = ~S ✭✸✳✷✶✹✮
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t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❈❋❏ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s

L =
1

2

(
~S + ~̇A− 2~v × ~A

)2
− 2

(
~v × ~A

)2
+ 2 ~̇A ·

(
~v · ~A

)
✭✸✳✷✶✺✮

−1

2

(
~∇× ~A

)2
+ v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
− ~v ·

(
~A× ~̇A

)

❉❡✜♥✐♥❣ χ ❛s

χ = ~S + ~̇A− 2~v × ~A ✭✸✳✷✶✻✮

✇❡ ❣❡t

L =
1

2
χ2 − 2

(
~v × ~A

)2
+ ~v ·

(
~A× ~̇A

)
− 1

2

(
~∇× ~A

)2
+ v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
✭✸✳✷✶✼✮

P❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

χ = 0 ✭✸✳✷✶✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ χ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋❏ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

L = ~v ·
(
~A× ~̇A

)
− 2

(
~v × ~A

)2
− 1

2

(
~∇× ~A

)2
+ v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
✭✸✳✷✶✾✮

❲❡ ♥♦t✐❝❡ ♥♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ~A ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❲❡ ✇r✐t❡

(
~v × ~A

)2
= ǫijkǫimnvjAkvmAn

= (δjmδkn − δjnδkm) vjAkvmAn

=
(
|~v|2 δkn − vkvn

)
AkAn ✭✸✳✷✷✵✮

❙♦

L = ~v ·
(
~A× ~̇A

)
− 2Mkn (~v)AkAn − 1

2

(
~∇× ~A

)2
+ v0 ~A ·

(
~∇× ~A

)
✭✸✳✷✷✶✮

✇❤❡r❡
Mkn (~v) = |~v|2 δkn − vkvn ✭✸✳✷✷✷✮

❚❤✐s ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❊✈❡r② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✿

−2Mkn (~v)AkAn = −2ATMA

= −2ATRTRMRTRA ✭✸✳✷✷✸✮

✇✐t❤ R ∈ SO (3) s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ M ❛♥❞ AT ❜❡✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧

M̃ = RMRT =




m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3


 ✭✸✳✷✷✹✮
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❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

❞❡tM̃ = 0 ⇒ m1 = 0 ✭✸✳✷✷✺✮

❚rM̃ = m1 +m2 +m3 ⇒ m1 = m2 = |~v|2 ✭✸✳✷✷✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t❡r♠
ÃiM̃ijÃj = |~v|2 Ã2

2 + |~v|2 Ã2
3 ✭✸✳✷✷✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ t❡r♠ ❛s ✇❡ ✇❛♥t❡❞✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss
✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ~v ❥✉st ❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ k3 ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ♣❤♦t♦♥s
❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ t♦ ❛ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
♦r ❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭s❡❡ ❬✷❪ ❢♦r s♦♠❡ ✐❞❡❛s✮✳ ■t ✐s ♦✉r ❜❡❧✐❡❢
t❤❛t ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ t❛s❦ t❤❛t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠✉st
❝❤❛r❣❡ ✐ts❡❧❢ ♦❢ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr✉❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② s❝r❛t❝❤❡❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜✉t ✐♥t❡♥❞ t♦ ❝❛rr② ♦♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s✉♣❡rs②♠♠❡t✲
r✐❝ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙▼✳ ■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❬✶✹✶✱✶✹✸✱✶✾✷✱✶✾✺❪ t❤❛t
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ②✐❡❧❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡♠ ❤❛❞
♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ✇❛s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❉❘ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
t❤❛t ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ②❡t ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t
t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠❛♥② t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r❡t❡♥s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣
❝♦✈❡r❡❞ t❤❡♠ ❛❧❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❝♦✈❡r ❜♦t❤ t❤❡ ❈P❚✲❡✈❡♥ ❛♥❞
❈P❚✲♦❞❞ s❡❝t♦r✳ ■t ✐s ♦✉r ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts ♥❛t✉r❡
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❛♥ ♦❞❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s❡❝t♦rs ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❛t ❛❧❧ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ♠❛❥♦r q✉❡st✐♦♥
r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❜♦t❤
s❡❝t♦rs✱ ❤♦✇ ✇♦✉❧❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❥♦✐♥t t❤❡♦r② ♣r♦♣❛❣❛t❡s❄ ❲♦✉❧❞
t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❄ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞
❛ ✈❡r② st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❖✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❇♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❈P❚✲
❡✈❡♥ ❛♥❞ ❈P❚✲♦❞❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡
♣❤♦t✐♥♦ s❡❝t♦r ✐s ❧❡❢t ✉♥t♦✉❝❤❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤✐s s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝
♣❛rt♥❡r ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✳ ❲❡ ♠✉st ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥
❛ ❙❯❙❨ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❡✈❡r② ❜♦s♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣❛rt♥❡r✳
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❚❤❡s❡ ♣❛rt♥❡rs ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ②❡t✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡✐r r♦❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜✉t ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✈✐s✐❜❧❡✳

❋♦r t❤❡ ❈P❚✲❡✈❡♥ s❡❝t♦r✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ kF ✲t❡r♠ ♠♦❞❡❧ ❬✶✹✸❪✳ ❋r♦♠ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡♥s♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❡r♠ ✐♥
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ st❡♣ ❜② st❡♣✱ tr②✐♥❣ t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ✈❡r②
s♣❡❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ t❡♥s♦r t♦ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡✳ ■❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡♥s♦r ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❑r♦❡♥❡❦❡r✬s ❞❡❧t❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s t❤❡
✈❛❝✉✉♠ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ❜✉t ♥♦t
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r t❤❡ t✐♠❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
✇❡ ❞♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝t✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡♥s♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤
❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❣♦❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
sq✉❛r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
▲♦r❡♥t③ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ s❡❡ ❛t ♦✉r ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
▲❙❱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ❤♦❧❞s
✈❡r② ✇❡❧❧✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦♥✬t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t s♣❡❡❞ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✱ t♦♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ s❡❡ t❤❛t
s✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳

❋♦r t❤❡ ❈P❚✲♦❞❞ s❡❝t♦r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐③❡❞ ❈❛rr♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇
♠♦❞❡❧ ❬✶✹✶✱✶✹✸❪✳ ❋♦r t❤❡ ❈❋❏ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ▲❙❱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✹✲✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡♥ t♦ s❡t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ③❡r♦ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r❧✉♠✐✲
♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡①✳
❚❤❛t✬s ✇❤② ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♥♦t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
❧✐❣❤t✱ ❜✉t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❝♦♠✐♥❣ t♦ ✉s ❢r♦♠ ❛ ❞✐st❛♥t s♦✉r❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❤❛s ❛
1

ω2
❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❥✉st ❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ ❝❛s❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ✇❤❛t

❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠❛ss ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤♦✉❣❤✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✐t ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛ss
✈❛❧✉❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r✳ ❆
r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❬✶✾✼❪ s❡ts ✐t t♦ 10−19 eV ✳ ❚❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
10−55 kg✱ ♦♥❧② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛
●r♦✉♣ ❧✐♠✐t ❬✹✼❪✳

❍❛✈✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ t✇♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❈❋❏✲♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ✐♥t❡r✲
♣r❡t t❤❡♠ ❛s s♣❡❡❞s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ t♦ ❛ r❛t❤❡r ✉♥✉s✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
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♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ✐♥ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r s❛❦❡
♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❦❡♣t ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧s♦ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✭✉♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡
❞❡❧❛②✮ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t ③❡r♦✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣
✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉❘✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛♥❛❧②③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✱ ❞r❛✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ✇❛✈❡ t❤❛t ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐✲
❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❆ st✉❞② ♦♥ t❤❡ t❤❡s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❈P❚✲♦❞❞ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠❛ss✐✈❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡
tr✐❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧②✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ ✐t ✐♥ ❛ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥♦t ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❛ t❡r♠ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ ♠❛ss ❛r✐s❡s✱ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❧❛②✐♥❣
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
♣❡❝✉❧✐❛r ❝❛s❡s ✇❡ ❤❛❞ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥ ♦❢ ✇❤②
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r✳
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■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t
♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ②❡❛rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♥♦t ❛❧❧
t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❙♦♠❡✱ ❡✳ ❣✳ ❬✹✺✱✹✻✱✹✾✕✺✶❪✱ r❡❧② ❤❡❛✈✐❧②
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛ ✷✵✶✵ r❡✈✐❡✇✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛✣r♠ ❬✷❪ ✿

✏◗✉♦t❡❞ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❧✐♠✐ts ❤❛✈❡ ❛t t✐♠❡s ❜❡❡♥ ♦✈❡r❧② ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♥ t❤❡
str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❤❛♣s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦
❛ss❡rt t♦♦ str♦♥❣❧② s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ✬❦♥♦✇s✬ t♦ ❜❡ tr✉❡✳✑

❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ♠♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛♥❞ s♦❧✐❞
✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ ❊❙❆ ❈❧✉st❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛ ❬✹✽❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ q✉❡st t♦ ✜♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡
♠❡❛♥s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ✐s ♦♥❣♦✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✐♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❋❛st ❘❛❞✐♦
❇✉rsts ✭❋❘❇s✮✳

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝r❡ts q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡ ✈ér✐✲
t❛❜❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▼❛❧❣ré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r
✜①❡r ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ très ❤❛✉t❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❛str♦♥♦♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡
❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦rté ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❖▲❋❆❘ ❡t s❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳

◆♦s rés✉❧t❛ts s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ ✉♥ ❋❛st
❘❛❞✐♦ ❇✉rst ✭❋❘❇✮ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❧✬❤é❜❡r❣❡❛♥t
❛ été ❞ét❡r♠✐♥é ❡t q✉✐ ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ z = 0.492 ± 0.008 ❬✷✵✵❪✳ ▲❡s ❋❘❇s s♦♥t
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s✳
▲❡✉rs ♥♦♠s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s très ❝♦✉rt❡s ♣✉❧s❛t✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s
r❛❞✐♦✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ♦♥t été ♠❡s✉ré❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡

✶✶✶
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❧❡s r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❋❘❇ ❛
été ❞ét❡❝té ❡♥ ✷✵✵✼ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✐①✲s❡♣t ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♦♥t été ❡♥r❡❣✐strés ❬✷✵✶❪✳
◆♦✉s ✐❣♥♦r♦♥s q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡s ❋❘❇✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s❡ ré♣ét❛✐❡♥t ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥❡ s❡ ❞étr✉✐s❡♥t ♣❛s ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❛
♣✉❧s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✐❣♥♦r♦♥s ♦ù
s❡ s✐t✉❡♥t ❧❡s ❋❘❇✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ❛str♦♥♦♠✐❡ q✉❛♥❞ ❧❡s ♦❜❥❡ts
s♦♥t tr♦♣ ❧♦✐♥ ♦✉ ♣❛s ❛ss❡③ st❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r
❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❯♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❡st ❧❛ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❉▼✮✱ q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉q✉❡❧ ✐❧ s❡ ♣r♦♣❛❣❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs s✉✐✈✐
♣❛r ❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❛ s♦✉r❝❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r♠

DM =

ˆ O

S

nedl ✭✹✳✶✮

♦ù ❧❡s ✐♥❞❡① S ❡t O ❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
ne ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é❧❡❝tr♦♥ ❧✐❜r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t dl ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✐❣♥❡✳✳

▲❛ ❉▼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s à ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❛rr✐✈❡♥t à ♥♦✉s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ♣❧❛s♠❛
❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s s♦♥t ✐♥❡①♣❧✐❝❛❜❧❡s ❬✷✵✷❪✳ P❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t✱ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❉▼ ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é s♦✐t ❛✉① ❡✛❡ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡ s♦✐t ❛✉ ▼✐❧✐❡✉ ■♥t❡r❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭■●▼✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s
❧❡s ❡✛❡ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐❞é❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡t
❡①❝ès ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ ♠❛ss✐✈❡té ❞✉ ♣❤♦t♦♥✳ ❈♦♠♠❡
♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥✲
t❡r r❡♣♦s❡ s✉r ❝♦♠♠❡♥t ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✐❢ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧✬■●▼✳

P♦✉r ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❤♦t♦♥s é♠✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡sν1 =
1.2 GHz ❡t ν2 = 1.5 GHz r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡st ∼ 0.8 s✳ ▲❡ r❡t❛r❞ ❡st r❡❧✐é ❛✉
❉▼ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∆tDM
12 =

e2

2πme

ˆ

ne

ν2
dl =

e2

2πme

1

ν2
DM ✭✹✳✷✮

= 415
( ν

1GHz

)−2 DM

105pc cm−3
s ✭✹✳✸✮

♦ù e ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ me ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✱ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♦♥t été
é❝r✐t❡s ❡♥ GHz ❡t ❧❡ DM ❛ ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ pc cm−3✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱
❧❡ ❉▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ r❡t❛r❞ ♠❡s✉ré ❡st ❬✷✵✵❪

DMFRB150418 = 776.2(5) cm−3pc ✭✹✳✹✮

❚▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❤ôt❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t à ∼
37 cm−3pc❀ ❝❡❧❧❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❱♦✐❡ ▲❛❝té❡ ❡st ∼ 219 cm−3pc✳ ❊♥ s♦✉str❛②❛♥t ❝❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡

DMIGM ∼ 520(138) cm−3pc ✭✹✳✺✮
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▲❡s s♦✉r❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ◆❊✷✵✵✶ ♣♦✉r ❧❛ ❱♦✐❡ ▲❛❝té❡ ❬✷✵✸❪ ✭❞♦♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s♦♥t ♠♦♥tré❡s
❡♥ ❬✷✵✹❪✮ ❡t✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞❡ ❧✬■●▼✳

❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡Λ❈❉▼✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ■●▼ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❉▼ ❡st

DMIGM =

ˆ z

0

dz′
ne (z

′)

(1 + z′)
√

Ωm (1 + z)
3
+ΩΛ

✭✹✳✻✮

=
3H0ΩIGM

8πmp

He (z) ✭✹✳✼✮

♦ù z❡st ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ❝♦s♠✐q✉❡✱ Ωm ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡
♠❛t✐èr❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ΩΛ ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s✲
♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ΩIGM ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♦♥✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❛r②♦♥✐q✉❡s
❞❛♥s ❧✬■●▼✱mP ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣r♦t♦♥✱ H0 ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❛✉ t❡♠♣s
♣rés❡♥t ❡t

He (z) =

ˆ z

0

(1 + z′) dz′√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ

✭✹✳✽✮

■♥ ❬✷✵✵❪✱ ❊qs✳ ✹✳✺ ❡t ✹✳✼ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ΩIGM ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ΩIGM = 0.041 ± 0.002 ❬✷✵✺❪✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t

ΩIGM = 0.049± 0.013 ✭✹✳✾✮

❈❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ♠❛✐s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❬✷✵✺❪✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❤é❜❡r❣❡r ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✐❢✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ❡st

∆tmγ
=

m2
γ

2H0
F (E1, E2) Hγ (z) ✭✹✳✶✵✮

Hγ (z) =

ˆ z

0

dz′

(1 + z′)2
√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ

✭✹✳✶✶✮

F (E1, E2) =

(
1

E2
1

− 1

E2
2

)
✭✹✳✶✷✮

Pr❡♥❛♥t ❛✉ss✐ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞û à ❧❛ ♠❛ss✐✈❡té ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
é❝r✐r❡

∆tFRB
12 =

m2
γ

2H0
F (E1, E2) Hγ (z) + ∆tDM

12 ✭✹✳✶✸✮

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡

mγ =
(
1.05 · 10−14eV s−

1
2

)√ h0
FGHzHγ

(
∆tFRB

12 −∆tDM
12

)
✭✹✳✶✹✮
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♦ù h0 ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ❡t FGHz = F

(
E1

1GHz
,

E2

1GHz

)
✳ ❊q✳

✹✳✶✹ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✜①❡r ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠❛ss❡
❞✉ ♣❤♦t♦♥✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t
❧❡ r❡t❛r❞ à ❧❛ ♠❛ss✐✈❡té ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ✜①❛♥t ∆tDM

12 = 0✳ P♦✉r ❧❡
❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

mγ < 4.6 · 10−50 kg ✭✹✳✶✺✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡
♥é❣❧✐❣❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬■●▼✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡st
❞✬❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡ ΩIGM ❡♥tr❡ ❬✷✵✵❪ ❡t ❬✷✵✺❪ à
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

mγ < 3.2 · 10−50kg ✭✹✳✶✻✮

❈❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s♦♥t à ✾✺✪ ❈▲✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡
2σ✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥✈❛✐♥❝✉s q✉❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥❞✉❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s r♦✲
❜✉st❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞❡ ❧✬■●▼ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ s✉r
❧❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡DMIGM ✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ♥♦tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥
❡st✐♠❛t❡✉r s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐✳ ❈♦♠♠❡ ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉▼ ✈❡♥❛♥t
❞❡s ❡✛❡ts à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
t♦✉s ❧❡s ❋❘❇ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✉t♦✉r ❞✬❡✉①✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞é♣❡♥❞r❛
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥ ❡t✱ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ χ2 ♦♥
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r mγ ✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❛tt✐r❡r ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❤♦t♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✐✛ér❡♥t❡ ❡st ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ àν2 ❡t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à
❧❛ ♠❛ss❡ mγ ✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① à ❜❛ss❡
❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡✱ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♣t❡s
à t❡st❡r ❧❛ ♠❛ss✐✈❡té ❞✉ ♣❤♦t♦♥✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡
✈❡♥❛♥t ❞❡s ●❛♠♠❛ ❘❛② ❇✉rsts ✭●❘❇s✮ ♦✉ ❆❝t✐✈❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ◆✉❝❧❡✐ ✭❆●◆s✮
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ mγ ❧♦rsq✉❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ❡①♣ér✐✲
❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s✱ ❡✳❣✳✱ s✉r ❧❡ ✈❡♥t s♦❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t ❞❡s t❡sts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✈✐❛ ❞❡s ♥❛♥♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s à ❜❛s ♣r✐① ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✳ ❚♦✉s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ♦♥t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❛♣♣❡❧é❡
❢réq✉❡♥❝❡ ♣❧❛s♠❛✮ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ré✢é❝❤✐ ❡t✱ ❞♦♥❝✱ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s s❡ ♣r♦♣❛❣❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❛t♠♦s♣❤èr❡



✶✶✺

❝❛✉s❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬■●▼ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❧❛s♠❛✱ ♠❛✐s s❛ ✈❛❧❡✉r
❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳

❏✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s r❡st❡♥t ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❝♦✉t❡✉① ❛✈❡❝ ✉♥❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥ç✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r s❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r
✉♥ ♠❛r❝❤é ❞❡ ♥✐❝❤❡ ♣♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s ♣r✐①✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♥t✐♦♥♥é✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r❡✐❧s✱ q✉✐✱
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés q✉✬✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ✉s✉❡❧✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✳
P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❖▲❋❆❘✱ ❞♦♥t ❧❡s ♥❛♥♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s
s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❡♥ ❡ss❛✐♠✳

◆♦✉s rés✉♠♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❝❡t ❡s✲
s❛✐♠✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✿

✶✳ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✿ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♥❛♥♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✑✉♥✐té
♠èr❡✑ q✉✐ ♦r❣❛♥✐s❡ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♦✉ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❀ ❞❡
♣❧✉s✱ ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s s♦♥t t♦✉s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♠ê♠❡s tâ❝❤❡s ✭❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s ✿ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❝♦s♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞és✐❣♥é❡✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞✐str✐❜✉é❡ ❡t ❡♥✈♦✐ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s ✈❡rs ❧❛ ❚❡rr❡✮ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛♥♥❡
❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❛r❡✐❧s ♥❡ ❝♦♠♣r♦♠❡ttr❛✐t ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧❀

✷✳ ♦r❜✐t❡ ❡t ❧❛♥❝❡♠❡♥t ✿ ❖▲❋❆❘ s❡ ♣❧❛❝❡r❛ ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ▲✉♥❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❧❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ t✐r❛♥t
♣❛rt✐ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❡♥✈♦②és s✉r ❧✬♦r❜✐t❡ t❡rr❡str❡✱ ❛♣rès✱ ❧❛
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ s❡r❛✐t ❛tt❡✐♥t❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠✐❝r♦✲♣r♦♣✉❧s✐♦♥s❀

✸✳ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✿ ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r♦s
❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t✱ ❧❡✉r t❡♠♣s ❞✬❤✐❜❡r♥❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧❛♥✐✜é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s
s❛t❡❧❧✐t❡s ♣✉✐ss❡♥t s❡ r❡❝❤❛r❣❡r✳

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✬❖▲❋❆❘ ♣❡✉t êtr❡ rés✉♠é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲✬❡ss❛✐♠
❝♦✉✈r❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❡①❝❡❧❧❡♥t❡
♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉rs✳
▲✬❛♣♣❛r❡✐❧ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s r❛❞✐♦ s♦♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥❛t✉r❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✳ ❖▲❋❆❘ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r❛ s✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝❛rt❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ 30MHz✱ à s❛✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡
0.1−10MHz✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❡rr❡str❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡
100 km✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❛♥t
à ❧✬♦♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡✳ ❆tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ▲✉♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♥❛♥♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s
r❡♠♣❧✐r❛✐t ❝❡ ♠❛♥q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❖▲❋❆❘ ❡st
❛✉ss✐ s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❖▲❋❆❘ é❧✐♠✐♥❡r❛ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❧✬❡✛❡t ♣❡rt✉r❜❛♥t ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✛❡❝té❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r
❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s r❡st❛♥ts s❡r♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❛✉① ♣❤②s✐❝✐❡♥s✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉▼
❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❖▲❋❆❘ ❛✐❞❡r❛ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ♣✉❧✲
s❛t✐♦♥s ❡t ♠è♥❡r❛ à ✉♥ t✐♠✐♥❣ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳ ❆✉ss✐✱ ❡t ❝✬❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❛✐s♦♥



✶✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆❆▲ ▲■▼■❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❍❖❚❖◆ ▼❆❙❙

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❖▲❋❆❘✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s t❡st❡r ❧✬■❙▼ ❡t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ♣❧❛s♠❛
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉❡ à ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✐❢



✹✳✶✳ ❋❆❙❚ ❘❆❉■❖ ❇❯❘❙❚❙ ✶✶✼

✹✳✶ ❋❛st ❘❛❞✐♦ ❇✉rsts

❋❘❇s ❛r❡ tr❛♥s✐❡♥t r❛❞✐♦ ♣✉❧s❡s t❤❛t ❧❛st ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ✭❤❡♥❝❡ t❤❡
♥❛♠❡✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ✜rst ❋❘❇ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼ ❜② ▲♦r✐♠❡r✬s t❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ P❛r❦❡s r❛❞✐♦
❞✐s❤ ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛ ❬✷✵✻❪✳ ❚❤✐s ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ✇❡❧❝♦♠❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛r✐♥❡ss
♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ✇❤♦ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤✐s r❡❛❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✷✵✼❪✱ ✇❤❛t ✐s
♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏▲♦r✐♠❡r✬s ❜✉rst✑ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ✜rst ❋❘❇ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ♦♥❧② s❡✈❡♥t❡❡♥ s✉❝❤ ❜✉rsts ❬✷✵✶❪✳

❲❡ ❦♥♦✇ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❋❘❇ ♥❛t✉r❡✱ ❛s ✐t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② r❡❝❡♥t
r❡✈✐❡✇ ❬✷✵✽❪✳ ▼❛♥② ♦❢ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ s♦ s❤♦rt t❤❛t r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♥♦t q✉✐❝❦
❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡♠ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
✇❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ ❋❘❇s ✐s ♠♦r❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡✐r r❡❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❞♦ ❦♥♦✇✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬✷✵✶✱ ✷✵✾❪✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts
t❤❛t✱ ✇❤❛t❡✈❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛✉s❡s t❤❡♠✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❞❡str♦② t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❙♦ st❡❧✲
❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡s✱ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❜✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡
♠♦st ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ r❡♠♥❛♥ts ♦❢ st❡❧❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡s✱ ❧✐❦❡
♥❡✉tr♦♥ st❛rs ♦r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ❛r❡ ✲ ❛t ❧❡❛st t❡♠♣♦r❛r✐❧② ✲ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛✈✐t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ s✉❞❞❡♥ ❛♥❞ s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤✐s
❝❧❛ss ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❡r❡ ❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙♦❢t ●❛♠♠❛ ❘❡♣❡❛t❡rs ✭❙●❘s✮ ❬✷✶✵✕✷✶✼❪ ♦r
❣✐❛♥t ♣✉❧s❡s ❢r♦♠ ②♦✉♥❣ ♣✉❧s❛rs ❬✷✶✼✕✷✷✶❪✳ ❆♠♦♥❣ ❡①♦t✐❝ ✐❞❡❛s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❛rs ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ts ❬✷✷✷❪ ♦r ❛st❡r♦✐❞s ❛♥❞
❝♦♠❡ts ❬✷✷✸✱✷✷✹❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧②
t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t
st❡❧❧❛r ✢❛r❡s ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✷✷✺❪✳

●✐✈❡♥ t❤❡ s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❘❇s✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✳ ■❢ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❡r❡ ❧❛r❣❡r✱
✐t ✇♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧ ❛ ❧♦♥❣❡r ♣✉❧s❡✳ ❙✐♥❝❡ s♦♠❡ ❋❘❇s ❤❛✈❡ ❡✈❡♥ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
/ 1 ms✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❡♠✐tt✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❣r❡❛t ✐♥t❡♥s✐t②
❛t t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❜✉❧❦ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥
∆t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∆r/c ✱ ∆r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r
t❤❡ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ✭c∆t < 3 · 107 cm✮✱ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 105−6 cm
❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s✉❝❤ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥✬t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛
♥❡✉tr♦♥ st❛r ♦❢ ❛ st❡❧❧❛r ♠❛ss ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❋❘❇s ✐s ❞❡❜❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❤❛r❞❧② ✉♥❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❛str♦♥♦♠②✳
▼♦st ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ s❦② ❛r❡ s♦ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ✉s t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❜② tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛❧❧❛①✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦ t♦ t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐❝❡
❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♥str✉♠❡♥ts ❜✉t ♠❛✐♥❧② t♦ t❤❡ s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❛① ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦♥t❤s✱
s♦ t❤❛t ❊❛rt❤ ❤❛s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts ♦r❜✐t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
♠❡❛♥s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s♥✬t ❛rr✐✈❡ ❛❧❧ ❛t ♦♥❝❡✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t ❧✐❣❤t ❛t s♠❛❧❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛rr✐✈❡s ❧❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✉♣♦♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ vα ✇✐t❤ α ❜❡✐♥❣ ✜t ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ −2 t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤



✶✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆❆▲ ▲■▼■❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❍❖❚❖◆ ▼❆❙❙

❛❝❝✉r❛❝②✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
❛ ❞✐❧✉t❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s ❞❡❧❛② ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡ ✭❉▼✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦✈❡r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s

DM =

ˆ O

S

nedl ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s S ❛♥❞ O r❡❢❡r t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ne ✐s
t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ dl ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ❉▼ ❝♦♥✈❡②s ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❘❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■❢ ✇❡ ♦♥❧② t❛❦❡
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ♦✉r ❛♥❞✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❤♦st
❣❛❧❛①② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋❘❇ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❉▼ ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
t❤❡ ❧✐❣❤t ❤❛s tr❛✈❡❧❡❞✳ ✭❯♥✮❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❉▼s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛t ❧❡❛st ❛♥
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❬✷✵✷❪✳

❙♦✱ ✇❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❉▼❄ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s✱
❝❡rt❛✐♥❧② t❤❡r❡ ❛r❡

• ♥❡❛r s♦✉r❝❡ ♣❧❛s♠❛✿ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✲
✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❤❡❛✈✐❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❉▼

• ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✭■●▼✮✿ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❞✐❧✉t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♣r❡s❡♥t ❛♠♦♥❣
❣❛❧❛①✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ❉▼ ❛❧♦♥❣ ❝♦s♠♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝✐❡s✳

❖t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❉▼ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ s♦❧❡❧② t♦ t❤❡ ❤♦st ❣❛❧❛①②✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❋❘❇ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♥❡❛r ✐ts ❝❡♥t❡r
✇❤❡r❡ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❧♦✉❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆❧s♦ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❧♦✉❞s ♦❢ ♣❧❛s♠❛
♦r t❤❡ ❣❛s ♣r❡s❡♥t ❛♠♦♥❣st ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❉▼ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ■●▼ ❞❡♥s✐t②
✭1.6 · 10−7 (1 + z)

3
cm−3✱ z ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❡❞s❤✐❢t✮✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❉▼ t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ■●▼
♦r✱ ♣♦ss✐❜❧②✱ ❢r♦♠ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛②
s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡❛r s♦✉r❝❡ ♣❧❛s♠❛✳

✹✳✶✳✶ ◆❡❛r s♦✉r❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♥❡①t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s
✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❡ ♠✉st ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❋❘❇s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✉s ♦♥ ❛ ❝♦s♠✐❝ s❝❛❧❡✱
♣♦ss✐❜❧② ❡✈❡♥ ✐♥ ♦✉r ♦✇♥ ❣❛❧❛①②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ■●▼
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ❉▼✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❝❧♦✉❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥❡①t t♦
t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❲❤❛t ❝❛♥ ✇❡ ✐♥❢❡r ❛❜♦✉t ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧❄
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥✬t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❬✷✷✻✱✷✷✼❪✿

ne <
2

3
|−α− 2| meω

4πe2
∼ 5 · 107cm−3 ✭✹✳✶✽✮
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✇❤❡r❡me ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss✱ e t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ α t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
❡①♣♦♥❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ω✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s
♥✉♠❜❡r ❛r❡ ♣r❡tt② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

|−α− 2| < 0.003 ✭✹✳✶✾✮

❛♥❞ ♥♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ α = 2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❝❡♥t❧②✳
❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❧♦✉❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❉▼ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❛♥❣❡s ❢r♦♠
350 t♦ 1600 pc cm−3 ✭✇❤❡r❡ pc st❛♥❞s ❢♦r ♣❛rs❡❝✱ ∼ 3, 26 ❧✐❣❤t ②❡❛rs✮✳ ❋♦r
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❉▼s✱ t❤❡ ❝❧♦✉❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 3 · 1013 cm✱
✐✳❡✳ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ t✐♠❡s ❛ s♦❧❛r r❛❞✐✉s✳ ❙✉❝❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠♦st❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ♣❛t❤s ♣❛ss✐♥❣ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❝❧♦✉❞s ❝❛♥ ❢♦r♠✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ♦✉r ♦✇♥ ❣❛❧❛①② ❬✷✶✵❪✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ t❤♦✉❣❤✿ ✇❤② ✇♦✉❧❞ ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❋❘❇s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❡①t t♦ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♥✉❝❧❡✐❄

❆♥♦t❤❡r ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤✐♥t t♦ ❛ ❝❧♦✉❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r✲
♥♦✈❛✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜② ❛ ②♦✉♥❣ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ✭❙◆❘✮✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞ ♦❢
♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛st ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❧✐♥❦ t❤❡ ❋❘❇ t♦ ❛
✇❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

✹✳✷ ❚✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ♥❡❛r s♦✉r❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t
t❤❡ ❉▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ ❋❘❇ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ t❤♦✉❣❤✱
✇❡ ♥❡❣❧❡❝t s✉❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❉▼ ✐s ❛♥
❡①tr❛✲❣❛❧❛❝t✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❘❇✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ✐t ♠✉st ❜❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ❛♥❞
❜r✐❣❤t✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ t❤❡s❡
q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❣❛❧❛①② ❛t ❛ r❡❞s❤✐❢t z = 0.492± 0.008 ❬✷✵✵❪✳
❇✉t✱ ✐♥ ❬✷✷✽✱ ✷✷✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❛✐s❡ s❡r✐♦✉s q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ tr✉st✇♦rt❤✐♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ♠❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡
✇✐t❤ ❛♥ ❆❝t✐✈❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ◆✉❝❧❡✉s ✭❆●◆✮ ✢❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s st✐❧❧
♦♣❡♥ ❬✷✸✵✕✷✸✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛✲❣❛❧❛❝t✐❝
❧♦❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✵✵❪✳

❋♦r ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛t ν1 = 1.2 GHz ❛♥❞
ν2 = 1.5 GHz ✐s ∆tFRB

12 ∼ 0.8 s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♣❤♦t♦♥
♠❛ss ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❬✶✾✻❪✳

▲✐❣❤t tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

v =

(
1−

ν2p
ν2

) 1
2

∼ 1−
ν2p
2ν2

✭✹✳✷✵✮
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✇❤❡r❡✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t c = 1 ❛♥❞

νp =

√
e2ne

πme

∼ 8, 98 · 103 · √ne Hz ✭✹✳✷✶✮

✐♥ ❝❣s ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ✢②✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝✲
t♦r②✳ ❙♦

∆tDM
12 =

e2

2πme

ˆ

ne

ν2
dl =

e2

2πme

1

ν2
DM ✭✹✳✷✷✮

= 415
( ν

1GHz

)−2 DM

105pc cm−3
s ✭✹✳✷✸✮

❤❛✈✐♥❣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✳
❚❤❡ ❉▼ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣❧❛s♠❛ ✐♥ t❤❡ ❤♦st

❣❛❧❛①② ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ❣❛❧❛①② ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ■●▼ ❡✛❡❝t✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✷✵✵❪✱
t❤❡ ❉▼ ❢♦r ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ✐s 776.2(5) cm−3pc ✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦st
❣❛❧❛①② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ∼ 37 cm−3pc❀ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼✐❧❦②
✇❛② ∼ 219 cm−3pc✳ ❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤

DMIGM ∼ 520(138) cm−3pc ✭✹✳✷✹✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❊✷✵✵✶
♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❬✷✵✸❪ ✭❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✵✹❪✮ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ■●▼✳

❋♦r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

dl =

∣∣∣∣
dt

dz

∣∣∣∣ dz ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡
∣∣∣∣
dt

dz

∣∣∣∣ = (1 + z)
−1
H (z)

−1 ✭✹✳✷✻✮

H (z) =

√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ ✭✹✳✷✼✮

■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ Ωm ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ΩΛ ✐s t❤❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ΛCDM ❝♦s♠♦❧♦❣②✶✱
s♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ♠♦st❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ ✭✐❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇❡r❡ ♠❛ss✐✈❡
t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐❧✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ✢②✐♥❣ ♣❛t❤✱ ✇❡ ❣❡t

∆tDM
12 =

e2

2πme

1

ν2

ˆ z

0

dz′
∣∣∣∣
dt

dz′

∣∣∣∣
ne (z

′)

1 + z′
✭✹✳✷✽✮

✶❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ΛCDM ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✹✳✷✻
❛♥❞ ✹✳✷✼✳



✹✳✷✳ ❚■▼❊ ❉❊▲❆❨ ❋❖❘ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ✶✷✶

✹✳✷✳✶ ❉▼ ❢♦r t❤❡ ■●▼

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✹✳✷✻ ❛♥❞ ✹✳✷✼ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✽✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡❝♦♠❡s

∆tDM
12 =

e2

2πme

1

ν2

ˆ z

0

dz′
ne (z

′)

(1 + z′)
√

Ωm (1 + z)
3
+ΩΛ

✭✹✳✷✾✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❉▼ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s

DMIGM =

ˆ z

0

dz′
ne (z

′)

(1 + z′)
√

Ωm (1 + z)
3
+ΩΛ

✭✹✳✸✵✮

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ne (z) = ΩIGM (z)ne0 (1 + z)
3 ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❢❛❝t♦r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦✈❡r t❤❡ ✢②✐♥❣
t✐♠❡✳ ΩIGM ✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❜❛r②♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ■●▼ ❛♥❞
ne0 ✐s ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❜❛r②♦♥ s❡❝t♦r ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r ne0 r❡❛❞s ❬✷✸✸❪

ne0 =
3H0

8πmp

✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ H0 ✐s t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ❛♥❞ mp t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♠❛ss✳
■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ ΩΛ = 0.714✱ Ωm = 0.286 ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t h0 =
H0

100 km s−1 Mpc−1
= 0.69 ❬✷✵✺❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

DMIGM =
3H0ΩIGM

8πmp

He (z) ✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡

He (z) =

ˆ z

0

(1 + z′) dz′√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ

✭✹✳✸✹✮

■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✵✵❪ t♦ ✐♥❢❡r ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ΩIGM

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ΛCDM ♠♦❞❡❧✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✷✹✪ ♦❢ t❤❡ ■●▼ ♠❛ss ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❛t t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❢✉❧❧② ❛♥❞ s✐♥❣❧② ✐♦♥✐③❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ΩIGM = 0.049± 0.013 ✭✹✳✸✺✮

✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❬✷✵✺❪ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ΩIGM = 0.041 ±
0.002✳
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✹✳✷✳✷ ❚✐♠❡ ❧❛❣ ❢♦r ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥

❖✉r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛❧❧ ♦r ♣❛rt ♦❢ ∆tFRB
12 t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❛ ❧❛ ❞❇P✳

❋❘❇s ❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t t♦♦❧s t♦ t❡st ❛ ♠❛ss✐✈❡ t❤❡♦r②✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✶✳✾✻ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② sq✉❛r❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss mγ ✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s ✲ ✐✳❡✳ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❛❞✐❛t✐♦♥
✲ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣t t♦ t❡st t❤❡ ♠❛ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❤✐❣❤✲
❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ●❛♠♠❛ ❘❛② ❇✉rsts ✭●❘❇s✮ ♦r ❆●◆✬s ❤❛✈❡ ♥♦t ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ mγ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❡✳❣✳ ♦♥
t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ mγ ♦♥ ❛ ❋❘❇ ✇❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ∆L tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡
❜♦t❤ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ z✳ ❈❛❧❧✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
✈❡❧♦❝✐t② ∆u✱ ✇❡ ❣❡t

∆L = H−1
0

ˆ z

0

∆udz′√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ

✭✹✳✸✻✮

❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✹✳✷✻
❛♥❞ ✹✳✷✼✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐♠❡ ❞✐❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❢r♦♠ ❊q✳ ✶✳✾✻✱ ❢♦r t✇♦ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s E1 = ν1 ❛♥❞ E2 = ν2 ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s

∆umγ
=

m2
γ

2 (1 + z)
2

(
1

E2
1

− 1

E2
2

)
✭✹✳✸✼✮

❛♥❞ t❤✉s

∆tmγ
=

m2
γ

2H0
F (E1, E2) Hγ (z) ✭✹✳✸✽✮

Hγ (z) =

ˆ z

0

dz′

(1 + z′)2
√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ

✭✹✳✸✾✮

F (E1, E2) =

(
1

E2
1

− 1

E2
2

)
✭✹✳✹✵✮

✹✳✸ ❘❡s✉❧ts

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡
❧❛❣ ❢♦r ❛ ❋❘❇ ❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

∆tFRB
12 =

m2
γ

2H0
F (E1, E2) Hγ (z) + ∆tDM

12 + bsf (1 + z) ✭✹✳✹✶✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ bsf r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥❡❛r s♦✉r❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐ts
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❢♦r ❋❘❇s ❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r s♠❛❧❧✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳



✹✳✹✳ ❋❯❚❯❘❊ ■▼P❘❖❱❊▼❊◆❚❙ ✶✷✸

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♥✈❡rt ❊q✳ ✹✳✹✶ ❛♥❞ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss

mγ =
(
1.05 · 10−14eV s−

1
2

)√ h0
FGHzHγ

(
∆tFRB

12 −∆tDM
12 − bsf (1 + z)

)

✭✹✳✹✷✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

FGHz = F

(
E1

1GHz
,

E2

1GHz

)
✭✹✳✹✸✮

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❧✐♠✐t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣ t♦ t❤❡
♠❛ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ s❡tt✐♥❣ ∆tDM

12 = bsf = 0✳ ❋♦r t❤❡ ❋❘❇
✶✺✵✹✶✽ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

mγ < 4.6 · 10−50 kg ✭✹✳✹✹✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ✉♥✇✐s❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ■●▼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✐♥ ❬✷✵✵❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ΩIGM = 0.049 ± 0.013 ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t
♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ■●▼✳ ■♥ ❬✷✵✺❪✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ΩIGM ✐s 0.041 ± 0.002✳
■❢ ✇❡ ♣❧✉❣ ❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥t♦ ❊q✳ ✹✳✸✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ DMIGM s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❜❡tt❡r tr② t♦ ♣✉t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t t♦ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✐s t♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ✈❛❧✉❡s t♦
mγ ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΩIGM ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✵✺❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ∆tDM

12

✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ■●▼✳ ∆tDM
12 ✐s t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡ ❧❛❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♠❛ss✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❛t ❛ ✾✺✪ ❈▲✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 2σ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ DMIGM ∼ 520(2 ·
138) cm−3pc✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

∆tDM
12 ∼ 0.45 s ✭✹✳✹✺✮

❛❧✇❛②s ✇✐t❤ ❛ ✾✺✪ ❈▲✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝②

∆tFRB
12 . 0.82 s ✭✹✳✹✻✮

■♥ t✉r♥✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s
mγ < 3.2 · 10−50kg ✭✹✳✹✼✮

❛t ✾✺✪ ❈▲✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❋❘❇ r❛❞✐❛t✐♦♥✱

t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡s ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ●❘❇s ❛♥❞
❆●◆s ❬✷✸✹❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✳

✹✳✹ ❋✉t✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❉▼ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ■●▼✳ ■s t❤❡r❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡
❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t❄ ❚❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❢♦r t❤❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛
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r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✵✳✶✪✳ ■t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❞♦ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❋❘❇s
✐t ✐s ✈❡r② ❞♦✉❜t❢✉❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ z ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s
t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r ❋❘❇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ st❛t✐st✐❝ ✐s ♥♦t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡ ❛ ✷✵✪ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❉▼ ✇❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ■●▼ ♦r t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✭❤♦st ❛♥❞ ▼✐❧❦②
❲❛②✮✳ ❋♦r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❋❘❇✱ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞♦ ❜❡tt❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢❡✇
♠❡❛♥s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ■●▼✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣✉t
❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ DMIGM ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✇❤♦s❡ ❡rr♦rs
❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♠❡r❡ ✶✵✪✳ ❚♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■●▼ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❊qs✳ ✹✳✷✼ ❛♥❞
✹✳✸✾ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✶✵✪ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ t❤❡ ❉▼ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ✐s ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣❧♦t ♦♥ ❛ (mγ ,ΩIGM ) ♣❧❛♥❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❲❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❊q✳ ✹✳✹✷ ❛s

mγ = A
√
B − C ✭✹✳✹✽✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ Hγ (z)❀ B ✐♥st❡❛❞
✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

B = (103.1 s)
DMobs

IGM

105pc cm−3
✭✹✳✹✾✮

✇❤❡r❡ ❊q✳ ✹✳✷✸ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t B r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡
❧❛❣ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ DM, ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ■●▼✳ ▲❛st❧②✱
t❤❡ ❢❛❝t♦r C ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

C = ∆tIGM · ΩIGM

ΩΛCDM
IGM

✭✹✳✺✵✮

❛♥❞ ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝t t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ❋❘❇✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ s❡t t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ t♦ 0.9 ❜✉t ❧❡❢t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ΩIGM ❢r❡❡✳ ❍②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛t z = 0.1 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♠❛✉✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ z = 1.0 s❡t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞♦♥✬t ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐❣❤❡r r❡❞s❤✐❢ts
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❋❘❇s ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ❛r❡♥✬t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
❤✐❣❤❡r s❤✐❢ts ❛♣♣❡❛rs r❛t❤❡r ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❜❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❛❦✐♥❣

A = 1.97 · 10−14 eV c−
1
2 ✭✹✳✺✶✮

DMobs
IGM = 83(8.3) pc cm−3 ✭✹✳✺✷✮

∆tIGM = 0.086 s ✭✹✳✺✸✮

❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❜❛♥❞ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ♠❛ss❧❡ss ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ΩΛCDM

IGM ✳
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[eV]-14 10×γm
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t ✇❡ s❤♦✇ ♦♥ t❤❡ (mγ ,ΩIGM ) ♣❧❛♥❡ s♦♠❡ ❜❛♥❞s ♦❢ ❤②✲
♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✳ ❚❤❡ r❡❞
❜❛♥❞ ✐s t❤❡ Λ❈❉▼ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ΩIGM = 0.041 ± 0.002✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞
❣r❛② ❜❛♥❞ ✐s t❤❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✷✵✵❪✳ ❚❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✶✵✪ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❛♥❞s t❤❛t ✇❡ r❡❝❦♦♥ t♦ ❜❡
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♠❛✉✈❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❢♦r ❋❘❇s ❛t
z = 0.1✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡ ❛t z = 1.0✳
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■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♠❛✉✈❡ ❜❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡
ΩIGM s❡t t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ❜✉t t❛❦✐♥❣

DMobs
IGM = 103(10.3) pc cm−3 ✭✹✳✺✹✮

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❧♦✇❡r r❡❞s❤✐❢ts ❤❡❧♣s ✐♠♣♦s✐♥❣ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❧✐♠✐ts
♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❜❛♥❞ ❛♥❞
✐♠♣♦s❡✱ ✈❡r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ❛♥② ΩIGM ≥ 0 ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱

mγ < 1.1 · 10−50 kg ✭✹✳✺✺✮

■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ΩIGM = ΩΛCDM
IGM

mγ < 5.3 · 10−51 kg ✭✹✳✺✻✮

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ s❡t ❛ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❛♥②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ΩIGM ❛♥❞ ❛s❦✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❛t t❤❡ ✶✵✪ ❛❝❝✉r❛❝② z = 0.1
❜❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t t❤❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

mγ < 4.5 · 10−51 kg ✭✹✳✺✼✮

❚❤❡ z = 1.0 ❜❛♥❞ ✐s ✐♥st❡❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣

A = 4.60 · 10−14 eV c−
1
2 ✭✹✳✺✽✮

DMobs
IGM = 980(98) pc cm−3 ✭✹✳✺✾✮

∆tIGM = 0.94 s ✭✹✳✻✵✮

❲❡ ♠✐❣❤t ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❤❡r❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤
❛ ❜❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✉✈❡ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ΩΛCDM

IGM ✱
♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛♥❣❡✿

4.5 · 10−51 kg < mγ < 7.1 · 10−51 kg ✭✹✳✻✶✮

❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t
❝❛rr✐❡r ♠❛ss✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❛t ❛
❧♦✇❡r r❡❞s❤✐❢t s❤♦✇s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❤♦✇ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ■●▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❡❡ ❤❡r❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t♦
❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ ♦♥❡s
♦♥ DMIGM ✱ ♠❛②❜❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❘❇s✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡t ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❧✐♠✐t ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❡rt❛✐♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❢♦r ❋❘❇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡
♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rs❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ΩIGM ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ Λ❈❉▼
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥ mγ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢
❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❉▼s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❋❘❇✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ ②✐❡❧❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱
✇✐t❤ s♦♠❡ ❧✉❝❦✱ ✇♦✉❧❞ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♠②st❡r✐♦✉s ❋❘❇ ♦r✐❣✐♥s✳
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❆ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t♦ ❛❞♦♣t ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋r♦♠
❊qs✳ ✹✳✷✼ ❛♥❞ ✹✳✸✾ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s♠❛❧❧❡r r❡❞s❤✐❢ts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r (1 + z) ✐♥s✐❞❡
t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❣✐✈❡♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋❘❇s
❛t ❞✐✛❡r❡♥t z✱ ❢♦r t❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❊q✳ ✹✳✹✶ ✐s ✉s❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ■●▼ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢r❛♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

bisf =
1

1 + zi
(
aiγ F (E1, E2) Hγ

(
zi
)
+∆tDM i

12 −∆tFRB i
12

)
✭✹✳✻✷✮

✇❤❡r❡

aγ =
m2

γ

2H0
✭✹✳✻✸✮

❢♦r ❡❛❝❤ ❋❘❇ ✐♥ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■♥ ❊q✳ ✹✳✻✷ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ aiγ ❛♥❞
∆tDM i

12 ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ χ2 ♦❢
s♦♠❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡
✭❘▼❙✮ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢r❛♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ q✉❛♥t✐t② ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧②
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❋❘❇s ❞♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❉▼ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s♥✬t t♦♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✳

✹✳✺ ❖t❤❡r ✇❛②s t♦ s❡t ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❧✐♠✐ts

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❋❘❇s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡♠♣❧♦②❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r
s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❋❘❇s ✐s t♦ ✇♦r❦ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s
♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❘❇s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ♥✉♠❡r♦✉s✳ ●❘❇s ❛r❡ ❛ ♠♦r❡ r❡♥♦✇♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

✹✳✺✳✶ ●❛♠♠❛ ❘❛② ❇✉rsts

❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
●❘❇s ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♠❛②❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ st❛rt ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝ts
❛❜♦✉t t❤❡♠✳

❆s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ●❘❇s ❛r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ γ✲r❛②s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦s♠♦s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✜rst r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✻✵✬s ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❱❡❧❛ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❆t
✜rst✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✇❛s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❯❙❆ t❤♦✉❣❤t t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥ ✇❛s
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s❡❝r❡t ♥✉❝❧❡❛r t❡sts✳ ▲❛t❡r✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ t❡rr❡str✐❛❧ ♦r ❡✈❡♥
s♦❧❛r s②st❡♠ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤♦s❡ ❜✉rsts ✇❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❡❞
❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✼✸ ❬✷✸✺❪✳ ●❘❇s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✉♠✐♥♦✉s ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡
s❦②✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✢✉① ♦❢ 1044−45 J/s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ♠♦st ●❘❇s✱ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢
t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ ✈❛r✐❡❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❝✉r✈❡s✷ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥

✷▲✐❣❤t ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♣❧♦tt❡❞ ✈✐s ❛

✈✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳
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❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❛♥② ♠♦❞❡❧ ❬✷✸✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝❧❛ss✐❢② ●❘❇s ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦♥ ❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♦❢ γ✲r❛②s ❧❛sts✳ ❚❤❡ ●❘❇s
❧✐❢❡s♣❛♥ ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞✱ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s✳
❚❤❡ ●❘❇s t❤❛t ❧❛st ❛r♦✉♥❞ t✇♦ s❡❝♦♥❞s ♦r ❧❡ss ❛r❡ ♥❛♠❡❞ s❤♦rt ❜✉rsts✳ ❚❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s♥✬t ❝❧❡❛r ❛t ❛❧❧ ❬✷✸✼❪✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛r ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t
❛ ❧✐♥❦ t♦ ♠❛ss✐✈❡ st❛rs✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❛t s❤♦rt ●❘❇s
♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ♠❡r❣❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ❜✐♥❛r✐❡s ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❣❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥
st❛rs ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❬✷✸✽✕✷✹✸❪✳ ❙❤♦rt ●❘❇s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧♠♦st ✸✵✪ ♦❢ t❤❡
❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✼✵✪ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧♦♥❣ ●❘❇s✳
❚❤✐s ❝❧❛ss ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞s ❛❧❧ ●❘❇s ❧❛st✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ s❡❝♦♥❞s✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧
t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ st❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❧✐♥❦ t❤❡ ●❘❇
t♦ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❝♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ■t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ t❤❛t ❧♦♥❣
●❘❇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛ss✐✈❡ st❛r ❞❡❛t❤ ❬✷✹✹✱ ✷✹✺❪✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ ●❘❇s s♦♠❡ st❛♥❞ ♦✉t✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱
s♦♠❡ ❛str♦♥♦♠❡rs ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤r❡❡ ❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦❢♦❧❞
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ●❘❇s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦♥❣ ✭❛r♦✉♥❞ 105 s✮ ❛♥❞
❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ✉❧tr❛✲❧♦♥❣ ●❘❇s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✉❧tr❛✲❧♦♥❣ ●❘❇s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣❡♥✐t♦rs✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
s✉♣❡r♥♦✈❛❡✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ ❜❧✉❡ s✉♣❡r❣✐❛♥t st❛rs ❬✷✹✻❪✳
❲❡ ❤❛✈❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✈❡r② ❢❡✇ ✉❧tr❛✲❧♦♥❣ ●❘❇s ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s
♦♣❡♥ t♦ ❞✐s♣✉t❡ ❬✷✹✼❪✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❘❇s ✐s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❞✐s♣❧❛② ❛
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❢t❡r❣❧♦✇✳ ❇② ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
t❤❛t ❛rr✐✈❡ ❧❛t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ γ✲r❛②s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥
♠❛♥② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ●❘❇s ❬✷✹✽❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❢t❡r❣❧♦✇s ✇❡r❡ ✈❡r② ❡❧✉s✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ❤❛r❞
t♦ ♦❜s❡r✈❡ s✉❝❤ ❧♦♥❣❡r✱ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●❘❇ ✇❛s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❧♦❝❛t❡❞✳ ■♥ ✶✾✾✼✱ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥✲❉✉t❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡ ❇❡♣♣♦❙❆❳
♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ✜♥❛❧❧② ❞❡t❡❝t s✉❝❤ ❛♥ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ①✲r❛② ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
❢♦r ●❘❇ ✾✼✵✷✷✽✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ●❘❇
✐ts❡❧❢ ❬✷✹✾❪✳ ❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❢t❡r❣❧♦✇
✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❬✷✺✵❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ❢♦r ●❘❇ ✾✼✵✺✵✽ ❛♥ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ✇✐♥❞♦✇
✇❛s ♣✉t ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❬✷✺✶❪✳ ❚♦❞❛②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ s❡✈❡r❛❧ ●❘❇s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❢t❡r❣❧♦✇
❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❜♦t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇s ✇❡r❡
♣r❡s❡♥t✳
❚❤❡ ①✲r❛② ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❤♦rt❡st ❛❢t❡r❣❧♦✇✳ ◆♦t ♦♥❧②✱
❛❧♠♦st ❛❧❧ ●❘❇s ❤❛✈❡ ❛♥ ①✲r❛② ❛❢t❡r❣❧♦✇✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ t✐♠❡
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

fν (t) = ν−βt−α ✭✹✳✻✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ∼ 1.4 ❛♥❞ β ∼ 0.9 ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❬✷✺✷❪✳
❖♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ ❛❢t❡r❣❧♦✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ✐♥st❡❛❞ ✐♥ ❛❜♦✉t ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
●❘❇s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❆❧s♦ t❤❡② ❞✐s♣❧❛② ❛ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡
♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r α t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1.2✳
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❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s✉❝❤ ❛❢t❡r❣❧♦✇s ✇❛s ♠❛❞❡ ❞✐✣❝✉❧t ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥❧② s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ❛❢t❡r t❤❡ ●❘❇
✐ts❡❧❢✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❛♣✐❞❧② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❦②✳
▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ t❤❡ r❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧♠♦st ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ●❘❇s✳
✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ●❘❇s t❤❛t ❞✐s♣❧❛② ❛ r❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡
♦t❤❡rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❞❛r❦ ●❘❇s✑✳ ❘❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs✱ ✐❢
♥♦t ❞❛②s ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉rst ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛r❦ ●❘❇s ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✳❲❡ ♠❡♥t✐♦♥
t❤r❡❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ t❤❡ ❞❛r❦ ●❘❇s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ●❘❇s✱
✇✐t❤ ❞❡♥s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦✉❞s t❤❛t ❛❜s♦r❜ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢
s✐❣❤t ❬✷✺✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛t r❡❞s❤✐❢ts ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 5 s♦
t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s s❤✐❢t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t r❛♥❣❡ ❬✷✺✹❪✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦s✐t✐♦♥
✐s ❤♦✇❡✈❡r q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ s♦♠❡ ❞❛r❦ ●❘❇s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❬✷✺✺❪✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ✐s ♠✉❝❤ ❢❡❡❜❧❡r ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤❡ r❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
♠❛ss✳

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ t♦ t❤❡ r❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ✇❤❛t ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠✭s✮ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ s✉❝❤ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❥❡ts✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s♥✬t ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❝♦♥✲
s❡♥s✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✜r❡❜❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❝q✉✐r❡❞ s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t②✳ ■♥
t❤❡ ✜r❡❜❛❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❧❛s♠❛ ✭▲♦r❡♥t③ ❣❛♠♠❛ ❢❛❝t♦r ∼ 10✮ ❡①♣❛♥❞s
❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s♦✉r❝❡✳ ❆ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✜r❡❜❛❧❧ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ●❘❇s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ ❞②✐♥❣ st❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ❡❥❡❝ts ✐♦♥✐③❡❞ ❣❛ss❡s ❜❡❢♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣✳

✹✳✺✳✶✳✶ ❚✇♦ ❧✐♠✐ts ✉s✐♥❣ ●❘❇s

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ●❘❇s ❛r❡
♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❋❘❇s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ●❘❇✵✼✶✶✵✾ ❛♥❞ ✐ts r❛❞✐♦ ❛❢t❡r❣❧♦✇✳ ❆♥ ♣✉❧s❡ ❛t 8.46 GHz
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ 0.3 ❞❛②s ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t γ✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ❬✷✺✻❪✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ●❘❇✳ ❚❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✇❡r❡
❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❧❛t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❛s ✐♥❢❡r✐♦r✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❢♦r ●❘❇ ✵✼✶✶✵✾ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱t♦ ♣✐❝❦ ✐t ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

z ∈ [0.1, 5] ✭✹✳✻✺✮

■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r z t❤❛t ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❧❡ss r❡str✐❝t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✇❡
♦❜t❛✐♥

mγ < 5.0 · 10−47 kg ✭✹✳✻✻✮

❊✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ●❘❇ ❧✐♠✐t ✐s ♥♦t ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋❘❇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t✱ ✇❡r❡ ✇❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ●❘❇s ♦r ❝♦✉❧❞ ✇❡
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❞❡t❡❝t ❛❢t❡r❣❧♦✇s s♦♦♥❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss✳ ❆ r❡❛s♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❛t t❤✐s ❧✐♠✐ts ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦♥ ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❋❘❇s ❛♥❞ ●❘❇s✱
tr②✐♥❣ t♦ ❞✐✈✐♥❡ ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ❊q✳ ✹✳✻✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ♦✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t♦rs ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❙❛❦❤❛r♦✈✱ ❊❞✇❛r❞ ❙❛r❦✐s②❛♥✱ ◆✐❝❦ ▼❛✈r♦♠❛t♦s ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❊❧❧✐s✳
❲❡ ❜❛s❡ ♦✉r ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✷✺✼❪✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t
t❤❡ ■●▼ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❖r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ■●▼ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
❢r❛♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❜❡ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t
❛ss✉♠❡ ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●❘❇s✳ ❊q✳ ✹✳✻✷ ❜❡❝♦♠❡s

bisf =
1

1 + zi
(
aiγ F (E1, E2) Hγ

(
zi
)
−∆tiobs

)
✭✹✳✻✼✮

✇❤❡r❡ ∆tiobs ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ i✲t❤ ●❘❇ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r aiγ t❤❛t ❜❡tt❡r ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r

σbsf
(
aiγ
)
=

1

Nsrc

√√√√
Nsrc∑

i=1

(
bisf − b̄sf

)2
✭✹✳✻✽✮

❜❡✐♥❣ Nsrc t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ b̄sf t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥ ♦✈❡r
t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ σbsf

(
aiγ
)
✐s t❤❡ ❘▼❙ ❛s ✇❡ ❤❛❞ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞

❜❡❢♦r❡✳
❙❛❦❤❛r♦✈ ✉s❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✺✽❪ ❛♥❞ t❛❜❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ t❤❡

♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❢♦r ❡✈❡r② s♦✉r❝❡✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s st❛❜✐❧✐t②
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t♦② ❞❛t❛ s❡ts✱ ♣❛ss t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡
❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈❡r②
♣❛r❛♠❡t❡r aγ ✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ✾✺✪ ❈▲ ❧✐♠✐t ♦♥ ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳
❚❤❡ t♦② ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ ❧❛❣ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
t❤r♦✇✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✐t ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤♦s❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳

❲❡ ❝❛♥ ❡✈✐♥❝❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❧♦t t❤❛t

aγ < 107 s · keV 2 ✭✹✳✻✾✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❛ ✾✺✪ ❈▲✱

mγ < 3.9 · 10−41 kg ✭✹✳✼✵✮

❚❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣❧♦✐t✲
✐♥❣ t❤❡ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ♦❢ ●❘❇ ✵✼✶✶✵✾ ♥♦r ✇✐t❤ t❤♦s❡ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ❋❘❇s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❉❛t❛ ❢♦r ●❘❇s ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈❡②s ❢r♦♠ ❬✷✺✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❘▼❙ ♦❢ t✐♠❡ ❧❛❣s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r aγ ✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❙❛❦❤❛r♦✈ ✐♥ ❬✷✺✼❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r aγ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛ s❡t ❢♦r t❤❡ ●❘❇ ❞❛t❛ ❛t ❞✐s♣♦s❛❧✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✾✺✪ ❈▲
❧✐♠✐t ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✈❛❧✉❡✳ ❆❧s♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✺✼❪✳

❙♦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣r❡❛❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦r ❜② ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❡ ❞♦♥✬t r❡❝❦♦♥ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥
❛✈❡♥✉❡ t♦ ❜❡ str✐♥❣❡♥t ♦♥ ❤♦✇ ♠❛ss✐✈❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝❛rr✐❡r ✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✐t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✳

✹✳✻ ❖▲❋❆❘✿ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥✈❡st✐✲

❣❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s✳ ▲❖❋❆❘ ❬✷✺✾❪ ❛♥❞ ◆❡♥✉❋❛r ❬✷✻✵❪ r❡♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✳ ❍❡r❡✐♥✱
✇❡ t❛❦❡ ❛ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❛t♦r②✱ t❤❡ ❖r❜✐t✐♥❣
▲♦✇ ❋r❡q✉❡♥❝② ❆rr❛② ✭❖▲❋❆❘✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ♠❛♥②
✇❛②✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳ ■t
✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛♥② ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦st✱ ❈❖❚❙✸

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❡✇✱ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛ ♥✐❝❤❡ ✐♥ t❤❡
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦② ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦♠♠♦♥✱ ❤✐❣❤✲❜✉❞❣❡t
s❛t❡❧❧✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❞✉t✐❡s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦s♠♦s ✐s ❞♦♥❡
❜② ❊❛rt❤ ❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❋♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❝ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✉st
❜❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t

✸❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❖✛✲❚❤❡✲❙❤❡❧❢
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✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛rr❛② ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❛♥t❡♥♥❛s ✇❤♦s❡ s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡✹ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
■♥ ❊q✳ ✹✳✷✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ♦✛ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❝❛♥✲
♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ✐t ❬✷✻✶❪✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❊❛rt❤
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛r♦✉♥❞
10 MHz✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❞❛②✳ ■t ✐s t❤❡r❡❜② ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❣♦ ❜❡❧♦✇ t❤✐s ❧✐♠✐t ❢r♦♠
❣r♦✉♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦t ♦♥❧②✿ t❤✐s ❧✐♠✐t ✇✐❧❧ s♦♦♥ ❜❡ ❛❧♠♦st r❡❛❝❤❡❞ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ▲♦✇ ❋r❡q✉❡♥❝② ❆rr❛② ✭▲❖❋❆❘✮ ♣r♦❥❡❝t ❬✷✻✷❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ▼♦♦♥ ❤❛s
♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s♦♠❡ ❤✉♥❞r❡❞s kHz ❬✷✻✸❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧
❧✉♥❛r ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s ❝♦✉❧❞ ♣✉s❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ✉♣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳
❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦st❧② ♣r♦❥❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥st❛❧❧ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡
♦♥ t❤❡ ▼♦♦♥✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✇♦✉❧❞♥✬t ❜❡ t❤❡ ❜❡st ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲
st❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ✭■❙▼✮ ❤❛s ❛ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ▼♦♦♥
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✭❛r♦✉♥❞ 2 kHz✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❧✐tt❧❡ s❡♥s❡ t♦ ✐♥✈❡st ❛
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ♦♥ ❛ ❧✉♥❛r st❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❥❡❝ts
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ▲♦✇ ❋r❡q✉❡♥❝②
❆rr❛② ✭❆▲❋❆✮ ♦❜s❡r✈❛t♦r② ❬✷✻✹❪ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ t♦ s❡❡ ❞♦✇♥
t♦ 30 kHz✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ♣r♦❥❡❝ts ❧✐❦❡ ❖▲❋❆❘ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤
t❤❡s❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❝♦sts✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r ❆▲❋❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞
♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ❊❛rt❤ ♦r❜✐t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t②
❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❣❡tt✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❊❛rt❤ ✭s♦ ♠✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❡ ❱♦②❛❣❡r
✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛ kHz s✐❣♥❛❧✮ ❬✷✻✺❪✳ ❚❤✉s✱ ❛rr❛②s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞
❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❡ ❧♦✇❡r s✐❣♥❛❧s✳

❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ♠✉st ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝
s✐❣♥❛❧s ♣r❡s❡♥ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ h ∼
1 kpc✱ t❤❡ ■❙▼ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐s❝ ♦❢ ✇❛r♠❡r ✐♦♥✐③❡❞ ❣❛s✳ ❚❤✐s ❞✐s❝ ✐s ♦♣❛q✉❡
t♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 3 MHz✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡♥❡❛t❤ t❤✐s
❤❛r❞ ❧✐♠✐t ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❛❧s♦ ❤❡❧♣s ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ■❙▼ ❬✷✻✻❪✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣❛t❤s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ❛♥❞ t❤✉s
❛❧❧♦✇ ❜❡tt❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✷✻✸❪✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t t❤✐s ✇✐♥❞♦✇ ♦♥ t❤❡
❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣❡♥❡❞ ❛♥② t✐♠❡ s♦♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡
✇❛②s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛tt❡r r❡❧❛t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
♣❧❛② ❛ ❣r❡❛t r♦❧❡ ✐♥ ♣r❡✈❡♥t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐❣❤t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤✐s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✇❛✈❡s✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜✲▼❍③ r❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❛tt❡r✳ ◆❛♠❡❧②✱ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ t♦ ♣✉t ❜♦✉♥❞s ✐❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦s♠✐❝
r❛②s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❡st ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐s

✹❆♥ ❛rr❛② ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ✇♦r❦ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❣❧❡ ♣❧❛t❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡
✐s t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❣❧❡ ♣❧❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡✳
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t♦ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❛rr❛②s ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡ ❉❆❘■❙ ❬✷✻✼❪ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r❡❝✉rs♦r✳ ■t ✇❛s str✉❝t✉r❡❞ s♦ t❤❛t ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥✐♥❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡r❡
t♦ ❜❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞✳ ❊✐❣❤t ♦❢ t❤♦s❡ ❤❛❞ ❧✐tt❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡✐r r♦❧❡ ✇❛s
♠❛✐♥❧② t♦ r❡❣✐st❡r ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❡♥s❧❛✈❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❆❘■❙ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② ❤❛❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❈❖❚❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■t ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❡♥tr❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✉♥❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❛ ♠✐ss✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t❤❡r s♣❛❝❡❝r❛❢t✱
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ✉s❡❧❡ss✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
❖▲❋❆❘ ✇❛s ❜♦r♥✳

✹✳✻✳✶ ❆ s✇❛r♠ ♦❢ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡s

▼✐❝r♦✲❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭▼❊✮ ❛♥❞ ▼✐❝r♦✲❙②st❡♠s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭▼❙❚✮ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❣r❡❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛st✳ ❚♦❞❛② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜t ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐st♦rs
♦♥ ❛ ❝❤✐♣ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ❧✐❦❡ r❡s♦♥❛t♦rs✱ s✇✐t❝❤❡s ♦r ❣②r♦s❝♦♣❡s ❝❛♥ ❜❡
✜t ✐♥t♦ ❢❡✇ sq✉❛r❡ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✱ ✐❢ ♥♦t ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✳ ❙♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st♦r❡ ❛ ❧♦t
♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤✐s ❧♦✇ ❝♦st t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡
❝✉rr❡♥t s❛t❡❧❧✐t❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❤②♣❡r✲s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠
❛♥② ♠❛❝❤✐♥❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❖❚❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜✉❞✲
❣❡t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♠❛♥② ♦❢ ❈❖❚❙ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡♠✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❣❡t ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ s✇❛r♠✳

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ ♣✉r❡ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✳ ❖▲✲
❋❆❘✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡
s❦② t❤r♦✉❣❤ ♦r❜✐t❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ✐s str✉❝t✉r❡❞ tr②✐♥❣ t♦ ❡♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❛ s✇❛r♠ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❲❤❛t ❞♦❡s t❤❛t ♠❡❛♥✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②❄ ❙✇❛r♠s s❤♦✇
s♦♠❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ❢❡❛t✉r❡s✳ ◆❛♠❡❧② r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r✲
❛❣❡✱ ❧❛❝❦ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡✱ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t✱
s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❬✷✻✽❪✳ ❲❡✬❧❧ tr② t♦ r❡✈✐s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤❡r❡ ❜❡❧♦✇✳

✹✳✻✳✶✳✶ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠

■t ✐s ♥♦r♠❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ❛✐♠ ❢♦r r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ♦♥ ❜♦❛r❞✱ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ■❢
t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ r✐s❦ ♦❢
s❡♥❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❤✐❣❤✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡
♦r ✈❡r② ❢❡✇ ❤✐❣❤❧② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥str✉♠❡♥ts ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠
❛r❡ r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉r✈✐✈❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ s♦♠❡ ♣❛rts ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ ❛ s✇❛r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❧❛② ✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t✳

❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❧❡ss ❝❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉t ✐♥t♦ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t
♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉r✈✐✈❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ♦✉t❡r s♣❛❝❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❙✐♠♣❧②✱ ✇❡
✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
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t❤❡ s✐♥❣❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■❢ ♦♥❡ ✇❡r❡ t♦ ❢❛✐❧✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦♥ ✇✐t❤
t❤❡✐r t❛s❦✭s✮✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡
❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❝♦sts ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦❜✈✐♦✉s❧② ♠❛❦❡s t❤✐s
♣❤❛s❡ ❛ ❧♦t ❧❡ss ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ s✇❛r♠ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r
❛ ✈❛st r❡❣✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② s♣❛❝❡ ❞❡❜r✐s ❢❛✐♥t❡r✳

❉❡s♣✐t❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥✐ts✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
✇❡❧❧ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✿ t❤❡
r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❝❛r❡✱ t❤♦✉❣❤✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❡❛s② ❜✉t ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s✇❛r♠ ❧♦s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❙♦✱ ✐❢ t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✐♥ t♦♦ ♠❛♥② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡
✉s❡❧❡ss✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦st r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ✉s❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t♦
s✇✐t❝❤ ❛♠♦♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❛s❦
♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❡❛r♥ ✭♦r s♣❡❝✐❢② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮ ✐s ♥♦t s✉❝❤ ❛
✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r ❛ s✇❛r♠ s②st❡♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❡①tr❡♠❡❧②
s✐♠♣❧❡ t♦ ✜t ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ♦♥ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✐t ✐s ❢❛r ❧❡ss ❡❛s② t♦
♠❛❦❡ ✐t ♣❡r❢♦r♠✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ✇♦✉❧❞♥✬t ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤
❡♥❡r❣② ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆❧s♦✱ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r t❡♥❞ t♦ ❤❡❛t ✉♣✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡
❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛ ✈❡r② tr✐❝❦② t❛s❦✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
♠❛②❜❡ ❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ✐♥
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t✱ ❜✉t✱ r❛t❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✇❛r♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rts
s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✜t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡r②
s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ str❡ss ♠✉st ❜❡ ♣✉t ♦♥ ✇❤❛t t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ✐s✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦ ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✳ ❊✈❡♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦
❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s✇❛r♠ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❛s❦s
✐t ♣❡r❢♦r♠s✳ ■t ❝❛♥✱ ❡✳ ❣✳✱ ✜♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■❢ ✇❡ ♥❡❡❞
❛♥♦t❤❡r t❛s❦✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❝❤❡❛♣❡r✮ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✇❛r♠✳

❲❤❛t ❡♥❣✐♥❡❡rs s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ r❡s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t ✐s t❤❡ s✇❛r♠ r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ✉♥❢♦r❡✲
s❡❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ ♥♦r♠❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞
st❛t✐♦♥s ❜✉t ❢♦r t❤❡ s✇❛r♠ t❤✐s ♠✐❣❤t ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ tr✐❝❦②✳

✹✳✻✳✶✳✷ ❖r❜✐t ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤

❙✐♥❝❡ r❡❣✉❧❛r s❛t❡❧❧✐t❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❈❖❚❙ ♦♥❡s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss t♦
st❛t✐♦♥ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❜✐ts ✇❤❡r❡ ♦t❤❡r s❛t❡❧❧✐t❡s ✇♦r❦✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s✇❛r♠ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ ❛
❧♦t ♦❢ ❞❡❜r✐s ✐♥ ♦r❜✐ts t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❞❛♥❣❡r♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s
❢r♦♠ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♠✐ss✐♦♥s✳ ❆❧s♦ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡tt❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦r❡ ✇❡ ❣❡t ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ ❊❛rt❤✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ t❤✐♥❦ s❡♥❞ t❤❡ s✇❛r♠s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳ ■❞❡❛❧❧② ✐♥
♣❧❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r t♦♦ ❞❛♥❣❡r♦✉s t♦ r❡❛❝❤ ❢♦r r❡❣✉❧❛r s♣❛❝❡❝r❛❢ts✳ ❚❤❡
✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦r❜✐ts ♥❡①t t♦ t❤❡ ▼♦♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐st❛♥❝❡s ✇♦✉❧❞
❜❡ t♦ r✐s❦② ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❞✐♥❡ss✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
▼♦♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❝t ❛s ❛ s❤✐❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡rr❡str✐❛❧ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝②
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✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭❘❋■✮✱ s♦♠❡ ♦❢ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡
♠❡❛s✉r❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t t♦ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s
❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❜✐❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♠❛❦❡
✐t ❡❛s✐❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❛② s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡ ❧❛t❡r✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✇❛②s t♦ s❡♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐♥t♦ s♣❛❝❡✿
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧❛✉♥❝❤❡r✱ ♣✐❣❣②✲❜❛❝❦ r✐❞✐♥❣ ✈✐❛ ❛♥♦t❤❡r ❧✉♥❛r ♠✐ss✐♦♥ ♦r ♣✐❣❣②✲❜❛❝❦
❧❛✉♥❝❤ t♦ ❛♥ ❊❛rt❤ ♦r❜✐t ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ▼♦♦♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧❛✉♥❝❤❡r ✐s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ✈❡r② ❞❡✲
♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❊❙❆ ❛♥❞ ◆❆❙❆ ♠✐❣❤t ❛✛♦r❞ ✐t✱ ❜✉t ✐t ✐s
q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❥✉st✐❢② s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡♥s❡✳ ❆❧s♦
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ♠❛♥② ❧✉♥❛r ♠✐ss✐♦♥s s♦ t❤❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r r❛r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ✇❡✐❣❤t ♦♥ s❛✐❞ ♠✐ss✐♦♥
♣❛②❧♦❛❞✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❞❞❡❞ ❢✉❡❧ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ✐♥ ❡①❝❡ss✳ ❆❧s♦✱ ✐t
♠✐❣❤t ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ s❡♥❞s ❛ r♦❝❦❡t t♦ t❤❡ ▼♦♦♥ t♦ ❜r✐♥❣
✇❤❛t ♠✐❣❤t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ♠♦r❡ ❞❡❜r✐s ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛st ♦♣t✐♦♥s
✐s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠✐❝r♦✲♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠s ♠✉st ❜❡
♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✇❛r♠ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❣♦✐♥❣ ♦♥ ♦♥ t❤❡
s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t ❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐❝r♦✲♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♥❣ ❧❛st✐♥❣ t❤r✉sts✱ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡❧ ❛ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ t❤❡ ▼♦♦♥ ✐♥ ❛
♠❛tt❡r ♦❢ ♠♦♥t❤s✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝ts ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❛s② ❧❛✉♥❝❤✱ t❤❡ s♦❧❛r
♣❛♥❡❧ t❤❛t ❡q✉✐♣s ❡❛❝❤ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t♦♦ ❜✐❣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✭♠❛②❜❡
♠♦r❡ s❡r✐♦✉s✮ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r s❛✐❞ ♣❛♥❡❧s s✉❝❤ t❤❛t
✐t ❦❡❡♣s t❤❡♠ ♣♦✐♥t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ s✉♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞
✐❢ ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✉♥❛r ♦r❜✐ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❤✐❡❧❞❡❞ ❢r♦♠
❞✐r❡❝t s✉♥ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
✈❡r② s✐♠♣❧❡✱ t❤♦✉❣❤✳

❆♥ ✐❞❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❤✐❜❡r♥❛t❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❛s❦s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ s❛✈❡ ❧♦t ♦❢ ❡♥❡r❣② t♦ s♣❡♥❞ ✇❤❡♥ ♠♦st
♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❛❧s♦ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ❘♦s❡tt❛ ♠✐ss✐♦♥✳
❆t t❤✐s st❛❣❡ ✇❡ s❡❡ ❛♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s✇❛r♠s ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝❛✈❡♥❣❡❞ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❦❡❡♣
❡✈❡r② ✉♥✐t ❛❝t✐✈❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡✱ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ ❛
s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❛t✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱
✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣♦✇❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
❛ s♦rt ♦❢ ✏r❡✢❡①✑ ✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s t❤❛t ❝❛✉s❡ ✐t t♦ ❤✐❜❡r♥❛t❡ ✇❤❡♥ ✐t r❡❝❡✐✈❡s t♦♦
♠✉❝❤ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
✇♦♥✬t ♦♣❡r❛t❡ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♣♦✇❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❢♦r
❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ s✇❛r♠
✐s ♥✉♠❡r♦✉s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❣♦♦❞ r❡st t✐♠❡ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s t❤❛t ♥❡❡❞ r❡❝♦✈✲
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❡r②✳ ❆♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ s✇❛r♠ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝✐❞❡ t♦
❤✐❜❡r♥❛t❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❢♦r ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ✐❢ ❢♦r s♦♠❡ r❡❛s♦♥ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✉♣t✐♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ♠♦r❡
s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳

❙♦♠❡ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦✲
✇❛r❞ ❊❛rt❤ ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ r❛❞✐♦
tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ s❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ st❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛♥ ✉♥✐t ✐s
❤✐t ❜② ❛ r❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ st✐♠✉❧❛t❡❞
t♦ ❡♠✐t ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✐❣♥❛❧ t♦✇❛r❞ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉r✲
t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ✐s
t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❣♦❛❧✱ t❤❡
❊❛rt❤ st❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t❤❡ s✇❛r♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜❡❛❝♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❢❛❝❡s ❡♥❣✐♥❡❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t t❤♦s❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳
▼❛②❜❡✱ ❛ s✇❛r♠ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦❞❡✳ ❖♥❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ✐ts ♣r♦❝❡ss✳

✹✳✻✳✶✳✹ ❖❜❥❡❝t✐✈❡

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
s✇❛r♠ ✐s t♦ ❝♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①❝❡❧✲
❧❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ s✐♠✲
♣❧❡st r❡❝♦r❞✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❖▲❋❆❘
✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s❦② ♠❛♣ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 30 MHz✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡
0.1− 10 MHz ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡rr❡str✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥❡❡❞❡❞ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♦✈❡r 100 km✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s
✇✐t❤ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦♣❛❝✐t②✳ ❘❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ▼♦♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✇❛r♠ ♦❢ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡s
✇♦✉❧❞ ✜❧❧ ✐♥ t❤✐s ❤♦❧❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s❦② ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❖▲❋❆❘ ✐s
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳

✹✳✻✳✶✳✺ ❖▲❋❆❘✿ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❢② ✇❤❛t ❡①♣♦s❡❞ ❛❜♦✉t ❛ s✇❛r♠ ♦❢ ❈❖❚❙ s❛t❡❧❧✐t❡s
t♦ t❤❡ ❖▲❋❆❘ ♣r♦❥❡❝t✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ❛r♦✉♥❞ ✺✵✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❡①♣♦s❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡s❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✏✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✑✳ ❊❛❝❤ ✉♥✐t✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤r❡❡ t❛s❦s✿

• s❡♥s❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❝♦s♠✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇

• ♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

• s❡♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ t♦✇❛r❞ ❊❛rt❤
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❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦❝❦ ♦♥ ❜♦❛r❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧✐♥❦✐♥❣✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❢❛✐❧✉r❡s✱ t❤❡s❡ s✉❜s②st❡♠s
✇✐❧❧ ❜❡ ❦❡♣t s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐❛t✉r❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❖♥ t❤✐s t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✱ ❜✉t ✐t ✐s s✉r❡ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❤♦st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ✐♥t♦✱ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳

❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❖▲❋❆❘ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ❡✐t❤❡r
t♦ st❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲✷ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣♦✐♥t ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ▼♦♦♥ ♦r t♦ r❡✈♦❧✈❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ▼♦♦♥ ✐♥ ♦r❜✐t ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ✇✐s❡st ❝❤♦✐❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❘❋■ ♠✐❣❤t ❜❡♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼♦♦♥ ❛♥❞
❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✇♦rr② ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❛❞✐♦ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❧✐❣❤t✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② s❤✐❡❧❞❡❞ ♦✉t ❜②
t❤❡ ▼♦♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆❧s♦ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ♠✉st ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ t♦ ❡s❝❛♣❡
❊❛rt❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦✲
s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 3 MHz✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✐♥ ❣r♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼♦♦♥
❛ss✉r❡s t❤❛t ❊❛rt❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❛✈❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❆✉r♦r❛❧ ❑✐❧♦♠❡tr✐❝ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❆❑❘✮ ✐s ♠♦r❡ ❜♦t❤❡rs♦♠❡✳
❆❑❘ ✐s t❤❡ 100 kHz − 1 MHz r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝②❝❧♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥
❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ♦r❜✐t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❛rt❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✳
■ts t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 106 W ✳ ❙✉❝❤ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡ t❤❛t ✈❛r✐❡s ❛♠♦♥❣ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❊❛rt❤ r❛❞✐✉s✳
❍❡♥❝❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ▼♦♦♥
st✐❧❧ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❚❤❡s❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r② ♠✉❝❤
❧❡❢t ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❣r♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ s♦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡
✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❘❛❞✐♦ ◆♦✐s❡ ✭●❇❘◆✮✱ ✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ✇❡r❡
❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❆❑❘ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡
▼♦♦♥ ✇✐t❤ ✐ts r♦✉❣❤ t❡rr❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦✉❧❞ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❆❑❘
s✐❣♥❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ◆♦✐s❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆❑❘ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ ▼♦♦♥ ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✐t✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ▼♦♦♥ ♦❜✐t ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡❢t
✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❑❘✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✷ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦ ❜❡tt❡r✳ ❚❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❢r❡❡ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❆❑❘✳
❆s ❢❛r ❛s ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s t❤❡ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❑❘✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✷✵✲✹✵
❊❛rt❤ r❛❞✐✐✱ t❤❡ ❆❑❘ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ❜❛❝❦s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♦♥✳ ❚❤✐s
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ❛❧❧ ♦r❜✐ts ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 1000 km ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ❖▲❋❆❘ ✇✐❧❧ ♦r❜✐t ❛r♦✉♥❞ ♦✉r ▼♦♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦♥❧② ✾✵✪ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡✳

✹✳✻✳✷ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❖▲❋❆❘ ♠✐ss✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ 0.1− 10 MHz ✇✐♥❞♦✇ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳



✹✳✻✳ ❖▲❋❆❘✿ ❙P❆❈❊ ❇❆❙❊❉ ▲❖❲ ❋❘❊◗❯❊◆❈■❊❙ ■◆❱❊❙❚■●❆❚■❖◆ ✶✸✾

∆t [s] mγ [kg] ne

[
m−3

]

10−10 1.6 · 10−55 6 · 10−12

10−8 1.6 · 10−54 6 · 10−10

10−6 1.6 · 10−53 6 · 10−8

10−4 1.6 · 10−52 6 · 10−6

10−2 1.6 · 10−51 6 · 10−4

1 1.6 · 10−50 6 · 10−2

102 1.6 · 10−49 6

104 1.6 · 10−48 6 · 102
106 1.6 · 10−47 6 · 104
108 1.6 · 10−46 6 · 106

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛②s ❛t 1▼❍③ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t❡♥t
♦r ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ d = 4 ❦♣❝ ✭r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡ ♣✉❧s❛r ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ❛t ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣✉❧s❛rs ❛♥❞ ♣✉❧s❛r t✐♠✐♥❣ ✐♥ ❛♥
✐♥❝r❡❞✐❜❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❛♥❣❡✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ♣✉❧s❛rs ❛r❡ ❛t t❤❡✐r ❜r✐❣❤t❡st t❤❡r❡✳
P✉❧s❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡
300− 2000 MHz✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❣r♦✇s✱ t❤❡ ■❙▼ ❡✛❡❝t✱
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❦② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ❡✛❡❝t t❛❦❡ ❛ t♦❧❧ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞✳

❖▲❋❆❘ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❞✐sr✉♣t✐✈❡ ❡✛❡❝t✳ ❍❡♥❝❡✱
♦❜s❡r✈❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉▼s ❛t ❖▲❋❆❘ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠✐♥❣✳ ❆❧s♦ ✲ ❛♥❞ t❤✐s ✐s
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ♦♣❡♥❡❞ ❜② ❖▲❋❆❘ ✲ ✇❡ ❝❛♥
t❡st t❤❡ ■❙▼✳

❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❊qs✳ ✹✳✷✸ ❛♥❞ ✸✳✶✵✺ ❛t ν1 = 1 MHz ❛♥❞ ν2 → ∞ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡
❞✐st❛♥t 4 kpc✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣❧♦t ❢♦✉r ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❖▲❋❆❘ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ▲♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ♠✐❣❤t ❤✐❞❡ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s t❤❛t
❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❖▲❋❆❘ ♣r♦❥❡❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐s t♦ s❤❡❞
s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
♦❢ ✉♥s✉r❡ ♦r✐❣✐♥ t❤❛t ❝❛✉s❡s ❛♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❙✉✲
♣❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✼✵✕✷✼✹❪✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs
❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❬✷✼✺✱✷✼✻❪✳ ■♥ ❬✷✼✼✕✷✼✾❪ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❛t ❤✐❣❤❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①✲
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❞❇P ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
✈❡rs✉s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬▼❍③❪ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❧❛② ❬s❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s d = 4 kpc ✭r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣✉❧s❛r ❞✐st❛♥❝❡✮✱
❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t n = 3× 104 m−3 ✭t❤✐❝❦ ❜❧✉❡
❧✐♥❡✮✱ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss mγ = 10−46 kg ✭❞♦tt❡❞ ♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡✮✱ 10−50 kg ✭❞❛s❤❡❞
❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ 10−55 kg ✭❞♦tt❡❞✲❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐s
0.1−1 MHz ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ❛t
❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r
❧❛r❣❡r ♦r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛t 1 ▼❍③ ❢♦r mγ = 10−46 kg ✐s 4.11× 107 s
✭❛r♦✉♥❞ ✶✳✸ ②❡❛rs✮✱ ❢♦r 10−50 kg ✐s 0.411 s✱ ❢♦r 10−55 kg ✐s 4.11× 10−11 s✳ ❚❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s 4.96× 105 s ✭❛❜♦✉t ✻ ❞❛②s✮✳ ❬✷✻✾❪
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♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
■❙▼ t❤❛t✱ ❜② ❝❛✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛t❤
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❝♦❧✉♠♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❉▼ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♠✐❣❤t
❜❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ 1/ν2 s✐♠♣❧❡ ❧❛✇ ♦♥t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ■❙▼✳ ■♥ ❬✷✼✸❪✱ ❢♦r t❤❡
♠❛❣♥❡t❛r ❙●❘ ✶✼✹✺✷✾✵✵✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✜♥❞ s✉♣❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲ ❛♥❞ ❙
❜❛♥❞s✺✳ ❚❤❡② ❡①❝❧✉❞❡ ❝❛✉s❡s ❛s ❧♦✇ q✉❛❧✐t② ❞❛t❛✱ ♣r♦✜❧❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ♠♦❞✲
❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs✱ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ 1/ν2 ❛♣♣❡❛r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❉▼
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜② ❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t
❡✈✐❞❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♣❛t❤s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❲❤❡t❤❡r✱ t❤✐s ✐s
❞✉❡ t♦ ❛♥ ❡①tr❛✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ 1/ν2 ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❧❛✐♠❡❞✱
❡✈❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ❋♦r ♠❛❣♥❡t❛rs t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡♠❛♥❞s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❬✶✺❪ t♦ s❡❡ ✐❢ ❞❡❧❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✳ ❖▲❋❆❘ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② t❤✐s ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧✐♠✐t
r❛♥❣❡s ❛♥❞ ✜♥❞ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ♦r ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳
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■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ❝♦♥❝r❡t❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❡①♣❧♦✐t ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r②
❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜② ❛str♦♥♦♠❡rs✳ ■ts ❞♦✇♥s✐❞❡ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t✱
❛ ♣r✐♦r✐✱ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉♥❧❡ss t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥
❛t ✈❡r② ❧♦✇ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②✲
s✐s✳ ❇❡tt❡r t✐♠✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❖▲❋❆❘ ♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts
♣♦ss✐❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡
❞❡❧❛② ♠❡❛s✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❋❘❇s✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡s❡
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❙♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❡
♠✐❣❤t ❤♦♣❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤✐s r❡❝❡♥t❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❛② s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❘❇s ✳

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ✐s t❤❛t t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡s ❛r❡✿ ♥❡❛r
s♦✉r❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ■●▼ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❋♦r ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥❡❛r s♦✉r❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡

✺❚❤❡ ▲ ❜❛♥❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 2 GHz✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙ ❜❛♥❞ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 2 ❛♥❞ 4 GHz✳
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✇r✐tt❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❉▼✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ♣✉t
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳ ■♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳

❲❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
❤♦st✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t z = 0.492 ± 0.008 ❬✷✵✵❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ν1 = 1.2 GHz ❛♥❞ ν2 = 1.5 GHz
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐s ∼ 0.8 s✳ ❚❤❡ ♠♦st str✐♥❣❡♥t ❧✐♠✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② t♦ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

mγ < 4.6 · 10−50 kg ✭✹✳✼✶✮

❆ ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❝r❡❞✐t✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t
t♦ t❤❡ ■●▼✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ■●▼ ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✵✺❪✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥❢❡r✐♦r ❉▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
❛❝❝❡♣t❡❞ ♦♥❡✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✵✵❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛s
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞

mγ < 3.2 · 10−50 kg ✭✹✳✼✷✮

✇✐t❤ ✾✺✪ ❈▲✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤♦s❡ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ●❘❇s ♦r ❆●◆s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✐♥ ❛ ❞❇P t❤❡♦r② ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s
❢r♦♠ ❋❘❇s ❛r❡ ❢❛✈♦r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✐♥ ❬✺✱ ✹✽❪✱ t♦♦✳

❲❡ ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦t ♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ■●▼ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♣r❡✈❡♥ts ✉s
❢r♦♠ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ DMIGM ❡rr♦r ❜❛rs✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✉r ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆s s✉❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡ t❤❡ ❘▼❙ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉▼ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♥❡①t t♦ t❤❡
s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛❧❧ ❋❘❇s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❙♦ ✐t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛r♦✉♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ2

t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r mγ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t
❜❡❝♦♠❡s 1.1 · 10−51 kg✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❖▲❋❆❘ ♣r♦❥❡❝t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲❜✉❞❣❡t✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❖♥
♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❈❖❚❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✲❞❡s✐❣♥❡❞ ✉♥✐ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦sts ❛❧❧♦✇ t♦ s❡♥❞ ❛
❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t
s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥✐❝❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✈✐❛ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❆♥♦t❤❡r str♦♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ❖▲❋❆❘✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞
❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✇❛r♠ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t✉r♥ ✐♥t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥
♣✉❧s❡ ♠♦❞❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❖▲❋❆❘ t❤❡ ■●▼ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛❧♠
✇❤❡r❡ ❖▲❋❆❘ ❝♦✉❧❞ s❤❡❞ s♦♠❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ✐s s✉♣❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
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■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉♥❞❡♥✐❛❜❧❡ s✉❝❝❡ss t❤❛t t❤❡ ❛❝✲
❝❡♣t❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❤❛s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥s t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✐t✳
❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡❢t
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✱ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② s✉❝❤ ❛ ♣r♦❣r❡ss ❞✐❞♥✬t ♦❝❝✉r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦ q✉❛♥t✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛rt✐✜❝✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t❤❡♦r✐❡s✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♠❛ss❧❡ss
♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❢♦r t❤✐s ❢❛❝t ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜✉r❞❡♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❛s❦ ♦❢
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ♦r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s t♦✉❝❤❡❞ s❡✈✲
❡r❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❤♦✇s ❤♦✇ tr❛✈❡rs❛❧ t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛ss✉r✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s
♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t✐✈❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
tr❡❡ ❧❡✈❡❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❢♦r♠❛❧✲
✐s♠✳ ❲❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ tr② t♦ r❡❧❛t❡ ✐ts ♠❛ss t♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ❛❞❛♣t ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❝❤❛r❣❡ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♦❢ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥
s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❖✉r ❛t✲
t❡♠♣t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
t❤❡ s❡❧❢✲❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❇♦r♥✲■♥❢❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ t❤❡✲
♦r② s♠♦♦t❤s t❤❡ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❡❧❢✲❢♦r❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r❡✈❡♥t❡❞ ✉s ❢r♦♠ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧t✱ ❜✉t t❤❡ ❛✉t❤♦r
❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ✐♥t❡♥❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❈❤❛♣t❡r ✐s ✐♥st❡❛❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t♦ s♣❛t✐❛❧ ✐♥✜♥✐t② ❢r♦♠ ❛♥ ♦✈❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r ❞✐♣♦❧❡ s✉❢✲
❢❡rs✳ ❖✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
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❡✛❡❝t❀ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❞s❤✐❢t✱ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛ ❜❧✉❡s❤✐❢t✳ ❲❡
❡①♣r❡ss ♦✉r r❡s✉❧t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥✲
❣❧❡✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
❣r♦✇s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞✿ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t t❤❡
❡q✉❛t♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡
❡q✉❛t♦r✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ t♦② ♠♦❞❡❧ ❤❡❛❞✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❛❣♥❡t❛r✳ ❚❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛❣♥❡t❛rs ✭t❤❛t ✐s ❛ st❛r ✇✐t❤ t✇♦ s♦❧❛r ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❛ 10 km
r❛❞✐✉s✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧s✱ ❢♦r t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ s❤♦✇ ❢♦✉r ✲ ♣❛✐r❡❞
❜② t✇♦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ❈P❚✲♦❞❞ ♦r ❈P❚✲❡✈❡♥ ✲ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s
t❤❛t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s s♦✱ ❛t t❡st❛❜❧❡ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡
❢♦❝✉s ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢
❧✐❣❤t✳ ❋♦r t❤❡ kF ✲t❡r♠ ❈P❚✲❡✈❡♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ ♥♦♥✲▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❜✉t st✐❧❧
♠❛ss❧❡ss ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ❜② ❛ t✐♥② ❢❛❝t♦r t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③
✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡♥s♦r✳ ❋♦r t❤❡ ❈❛rr♦❧❧✲❋✐❡❧❞✲❏❛❝❦✐✇ ❈P❚✲♦❞❞ ♠♦❞❡❧ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s
❢♦r ♣❤♦t♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ♣❤♦t♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛ss✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
❛✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③
❜r❡❛❦✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss
✐s 10−55 kg✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✾✼❪✱ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧
P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣ ❧✐♠✐t ❬✶✹✼❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧
r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ✉s✐♥❣ ❊❙❆ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❈❧✉st❡r ❬✹✽❪ ♦r ❋❛st ❘❛❞✐♦ ❇✉rst ✭❋❘❇✮
t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❬✶✾✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❤② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ s❤♦✇
❤♦✇✱ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♠❛♥✐❢❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛
t❡r♠ à ❧❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛✇♥ t♦ ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts
❛♥❞ ♣r♦✜t❡❞ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ t♦ s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss✳
❲✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r t✇♦ ♣❤♦t♦♥s
❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ν1 = 1.2 GHz ❛♥❞ ν2 = 1.5 GHz✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s ♣✉t ✐♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡ ✭❉▼✮ t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t
❢♦r t❤❡ ❉▼ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐t ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧❛s♠❛
❡✛❡❝t✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ■♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝
▼❡❞✐✉♠ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥st❡❛❞ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦r
♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✲Pr♦❝❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❛s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❉▼
t♦ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t mγ < 4.6 ·10−50 kg✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐❢
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✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ▼❡❞✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
✐s t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❬✷✵✺❪✱ ✇❡ ❝❛♥
❛ttr✐❜✉t❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣❧❛s♠❛
❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥s✉✐♥❣
❧✐♠✐t ✐s mγ < 3.2 · 10−50kg✳

P❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❏✉❧② ✷✵✶✺ ▼❛r❝❡❧ ●r♦ss♠❛♥
▼❡❡t✐♥❣ ✐♥ ❘♦♠❡✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❛r❡ ✉♥❞❡r ♣r✐♥t ❬✷✻✾❪✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣❡❡r r❡✈✐❡✇❡❞ ❥♦✉r♥❛❧s ❬✶✾✻✱✶✾✾✱✷✻✾❪



✶✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆❆▲ ▲■▼■❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❍❖❚❖◆ ▼❆❙❙



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❯♥✐ts ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛t❡r ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s
✇♦rt❤ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥ts ❛ss✉♠❡ ❛r❜✐tr❛r②
✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ [L]✱ ♠❛ss [M ]✱ t✐♠❡ [T ] ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t
[I]✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✳ ❚❤✐s tr✐✈✐❛❧❧②
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❊q✳ ✶✳✷✹✳

■❢ ❊q✳ ✶✳✷✹ ✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡ ●❛✉ss ❧❛✇ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

~FGauss = k1
q1q2
r2

~n ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❊q✳
✶✳✶✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s❡t ✐t t♦ k1✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ❆✳✶ ✐❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛r❡ s❡t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦♥❡
❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ k1 ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♥❞ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ ✈✐❛❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t k1q1q2 ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢

[
ML3T−2

]
✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❝❤❛r❣❡✶✳ ❙♦

~E = k1
q1
r2

✭❆✳✷✮

✶❚❤✐s ✐s ♥♦t str✐❝t❧② t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
❝♦♥st❛♥t ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s✉❜t❧❡t② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦t❤✐♥❣ ♦❜❧✐❣❡s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡ t❤❛t r❡♥❞❡rs t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ~E ✐s t❤❡ ✜rst
❞❡r✐✈❡❞ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦t❤❡r
❞❡r✐✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♠✐❣❤t ♣r♦✈❡ ❡❛s✐❡r ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦r
♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥s✐❣❤t❢✉❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦r❡
r❡str✐❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✳

✶✹✼
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❋♦r st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❆♠♣❡r❡✬s ❧❛✇ ❧✐♥❦s t❤❡ ❢♦r❝❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts I1
❛♥❞ I2 ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t✇♦ ✇✐r❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ d

d~FAmpère

dl
= 2k2

I1I2
d
~n ✭❆✳✸✮

❍❡r❡✱ l r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ r❡✈❡❛❧ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ k2✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢r♦♠
❊q✳ ❆✳✶✱❆✳✸✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t

[
k1
k2

]
=
[
L2T−2

]
✭❆✳✹✮

❚❤✐s r❛t✐♦ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② sq✉❛r❡❞✳ ■ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ t❤❡r❡❜②

k1
k2

= c2 ✭❆✳✺✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢
❝✉rr❡♥t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
β✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

~B = 2k2β
I

d
✭❆✳✻✮

❋r♦♠ ❊qs✳ ❆✳✶✲❆✳✸✱❆✳✻ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t
[
E

B

]
=

[
L

Tβ

]
✭❆✳✼✮

❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

~∇ · ~E = 4πk1ρ ✭❆✳✽✮

~∇× ~B = 4πk2β~j +
k2β

k1

∂ ~E

∂t
✭❆✳✾✮

~∇× ~E + k3
∂ ~B

∂t
= 0 ✭❆✳✶✵✮

~∇ · ~B = 0 ✭❆✳✶✶✮

✇❤❡r❡ k3 ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❧✐♥❦s✱ ✐♥ ❋❛r❛❞❛②✬s ❧❛✇✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ k3 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ β✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✳ ❆✳✾ ❛♥❞ ❊q✳
❆✳✶✵ ✇❡ ❣❡t

∇2 ~B − k3
k2β

k1

∂2 ~B

∂t2
= 0 ✭❆✳✶✷✮



✶✹✾

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦✉r ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ s②st❡♠ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r②
❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ❧❡♥❣t❤✱ t✐♠❡
❛♥❞ ♠❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✱ ❣r❛♠s
❛♥❞ s❡❝♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❙■ s②st❡♠ ✉s❡s ♠❡t❡rs✱ ❦✐❧♦❣r❛♠s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞s✱
♣❧✉s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❆♠♣èr❡ ❛s ✉♥✐t✳

✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡
tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❍❡♥❝❡

k3
k2β

k1
= c−2 ⇒ k3 =

1

β
✭❆✳✶✸✮

●✐✈❡♥ t❤✐s ♣r❡♠✐s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠s ♦❢
✉♥✐ts ❢♦r ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠✳ ■♥ ✈✐❡✇ ❊qs✳ ❆✳✺✱❆✳✶✸ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ♦♥❧② t✇♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ ❛❧✲
❧♦✇✐♥❣ ✉s ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❛❜✳ ❆✳✶✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t
♦♥❡s✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❙■ ✉♥✐ts ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❡♥✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
k1 ❛♥❞ k2

1

4πǫ0
= 10−7c2

[
ML3T−4I−2

]
✭❆✳✶✹✮

µ0

4π
= 10−7

[
MLT−2I−2

]
✭❆✳✶✺✮

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❜❛s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ ❙■ s②st❡♠ ♥❡❡❞s ❛❧s♦ ❛ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡✱ t❤❡
❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❆♠♣èr❡ ❛s ✉♥✐t✳
❚❤❡ ●❛✉ss ❛♥❞ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✲▲♦r❡♥t③ s②st❡♠ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❢♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r 4π✳
■♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ k3 ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤✐s ❛♥❞ ❊q✳ ❆✳✶✵✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

■♥ ❚❛❜✳ ❆✳✷ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡
✈❛r✐♦✉s s②st❡♠s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ t❡①t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥st❛♥ts
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❜❥❡❝t ♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ✲ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
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❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ǫ0 ❛♥❞ µ0✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ♣❡r
✉♥✐t ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✉♥✐t s②st❡♠s✳

❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ✲✱ t❤❡② ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ s❡ts
♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ✉♥✐ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛① P❧❛♥❝❦ ✐♥ ✶✽✾✾ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ s❡tt✐♥❣ ❛❧❧
✜✈❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t t♦ ✉♥✐t②✳ ❚❤❡♥

• t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c = 1

• t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t G = 1

• t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t ~ =
h

2π
= 1

• t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦♥st❛♥t
1

4πǫ0
= 1

• t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t kB = 1

❆❞♦♣t✐♥❣ P❧❛♥❝❦ ✉♥✐ts ♠❡❛♥s s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐ts ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣
❢r♦♠ ❙■ ✉♥✐ts t♦ P❧❛♥❝❦ ♦♥❡s✱ t❤❡ ♠❡t❡r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❧❡♥❣t❤ ❛s ✉♥✐t
t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ❆✳✸✳

❚❤❡ P❧❛♥❝❦ ✉♥✐ts ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✭❜✉t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✮ ❢r♦♠ t❤❡

●❛✉ss ♦r ▲♦r❡♥t③✲❍❡❛✈✐s✐❞❡ ✉♥✐ts✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✱
1

4πǫ0
✐s s❡t t♦ ✉♥✐t②✳



✶✺✶

❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠

❚❤✉s✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❛❞

~∇ · ~E = 4πρ ✭❆✳✶✻✮
~∇ · ~B = 0 ✭❆✳✶✼✮

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
✭❆✳✶✽✮

~∇× ~B = 4π~j +
∂ ~E

∂t
✭❆✳✶✾✮

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤
❝❛r❡✳ ❆s P✳❙✳ ❲❡ss♦♥ s❛✐❞ ✏▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ tr✐❝❦ ✇❤✐❝❤ s❛✈❡s
❧❛❜♦✉r✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳✑
❚♦ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳
▲❡t✬s t❛❦❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❧❛✇✿

F = G
m1m2

r2
✭❆✳✷✵✮

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ✐♥s❡t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r G ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
✉♥✐s

F =

(
FP l

2
P

m2
P

)
m1m2

r2
✭❆✳✷✶✮

✇❤❡r❡ FP ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❢♦r❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

FP = G
m2

P

l2P
✭❆✳✷✷✮
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❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❢♦r❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛ttr❛❝ts t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
P❧❛♥❝❦ ♠❛ss ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

F

FP

=

(
m1

mP

)(
m2

mP

)

(
r

lP

)2 ✭❆✳✷✸✮

❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ FP ❛s ✉♥✐t ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡✱ mP ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ lP ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

F [FP ] =
m1 [mp]m2 [mp]

(r [lP ])
2 ✭❆✳✷✹✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❊q✳ ❆✳✷✷ t❛❦❡s
s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ● t♦ ♦♥❡✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

◗❊❉ ❛♥❞ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s

■♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♥t❡①t ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛❝t ♦♥ ❛
♣✉r❡❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢
✇❤❛t ❛♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s t❡①t✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs❀ ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✭s❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✾✮ ✳
❚❤❡ ✜rst ❝r❡❛t❡s ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡str♦②s ✐t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡
✈✐s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✈❡r② ❡❛s✐❧②✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠✳

❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆♦❜❡❧ ▲❛✉r❡❛t❡ ❘✐❝❤❛r❞
❋❡②♥♠❛♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❥✉st t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t❤❡♦r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❛r❡
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❡❧❞s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❛tt❡r✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ❞✇❡❧❧ ♦♥ ♦t❤❡r
❡①❛♠♣❧❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ◗❊❉✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝
❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡

• ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❢❡r♠✐♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡

• ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡

• ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐tt✐♥❣ ♦r ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥

❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❊▼ ✜❡❧❞s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r
❡❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❝❝✉rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts ✭❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt❡①❡s✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡s✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦✐♥t ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❛ ✇❛✈② ❧✐♥❡ r❡♣✲
r❡s❡♥ts ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❞r❛✇ ❛ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠✱
❜✉t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❦❡❡♣ ♦♥ t❤❡ ① ❛①❡s t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ② ❛①✐s t❤❡
s♣❛❝❡✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ✜♥❞s ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦♥ r✐❣❤t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✶✺✸



✶✺✹ ❆PP❊◆❉■❳ ❇✳ ◗❊❉ ❆◆❉ ❋❊❨◆▼❆◆ ❉■❆●❘❆▼❙

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❖♥❡ ❧♦♦♣ ◗❊❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳

st❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rr♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡①✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❛rr♦✇ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐t✳ ❱✐❝❡✈❡rs❛ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳

❚❤✐s ♠✐❣❤t s❡❡♠ ✈❡r② ❛❜str❛❝t✱ ❜✉t ✐t✬s ❛❝t✉❛❧❧② q✉✐t❡ ❡❛s② ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ❣r❛s♣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ❧❡t✬s ❛♣♣❧②
t❤❡♠ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦✉r t❡①t✳ ❲❡ r❡♣❡❛t ❤❡r❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡① t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❆t t❤❡ ✈❡rt❡①✱
t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❡♠✐ts ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡
s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡✉♥✐t❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❍❡r❡ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡✳
❚❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐s str❛✐❣❤t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥❡✈❡r ❞❡✈✐❛t❡s✳

■❢ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✶✳✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
❢❡r♠✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣✳ ❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❡rt❡① ✐t ❡♠✐ts ❛ t✇♦ ❢❡r♠✐♦♥s ✭✐♥
♦✉r ❝❛s❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❛ss✉r❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❡r♠✐♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❝♦❧❧✐❞❡
❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rt❡① ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ♣❤♦t♦♥✳

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
s✉♠♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛②s✳

❙✉❝❤ ❣r❛♣❤s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ t♦♦ ✏❧✐t❡r❛❧❧②✑✳ ❖✉r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ str❛✐❣❤t ♦r ❝✉r✈❡❞ ❧✐♥❡s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧②
❢♦❧❧♦✇ t❤♦s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ✇❛✈② ❧✐♥❡s ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ♣❤♦t♦♥s ❞♦ ♥♦t
✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ t❤❛♥ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛s
✐❢ ✐t ✇❡r❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ ❜✉t ♥♦t❤✐♥❣ ❛ss✉r❡s ✉s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ✈❡r✲
t❡①✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧
st❛t❡✳
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❚❤❡ ΛCDM ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣②
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡
♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ✐ts s✉♣♣♦rt❡rs✱
✐t ❞❡s❝r✐❜❡s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈♦s♠✐❝
▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✈✐❛ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳

❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

Gµν + Λgµν = 8πTµν ✭❈✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t Λ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊✐♥st❡✐♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛t✐❝ ✉♥✐✲
✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t s❝✐❡♥t✐st ❞❡✜♥❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ❤✐s ❜✐❣❣❡st ♠✐st❛❦❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❍✉❜❜❧❡✬s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✇❛s ❡①❤✉♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛♥
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❤❡❧❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡✿ ❞❛r❦
❡♥❡r❣②✳ ■t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t ❛r❡
✇❡❧❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② ❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✐t✳
❚❤❡ ❈❉▼ ♣❛rt r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛ss t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡
t❤❡ ✢❛t r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❧❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r ❛♥❞ t❤❡
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♠✐t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝ts ♦♥❧② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧② ✭❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ✇❡❛❦ ❢♦r❝❡✮
✇✐t❤ t❤❡ ✏♥♦r♠❛❧✑ ♠❛tt❡r✳ ■t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦❧❞ ✭✐✳❡✳ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✮✱ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥❧❡ss ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss✳
❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❡♥❡r❣②✲♠❛ss
❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✻ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥✲
❘♦❜✐♥s♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝

ds2 = dt2 − a2 (t)
[
dr2 + r2dθ2 + r2s✐♥2dφ2

]
✭❈✳✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ s♣❛t✐❛❧ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ♥✉❧❧ s✐♥❝❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✢❛t✱ ♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s❀ a (t)

✶✺✺
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✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❍✉❜❜❧❡
❝♦♥st❛♥t ✐s ❬✶✵✷❪

H (t) =
ȧ (t)

a (t)
✭❈✳✸✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❡♥s✉❡s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ✐s

a (t) =
1

1 + z
✭❈✳✹✮

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞r✐✈❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
r❡❛❞ ❬✶✵✷❪

H2 =
8πρ+ Λ

3
✭❈✳✺✮

Ḣ +H2 = −4π

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
✭❈✳✻✮

✇✐t❤ ρ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ p t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡ ✐♥
✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✵✵ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✬s ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

d

da

(
ρa3
)
= −3pa2 ✭❈✳✼✮

❈❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ p = p (ρ)✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ❞❡♥s✐t② t❡❧❧s ✉s ❤♦✇ r❡❧❡✈❛♥t
❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡r❛✳ ◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛s ✢❛t✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ ❊q✳ ❈✳✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t p≪ ρ✳ ❍❡♥❝❡ρ ∼ a−3✳ ■♥st❡❛❞✱ ❢♦r
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s p =

ρ

3
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ρ ∼ a−4✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
❝❛❧❧❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛s

ρc =
3H2

8π
✭❈✳✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥
ΩX =

ρX0

ρc
✭❈✳✾✮

✭✇❤❡r❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ρX0 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t ♣r❡s❡♥t
t✐♠❡✮✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ❈✳✺ ❛s

H = H0 ·
√
Ωm (1 + z)

3
+ΩΛ ✭❈✳✶✵✮

❚♦ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✻✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛s ❛♥
✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

t0 =

ˆ 1

a=0

dt =

ˆ 1

0

da

ȧ
=

ˆ 1

0

da

aH
= H−1

0

ˆ 1

0

da

a ·H (z)
✭❈✳✶✶✮



✶✺✼

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✹✳✷✼✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss a ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t

t0 = H−1
0

ˆ ∞

0

dz

(1 + z) ·H (z)
✭❈✳✶✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t (z) = H−1
0

ˆ ∞

z

dz

(1 + z) ·H (z)
✭❈✳✶✸✮

❊q✳ ✹✳✷✻ ❢♦❧❧♦✇s s✐♠♣❧② t❛❦✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t✳
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P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ▲✐st ❛♥❞

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡ ❡t

❙t✉❞✐♦r✉♠

▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ●✳ ❆❝q✉❛✈✐✈❛✱ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ●✳ ❈♦❣♥♦❧❛ ❛♥❞ ❙✳ ❩❡r❜✐♥✐✱ ✏❘❛② tr❛❝✐♥❣ ✐♥
❋▲❘❲ ✢❛t s♣❛❝❡✲t✐♠❡s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✽✽✱ ✶✷✹✵✷✹ ✭✷✵✶✸✮✱
❉❖■✿✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❉✳✽✽✳✶✷✹✵✷✹

✷✳ ●✳ ❆❝q✉❛✈✐✈❛✱ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ❙✳ ❩❡r❜✐♥✐ ❛♥❞ ▲✳ ❱❛♥③♦✱ ✏❱❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✐♥ ❋▲❘❲ s♣❛❝❡✲t✐♠❡s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱
✽✾✱ ✵✽✹✵✸✶ ✭✷✵✶✹✮✱ ❉❖■✿✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❉✳✽✾✳✵✽✹✵✸✶

✸✳ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ❙✳ P✳ ❇❡r❣❧✐❛✛❛ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐✱ ✏❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
s❤✐❢t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❊✉❧❡r ❞✐♣♦❧❡✑✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✲
t❡❡♥t❤ ▼❛r❝❡❧ ●r♦ss♠❛♥ ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❡❞✐t❡❞ ❜② ▼❛ss✐♠♦
❇✐❛♥❝❤✐✱ ❘♦❜❡rt ❚ ❏❛♥t③❡♥✱ ❘❡♠♦ ❘✉✣♥✐✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱
✷✵✶✻

✹✳ ▼✳ ❖❧t❡❛♥✱ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ❆✳ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐✳ ❛♥❞ ❈✳ ❋✳ ❙♦♣✉❡rt❛✱ ✏❊♥✲
tr♦♣② t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✲
✐t❛t✐♦♥❛❧ t✇♦✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✾✹✱ ✵✻✹✵✹✾✱ ✭✷✵✶✻✮✱ ❉❖■✿
✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❉✳✾✹✳✵✻✹✵✹✾

✺✳ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ❏✳ ❊❧❧✐s✱ ◆✳ ❊✳ ▼❛✈r♦♠❛t♦s✱ ❆✳ ❙✳ ❙❛❦❤❛r♦✈✱ ❊✳ ❑✳ ●✳ ❙❛r❦✐s②✐❛♥✲
●r✐♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐✱ ✏P❤♦t♦♥ ♠❛ss ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ❢❛st r❛❞✐♦
❜✉rsts✑✱ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇✱ ✼✺✼✱ ✺✹✽ ✭✷✵✶✻✮✱ ❉❖■✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♣❤②s❧❡t❜✳✷✵✶✻✳✵✹✳✵✸✺

✻✳ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ▲✳ ❘✳ ❞♦s ❙❛♥t♦s ❋✐❧❤♦✱ ❏✳ ❆✳ ❍❡❧❛②ë❧✲◆❡t♦ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❆✳ ▼✳
❙♣❛❧❧✐❝❝✐✱ ✏▼❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ ❙✉♣❡r ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✑✱
❛r❳✐✈✿✶✻✵✼✳✵✽✼✽✻ ❬❤❡♣✲♣❤❪ ✭✷✵✶✻✮✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❞✈✳ ❙♣❛❝❡
❘❡s✳

✼✳ ▼✳ ❏✳ ❇❡♥t✉♠✱ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ❆✳ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝✐✱ ✏❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❜② ♣✉❧s❛rs✱
♠❛❣♥❡t❛rs✱ ❢❛st r❛❞✐♦ ❜✉rsts ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛t ✈❡r② ❧♦✇

✶✺✾
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r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✑✱ ❛r❳✐✈✿✶✻✵✼✳✵✽✽✷✵ ❬❛str♦✲♣❤❪ ✭✷✵✶✻✮✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐t❛❡ ❡t st✉❞✐♦r✉♠✿
❇♦♥❡tt✐ ▲✉❝❛ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❤✐s ❇❛❝❤❡❧♦r ❉❡❣r❡❡ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐ ❞✐

❚r❡♥t♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣r❛❞❡ ♦❢ ✶✶✵✴✶✶✵ ✇✐t❤ ❤♦♥♦r✳ ❍❡
❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❤✐s st✉❞✐❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❢♦r t❤❡ ▼❛st❡r ❉❡❣r❡❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
P❤②s✐❝s ✐♥ ✷✵✶✷✱ ❣r❛❞✉❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣r❛❞❡ ♦❢ ✶✶✵✴✶✶✵ ✇✐t❤ ❤♦♥♦r✳ ❇❡t✇❡❡♥
❆♣r✐❧ ❛♥❞ ❏✉♥❡ ✷✵✶✸✱ ▲✉❝❛ ❇♦♥❡tt✐ ✉♥❞❡r✇❡♥t ❛ st❛❣❡ ❛t ▲P❈✷❊ ✉♥❞❡r t❤❡
s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❢✳ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❊▼❘■s✳
■♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✱ ▲✉❝❛ ❇♦♥❡tt✐ st❛rt❡❞ ❤✐s ❉♦❝t♦r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡
❘❡❣✐♦♥ ❈❡♥tr❡✱ ❛❧✇❛②s ❛t ▲P❈✷❊ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❢✳ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❉✳
❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❋❡♥②♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ◗❊❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ●♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❢r❡❡❧②✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❛t t❤❡
✜rst ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s r❡❛❜s♦r❜❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞✱
✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ ❋❡♥②♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ◗❊❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣❤♦t♦♥ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✳ ❘❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r
❛t t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ r❡❢♦r♠✲
✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✶ ❙♣❛❝❡t✐♠❡ ✐♥ ❘✐♥❞❧❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❘❡❣✐♦♥ ■ ✐s t❤❡ ❘✐♥❞❧❡r ✇❡❞❣❡✳
❘❡❣✐♦♥ ■■■ t❤❡ ❛♥t✐✲❘✐♥❞❧❡r ✇❡❞❣❡✳ ❘❡❣✐♦♥s ■■ ❛♥❞ ■❱ ❛r❡ t❤❡
▼✐❧♥❡ ❛♥❞ ❛♥t✐✲▼✐❧♥❡ ✇❡❞❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✷ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ (1)z ❛♥❞
♦❢ (2)z ✇✐t❤ κ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❬✶✸✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✸ P❧♦t ♦❢(1)z ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞(2)z ✐♥ t❡r♠s ♦❢ u = cos θ✱ ❢♦r λ = 1, 10, 100
✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞❛s❤❡❞✱ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t
♣❧♦t✱ t❤❡ ❊▼❙ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡
r✐❣❤t ♣❧♦t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs✳ ❬✶✸✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✶ ❙♣✐♥ 1
2 ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✷ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❜r❡❛❦✿ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❛t
♦❢ ❬✶✹✸❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆t P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧
❡①❛❝t s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ s②♠♠❡tr② ✭▲❖❙❨✮ ✐s
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❤❛♣♣❡♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ●r❡❛t ❯♥✐✲
✜❡❞ ❚❤❡♦r② ✭●❯❚✮✳ ❆t 1011 − 1013 GeV ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢
❙❯❙❨✳ ❆t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛rr② r❡♠✐♥✐s❝❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ s②♠♠❡tr✐❡s ❜❡✐♥❣
❜r♦❦❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✶✻✶
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✸✳✸ ❚✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ❈❧❛ss ✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✱ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ 0.1 ❛♥❞ 1MHz ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 4 kpc✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥
❛ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st❛② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤
❝✉rr❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❖▲❋❆❘ ❛♥❞ ▲❖❋❆❘ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛t 4 kpc ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t
✇❤✐❝❤ ❛ ♣✉❧s❛r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣✉❧s❛rs✳ ❬✶✾✾❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✹ ●r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛ ✇❛✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞✱
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1MHz−1 GHz
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ẑ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ k̃3 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ 10✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✺ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ω̃+ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 MHz − 1 GHz✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ẑ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ k̃3 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ 10✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✸✳✻ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ω̃− ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 MHz − 1 GHz✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ẑ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ k̃3 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ 10✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✶ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t ✇❡ s❤♦✇ ♦♥ t❤❡ (mγ ,ΩIGM ) ♣❧❛♥❡ s♦♠❡ ❜❛♥❞s ♦❢
❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❘❇
✶✺✵✹✶✽✳ ❚❤❡ r❡❞ ❜❛♥❞ ✐s t❤❡ Λ❈❉▼ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ΩIGM =
0.041±0.002✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❣r❛② ❜❛♥❞ ✐s t❤❡ ❋❘❇ ✶✺✵✹✶✽ ♠❡❛s✉r❡
❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✷✵✵❪✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❤②✲
♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✶✵✪ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❛♥❞s t❤❛t ✇❡ r❡❝❦♦♥ t♦ ❜❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♠❛✉✈❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❢♦r ❋❘❇s ❛t
z = 0.1✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡ ❛t z = 1.0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✷ ❉❛t❛ ❢♦r ●❘❇s ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈❡②s ❢r♦♠ ❬✷✺✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✸ ❘▼❙ ♦❢ t✐♠❡ ❧❛❣s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r aγ ✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❙❛❦❤❛r♦✈ ✐♥ ❬✷✺✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✹ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r aγ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛ s❡t ❢♦r t❤❡ ●❘❇ ❞❛t❛ ❛t ❞✐s♣♦s❛❧✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ✾✺✪ ❈▲ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✈❛❧✉❡✳
❆❧s♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✺✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
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✹✳✺ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❞❇P ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦t✲
t❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❬▼❍③❪ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ❬s❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s
d = 4 kpc ✭r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣✉❧s❛r ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t n = 3 × 104 m−3 ✭t❤✐❝❦ ❜❧✉❡
❧✐♥❡✮✱ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss mγ = 10−46 kg ✭❞♦tt❡❞ ♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡✮✱ 10−50 kg
✭❞❛s❤❡❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ 10−55 kg ✭❞♦tt❡❞✲❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐s 0.1−1MHz ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱
t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❧❛r❣❡r ♦r s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛t 1 ▼❍③ ❢♦r mγ = 10−46 kg
✐s 4.11 × 107 s ✭❛r♦✉♥❞ ✶✳✸ ②❡❛rs✮✱ ❢♦r 10−50 kg ✐s 0.411 s✱ ❢♦r
10−55 kg ✐s 4.11 × 10−11 s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥✲
s✐t② ✐s 4.96× 105 s ✭❛❜♦✉t ✻ ❞❛②s✮✳ ❬✷✻✾❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

❇✳✶ ❖♥❡ ❧♦♦♣ ◗❊❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲❛❜s♦r♣t✐♦♥
♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✹✳✶ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛②s ❛t 1 ▼❍③ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❝♦♥t❡♥t ♦r ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
d = 4 ❦♣❝ ✭r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣✉❧s❛r ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

❆✳✶ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦✉r ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ s②st❡♠ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛r❜✐✲
tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ❜❛s❡
✉♥✐ts ❛r❡ ❧❡♥❣t❤✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r t❤❡②
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✱ ❣r❛♠s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❙■ s②st❡♠ ✉s❡s ♠❡t❡rs✱ ❦✐❧♦❣r❛♠s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞s✱ ♣❧✉s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❆♠♣èr❡ ❛s ✉♥✐t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❆✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ǫ0 ❛♥❞ µ0✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡
♣❡r ✉♥✐t ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✉♥✐t s②st❡♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❆✳✸ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✶✻✺
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❉✳ ❍✳ ❉❡❧♣❤❡♥✐❝❤✱ ✏◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ◗❊❉✑✱ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❡✐♥❡r
❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡✱ ✷✵✵✸✳ ❛r❳✐✈✿ ❤❡♣✲t❤✴✵✸✵✾✶✵✽✳

❬✷❪ ❆✳ ❙✳ ●♦❧❞❤❛❜❡r ❛♥❞ ▼✳ ▼✳ ◆✐❡t♦✱ ✏P❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t♦♥ ♠❛ss ❧✐♠✐ts✑✱
❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♣✳ ✾✸✾✱ ✷✵✶✵✳

❬✸❪ ❙✳ ❏✳ P❧✐♠♣t♦♥ ❛♥❞ ❲✳ ❊✳ ▲❛✇t♦♥✱ ✏❆ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ t❡st ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇
♦❢ ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♣✳ ✶✵✻✻✱ ✶✾✸✻✳

❬✹❪ ❊✳ ❘✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❏✳ ❊✳ ❋❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍✐❧❧ ❇✉❧❧✳ ❆♠✳ P❤②s✳ ❙♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱
♣✳ ✺✽✻✱ ✶✾✼✵✳

❬✺❪ ❊✳ ❘✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❏✳ ❊✳ ❋❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍✐❧❧✱ ✏◆❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢
❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇✿ ❆ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ r❡st ♠❛ss✑✱ P❤②s✳
❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♣✳ ✼✷✶✱ ✶✾✼✶✳

❬✻❪ ❉✳ ❋✳ ❇❛rt❧❡tt✱ P✳ ❊✳ ●♦❧❞❤❛❣❡♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❆✳ P❤✐❧❧✐♣s✱ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢
❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♣✳ ✹✽✸✱ ✶✾✼✵✳

❬✼❪ ●✳ ❉✳ ❈♦❝❤r❛♥ ❛♥❞ P✳ ❆✳ ❋r❛♥❦❡♥ ❇✉❧❧✳ ❆♠✳ P❤②s✳ ❙♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♣✳ ✶✸✼✾✱
✶✾✻✽✳

❬✽❪ ❊✳ ❈✳ ●✳ ❙t✉❡❝❦❡❧❜❡r❣✱ ✏❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ❞❡ ♠❛ss❡ ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡✑✱ ❍❡❧✈✳ P❤②s✳ ❆❝t❛✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♣✳ ✷✵✾✱ ✶✾✺✼✳

❬✾❪ ▲✳ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✱ ✏❘❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦✐r ❡t q✉❛♥t❛ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✑✱ ❏✳ P❤②s✳ ❡t ❘❛✲
❞✐✉♠✱ ✈♦❧✳ ❱■ ✸✱ ♣✳ ✹✷✷✱ ✶✾✷✷✳

❬✶✵❪ ▲✳ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✱ ✏❖♥❞❡s ❡t q✉❛♥t❛✑✱ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ❍❡❜❞✳ ❙é❛♥❝❡s ❆❝❛❞✳
❙❝✳ P❛r✐s✱ ✈♦❧✳ ✶✼✼✱ ♣✳ ✺✵✼✱ ✶✾✷✸✳

❬✶✶❪ ▲✳ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✱ ▲❛ ♠é❝❤❛♥✐q✉❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞✉ ♣❤♦t♦♥✱ ❯♥❡ ♥♦✈❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐ér❡✳ P❛r✐s✿ ❍❡r♠❛♥♥✱ ✶✾✹✵✳

❬✶✷❪ ▼✳ ❇♦r♥ ❛♥❞ ▲✳ ■♥❢❡❧❞✱ ✏❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✑✱ Pr♦❝✳ ❘✳
❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ❆✱ ✈♦❧✳ ✶✹✹✱ ♣✳ ✹✷✺✱ ✶✾✸✹✳

❬✶✸❪ ❘✳ ❘✳ ❈✉③✐♥❛tt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✏❍♦✇ ❝❛♥ ♦♥❡ ♣r♦❜❡ P♦❞♦❧s❦✐ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s❄✑✱
■♥t✳ ❏✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ❆✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♣✳ ✸✻✹✶✱ ✷✵✶✶✳

✶✻✼
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❬✶✹❪ ●✳ ❱✳ ❉✉♥♥❡✱ ❆s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✐♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts
♦❢ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥❣ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✺❪ ❲✳ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❍✳ ❊✉❧❡r✱ ✏❋♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❉✐r❛❝s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s
P♦s✐tr♦♥✑✱ ❩✳ P❤②s✳✱ ✈♦❧✳ ✾✽✱ ♣✳ ✼✶✹✱ ✶✾✸✻✳

❬✶✻❪ ❇✳ ❙❡❡♠❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ❇❛rr②✱ ❚❤❡ st♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❉❡tr♦✐t✿
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s❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✑✱ ❆str♦♣❤②s✳ ❏✳✱ ✈♦❧✳ ✷✸✺✱ ♣✳ ✶✵✸✽✱ ✶✾✽✵✳
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❬✶✷✵❪ P✳ ▼❛❝❤ ❛♥❞ ❊✳ ▼❛❧❡❝✱ ✏❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❇♦♥❞✐ ❛❝❝r❡t✐♦♥
✐♥ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲✭❛♥t✐✲✮❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡t✐♠❡s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✈♦❧✳ ✽✽✱
♣✳ ✵✽✹✵✺✺✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✷✶❪ ❈✳ ❆✳ ❘✐✈❛s♣❧❛t❛ P❛③✱ ❏✳ ▼✳ ❙❛❧✐♠✱ ❛♥❞ ❙✳ ❊✳ P❡r❡③ ❇❡r❣❧✐❛✛❛✱ ✏❙t❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❤♦st ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦♥t♦ ❛ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✑✱
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✈♦❧✳ ✾✵✱ ♣✳ ✶✷✹✵✼✺✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✷✷❪ ❏✳ ❙✳ ❍❡②❧ ❛♥❞ ▲✳ ❍❡r♥q✉✐st✱ ✏◗❊❉ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✑✱ ❏✳ P❤②s✳ ❆ ▼❛t❤✳ ●❡♥✳✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♣✳ ✻✹✼✺✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✷✸❪ ❨✳ ❈❤♦q✉❡t✲❇r✉❤❛t✱ ❈✳ ❉✳ ❲✐tt✲▼♦r❡tt❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❉✐❧❧❛r❞✲❇❧❡✐❝❦✱ ❆♥❛❧②s✐s✱
♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ◆♦rt❤ ❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✼✼✳

❬✶✷✹❪ ❏✳ ❍❛❞❛♠❛r❞✱ ▲❡ç♦♥s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❛r✐s✿ ❍❡r♠❛♥♥✱ ✶✾✵✸✳

❬✶✷✺❪ ▼✳ ❱✐ss❡r✱ ❈✳ ❇❛r❝❡❧ó✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲✐❜❡r❛t✐✱ ✏❇✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✈❡rs✉s ❜✐♠❡tr✐❝✐t②✑✱
✐♥ ■♥q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✿ ❡ss❛②s t♦ ❝❡❧❡❜r❛t❡ Pr♦❢❡ss♦r ▼❛r✐♦ ◆♦✈❡❧❧♦
❏✉❜✐❧❡❡ ✭❏✳ ▼✳ ❙❛❧✐♠✱ ❙✳ ❊✳ P❡r❡③ ❇❡r❣❧✐❛✛❛✱ ▲✳ ❆✳ ❖❧✐✈❡✐r❛✱ ❛♥❞ ❱✳ ❉❡
▲♦r❡♥❝✐✱ ❡❞s✳✮✱ ✭P❛r✐s✮✱ ♣✳ ✸✾✼✱ ❋r♦♥t✐❡r ●r♦✉♣✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✷✻❪ ❏✳ P❧❡❜❛♥s❦②✱ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✿
◆♦r❞✐t❛✱ ✶✾✻✽✳

❬✶✷✼❪ ❲✳ ❉✐ttr✐❝❤ ❛♥❞ ❍✳ ●✐❡s✱ Pr♦❜✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠✳ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✷✽❪ ●✳ ❋✳ ❇✳ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ✏Ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r Pr✐♠❡♥③❛❤❧❡♥ ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡✲
♥❡♥ ●röss❡✑✱ ▼♦♥❛ts❜❡r✳ ❑ö♥✐❣❧✳ Pr❡✉ss✳ ❆❦❛❞✳ ❲✐ss✳ ❇❡r❧✐♥✱ ♣✳ ✻✼✶✱ ✶✽✺✾✳

❬✶✷✾❪ ❆✳ ❍✉r✇✐t③✱ ✏❊✐♥✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❉✐r✐❝❤❧❡ts❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f(s) =∑(
D
n

)
1
ns ✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❑❧❛ss❡♥③❛❤❧❡♥ ❜✐♥är❡r q✉❛❞r❛t✐s✲

❝❤❡r ❋♦r♠❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✑✱ ❩✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱ ♣✳ ✽✻✱ ✶✽✽✷✳

❬✶✸✵❪ ▲✳ ❇♦♥❡tt✐✱ ❙✳ P❡r❡③ ❇❡r❣❧✐❛✛❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❆✳ ▼✳ ❙♣❛❧❧✐❝❝✐✱ ✏❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
s❤✐❢t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✕❊✉❧❡r ❞✐♣♦❧❡✑✱ ✐♥ ✶✹t❤ ▼❛r❝❡❧ ●r♦ss♠❛♥♥
▼❡❡t✐♥❣ ✭▼✳ ❇✐❛♥❝❤✐✱ ❘✳ ❚✳ ❏❛♥t③❡♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❘✉✣♥✐✱ ❡❞s✳✮✱ ✭❙✐♥❣❛♣♦r❡✮✱
❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✷✵✶✻✳ t♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬✶✸✶❪ ❏✳ ❚✳ ▼❡♥❞♦♥❝❛✱ ▼✳ ▼❛r❦❧✉♥❞✱ P✳ ❑✳ ❙❤✉❦❧❛✱ ❛♥❞ ●✳ ❇r♦❞✐♥✱ ✏P❤♦t♦♥
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✑✱ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❆✱ ✈♦❧✳ ✸✺✾✱ ♣✳ ✼✵✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✸✷❪ ❉✳ ▲❛✐✱ ✏▼❛tt❡r ✐♥ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✑✱ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳✱ ✈♦❧✳ ✼✸✱ ♣✳ ✻✷✾✱
✷✵✵✶✳

❬✶✸✸❪ ❉✳ ▲❛✐✱ ✏P❤②s✐❝s ✐♥ ✈❡r② str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✑✱ ❙♣✳ ❙❝✳ ❘❡✈✳✱ ✷✵✶✺✳ ❋✐rst
♦♥❧✐♥❡✿ ✺ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✺✳

❬✶✸✹❪ ❘✳ ❖♥♦❢r✐♦✱ ✏❍✐❣❣s✲✐♥❞✉❝❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s❤✐❢ts ♥❡❛r str♦♥❣ ❣r❛✈✐t②
s♦✉r❝❡s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♣✳ ✵✻✺✵✵✽✱ ✷✵✶✵✳
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❬✶✸✺❪ ❘✳ ❖♥♦❢r✐♦ ❛♥❞ ●✳ ❲❡❣♥❡r✱ ✏❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❍✐❣❣s s❤✐❢ts ✐♥ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s✑✱ ❆s✲
tr♦♣❤②s✳ ❏✳✱ ✈♦❧✳ ✼✾✶✱ ♣✳ ✶✷✺✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✸✻❪ ●✳ ❲❡❣♥❡r ❛♥❞ ❘✳ ❖♥♦❢r✐♦✱ ✏❍✐❣❣s s❤✐❢ts ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛✲
t✐♦♥s ♥❡❛r ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✑✱ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳✱ ✈♦❧✳ ✼✺✱ ♣✳ ✸✵✼✱ ✷✵✶✺✳

❬✶✸✼❪ P✳ ❲✳ ❍✐❣❣s✱ ✏❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✑✱ P❤②s✳
❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♣✳ ✺✵✽✱ ✶✾✻✹✳

❬✶✸✽❪ ❋✳ ❊♥❣❧❡rt ❛♥❞ ❘✳ ❇r♦✉t✱ ✏❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❣❛✉❣❡ ✈❡❝t♦r
♠❡s♦♥s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♣✳ ✸✷✶✱ ✶✾✻✹✳

❬✶✸✾❪ ●✳ ❙✳ ●✉r❛❧♥✐❦✱ ❈✳ ❘✳ ❍❛❣❡♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❲✳ ❇✳ ❑✐❜❜❧❡✱ ✏●❧♦❜❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s ❛♥❞ ♠❛ss❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♣✳ ✺✽✺✱ ✶✾✻✹✳

❬✶✹✵❪ ●✳ ❆❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❆❚▲❆❙ ❛♥❞ ❈▼❙ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s✱ ✏❈♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ♠❛ss ✐♥ pp ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t

√
s ❛♥❞ ✽ ❚❡❱ ✇✐t❤

❆❚▲❆❙ ❛♥❞ ❈▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✈♦❧✳ ✶✶✹✱ ♣✳ ✶✾✶✽✵✸✱
✷✵✶✺✳

❬✶✹✶❪ ❙✳ ▼✳ ❈❛rr♦❧❧✱ ●✳ ❇✳ ❋✐❡❧❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏❛❝❦✐✇✱ ✏▲✐♠✐ts ♦♥ ❛ ▲♦r❡♥t③✲ ❛♥❞
♣❛r✐t②✲✈✐♦❧❛t✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✑✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱
♣✳ ✶✷✸✶✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✹✷❪ ❍✳ ❇❡❧✐❝❤✱ ▲✳ ❉✳ ❇❡r♥❛r❞✱ P✳ ●❛❡t❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❍❡❧❛②ë❧✲◆❡t♦✱ ✏❚❤❡ ♣❤♦t✐♥♦
s❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ▲♦r❡♥t③✲s②♠♠❡tr②✲
✈✐♦❧❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✑✱ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳ ❈✱ ✈♦❧✳ ✼✸✱ ♣✳ ✷✻✸✷✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✹✸❪ ❍✳ ❇❡❧✐❝❤✱ ▲✳ ❇❡r♥❛r❞✱ P✳ ●❛❡t❡✱ ❏✳ ❍❡❧❛②ë❧✲◆❡t♦✱ ❛♥❞ ❋✳ ▲❡❛❧✱ ✏❆s♣❡❝ts ♦❢
❈P❚✲❡✈❡♥ ▲♦r❡♥t③✲s②♠♠❡tr② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✐♥ ❛ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ s❝❡✲
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Electromagnétisme non-maxwellien en astrophysique et 
applications spatiales à très basses fréquences   

 
Résumé :  

L’univers est largement observé avec les signaux électromagnétiques – supposés maxwelliens – bien que la 
fenêtre d’onde gravitationnelle vient juste d’être ouverte. La cosmologie est depuis longtemps confrontée à 
un univers à 96% noir et inconnu. Donc, il est pertinent pour la physique fondamentale de débuter une 
vérification théorique et expérimentale de l’électromagnétisme et de son messager, le photon. La thèse 
aborde les théories non-maxwelliennes, en se focalisant sur les effets vérifiables. Nous traitons d’une série 
d’applications et évaluons le degré d’utilité des théories électromagnétiques alternatives. Nous revoyons les 
théories les plus importantes, qu’elles soient non-linéaires ou massives. Pour la première catégorie, pour 
l’analyse de la force propre, nous considérons la radiation d’une charge de Born-Infeld uniformément 
accélérée ; dans la théorie d’Heisenberg-Euler, nous trouvons un décalage en fréquence induit par un dipôle 
magnétique surcritique, associé à un magnétar. Le photon étant la seule particule sans masse dans le 
Modèle Standard (MS), nous explorons les extensions de MS. En effet, pour la catégorie massive, dans un 
contexte supersymétrique, nous trouvons des comportements non-maxwelliens survenant dans des cas 
paires et impairs de symétrie CPT (Charge-Parity-Time Reversal) : soit une propagation à vitesse sous-
lumineuse ou un comportement massif dispersif proportionnel au vecteur qui provoque la rupture de la 
symétrie de Lorentz. Plus loin, nous déterminons une limite supérieure de la masse de 3.2 x 10-50 kg en 
analysant les Fast Radio Bursts. Les différences des temps d’arrivée d’un photon massif (à la de Broglie-
Proca) s’expriment comme l’inverse de la fréquence au carrée, comme les photons traversant un plasma. 
De là provient notre intérêt pour la radioastronomie à basse fréquence au sol ou dans l’espace. Un domaine 
inexploré cachant des pulsars se situe en-dessous de 15 MHz, et sera accessible par un essaim de nano-
satellites. 

Mots clés : électromagnétisme non-maxwellien, photons, astrophysique  

 Non-Mawellian electromagnetism in astrophysics and in space 
applications at low radio frequencies 

Abstract:  

The universe is largely observed with electromagnetic signals – supposedly Maxwellian – though the 
gravitational wave window was just unbarred. Meanwhile, cosmology is since long confronted with an 
universe for 96% dark and unknown. Thus, it is pertinent for fundamental physics to start a theoretical and 
experimental verification of electromagnetism, and its photon messenger. The thesis discusses non-
Maxwellian theories,  focusing on testable effects. We deal with a range of applications and assess how 
alternative electromagnetic theories are helpful. We revise the most notable theories, either non-linear or 
massive. In the former class, for analysis of the self-force, we consider the radiation of an uniformly 
accelerating Born-Infeld charge; in the Heisenberg-Euler theory, we find a frequency shift induced by an 
overcritical magnetic dipole, associated to a magnetar. Being the photon the only massless particle in the 
Standard Model (SM), we explore SM extensions. Indeed for the massive class,  in a supersymmetric 
context, we find non-Maxwellian behaviors arising in even and odd cases of Charge-Parity-Time Reversal 
(CPT) symmetry: either subluminal propagation or massive dispersive behavior proportional to the Lorentz 
symmetry breaking vector. Further on, we determine an upper mass limit of 3.2 x 10-50 kg by analyzing Fast 
Radio Bursts. Massive (à la de Broglie-Proca) photon arrival time delays go with the inverse of frequency 
squared, as photons passing through plasma. Thereby, our interest for low frequency radio-astronomy on 
ground or in space. An unexplored domain hiding pulsars lies below 15 MHz, and it will be accessible by a 
swarm of nano-satellites. 

Keywords : non-Maxwellian electromagnetism, photons, astrophysics 
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