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« Le savant n’étudie pas la nature
parce que cela est utile ; il l’étudie
parce qu’il y prend plaisir et il y
prend plaisir parce qu’elle est belle.
Si la nature n’était pas belle, elle
ne vaudrait pas la peine d’être
connue, la vie ne vaudrait pas la
peine d’être vécue. »

Henri Poincaré, Science et
Méthode (1908)
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1.1. Contexte général de l’étude

1.1 Contexte général de l’étude

Depuis la révolution industrielle, les systèmes de production se sont automati-
sés de manière considérable. Peu de tâches se font manuellement et la pro-

ductivité des industries n’a cessé d’augmenter. Dans cette quête de substitution
de l’homme par les machines, ces dernières doivent fonctionner de manière auto-
nome, sûre et fiable. Un dysfonctionnement imprévu peut générer un coût d’arrêt
colossal et avoir un impact sur la qualité de la production et/ou sur la sécurité du
personnel. Dès lors, les entreprises sont amenées à mettre en place des outils de
surveillance permettant d’informer de l’état de fonctionnement des outils de pro-
duction. Ces outils s’inscrivent dans le cadre d’une politique de maintenance des
équipements de l’entreprise. La politique la plus ancienne est celle de la mainte-
nance corrective ou maintenance non planifiée. Elle intervient après la constatation
d’une défaillance. Pour prévenir les cas de défaillances, la maintenance préven-
tive systématique est mise en place. Elle se fait selon un calendrier d’interven-
tion de l’équipe de maintenance. Cette approche réduit de manière considérable
les risques de défaillances des composants et prolonge leur durée de vie. Cepen-
dant, certaines interventions ne sont souvent pas nécessaires et mobilisent l’équipe
de maintenance, ce qui accroit ainsi le coût de la maintenance. De plus, certaines
défaillances peuvent se manifester avant l’intervention prévue et avoir des consé-
quences désastreuses sur la production. C’est dans ce contexte que la maintenance
préventive conditionnelle a fait son apparition. Elle consiste à planifier les actions
de maintenance en se basant sur des grandeurs physiques collectées sur un équipe-
ment. Cette technique permet de réduire le coût de la maintenance et le nombre des
interventions. Une description détaillée des techniques de maintenance des équi-
pements industriels est exposée dans les travaux de Martin, K. F. [1].
La maintenance préventive conditionnelle repose sur l’exploitation de signaux (me-
sures physiques) délivrés par des capteurs placés sur les équipements industriels.
Ces signaux portent des informations caractéristiques de l’état de fonctionnement
d’une machine. Il s’agit donc d’analyser ces signaux et d’en extraire les grandeurs
traduisant les symptômes d’un défaut sur la machine. Pour le diagnostic des ma-
chines tournantes, la mesure de la vibration est la plus répandue dans la littérature
pour révéler un dysfonctionnement potentiel sur les organes mécaniques. En effet,
l’apparition de défaut modifie la dynamique de fonctionnement de la machine. Ce
changement se reflète par une modification de la signature vibratoire de la ma-
chine. Et parmi les différents types de mesure vibratoire, celle de l’accélération est
la plus pertinente pour le diagnostic de plusieurs types de défauts [2]. Ainsi, la
suite de cette dissertation se limitera à l’analyse du signal accélérométrique fourni
par le capteur d’accélération.
Dans l’industrie moderne, les systèmes de production fonctionnent très souvent de
manière rotative. Ils sont qualifiés de machines tournantes. Ce sont les moteurs,
les génératrices, les pompes, les compresseurs, les ventilateurs, les turbines et les
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1.2. Diagnostic des machines tournantes en régime variable

broyeurs, pour ne citer que ceux-là. Ces machines tournantes, compte tenu de leur
géométrie symétrique et de leur mouvement rotatif, génèrent des phénomènes pé-
riodiques. C’est le cas pour la plupart des défauts mécaniques sur les machines
tournantes comme par exemple le balourd, l’écaillage sur les bagues de roulement
ou sur les dents d’un engrenage. Et chaque défaut a une fréquence de répétition qui
lui est propre. Le but du diagnostic est d’identifier cette fréquence afin de connaitre
la nature du défaut.
Durant ces trois dernières décennies, une recherche active fut menée pour analy-
ser le signal vibratoire acquis lors du fonctionnement des machines tournantes en
régime stationnaire. Le régime est dit stationnaire lorsque la vitesse et la charge
sont constantes. Le signal de vibration acquis sur de telles machines est dit cyclo-
stationnaire. De nombreuses techniques ont été développées dans ce cadre. Nous
citons, celles basées sur l’analyse spectrale [3,4], l’analyse cepstrale [5], l’analyse cy-
clostationnaire [6–9], l’analyse d’enveloppe [10], les méthodes paramétriques [11–
14] et temps-fréquence [15, 16]. Ces techniques ont été initialement développées
avec l’hypothèse que la vitesse et la charge sont constantes. Or, en pratique, ces
deux grandeurs présentent de légères voire d’énormes fluctuations. C’est l’exemple
typique des éoliennes qui ont une vitesse de rotation influencée par la vitesse du
vent et des concasseurs ayant une charge et/ou une vitesse fonctions de la ré-
sistance de la roche à concasser. En plus de ce fonctionnement intrinsèque, la sur-
veillance des machines lors des variations de régime, comme les montées en régime
ou les arrêts machine, peut révéler des informations plus pertinentes sur l’état de
la machine. En effet, certains phénomènes ne se révèlent qu’à des fréquences de
résonance bien spécifiques de la machine. La variation du régime peut ainsi am-
plifier ces résonances et rendre plus visible la manifestation de ces phénomènes.
Les signaux de vibrations acquis lors du régime variable sont non-stationnaires.
Les techniques précédemment citées pour l’analyse de ces signaux présentent des
insuffisances compte tenu des hypothèses requises pour leur mise en œuvre. C’est
dans ce contexte que s’inscrit cette thèse. Elle propose un outil original permettant
le diagnostic des machines tournantes, plus précisément des engrenages et des rou-
lements, en régime variable.
Dans la section suivante, nous présentons un état de l’art sur le diagnostic des
machines tournantes en régime variable.

1.2 Diagnostic des machines tournantes en régime variable

Le diagnostic des machines tournantes par analyse vibratoire est une technique
de maintenance qui fait partie intégrante de l’industrie depuis plusieurs décen-
nies. Il repose sur l’extraction d’information dans le signal de vibration acquis
sur des systèmes mécaniques. Ces derniers ont longtemps été surveillés lors de
leur fonctionnement en régime stationnaire. Or, de nombreux systèmes de produc-
tion (éoliennes, machines d’usinage, broyeurs, concasseurs. . . ) fonctionnent intrin-
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sèquement en régime variable. L’analyse des signaux mesurés sur de tels systèmes
mécaniques (signaux non-stationnaires) fournit des informations très pertinentes
sur leur état de fonctionnement. Depuis peu, l’analyse des signaux de vibration
non-stationnaires est devenue une problématique d’intérêt pour la communauté
scientifique. Dans cette partie, nous présentons les travaux majeurs réalisés dans ce
contexte.

En régime variable, certains auteurs ont exploré la possibilité d’étendre aux si-
gnaux non-stationnaires les techniques initialement développées pour analyser les
signaux stationnaires. Ils remarquent que lors d’une variation du régime de fonc-
tionnement d’une machine, les phénomènes répétitifs ne sont plus périodiques en
fonction du temps, mais en fonction de la position angulaire de l’arbre de rota-
tion. Par conséquent, il est préférable d’avoir les échantillons du signal équidistants
dans le domaine angulaire plutôt que dans le domaine temporel [17]. À partir de
ce constat, ils proposent d’effectuer un échantillonnage angulaire (angular sam-
pling) [18] ou un ré-échantillonnage angulaire du signal de vibration [19,20]. Nous
parlons d’échantillonnage angulaire lorsque cette opération est effectuée lors de
l’acquisition du signal de vibration. Quant au ré-échantillonnage angulaire, il est
appliqué sur le signal de vibration acquis dans le domaine temporel. Ces tech-
niques permettent d’obtenir un signal stationnaire en angle permettant de valider
l’application de certains outils classiques tels que l’analyse cyclostationnaire. Elles
ont montré leur intérêt dans un certain nombre de travaux, et particulièrement
pour le diagnostic des moteurs thermiques [21] et celui des roulements et des en-
grenages [22].
Cependant, le passage du domaine temporel au domaine angulaire affecte la na-
ture cyclostationnaire du signal. Antoni et al. fournissent une condition nécessaire
sur la cyclostationnarité en angle : le signal est cyclostationnaire si et seulement
si la fluctuation de la vitesse de rotation est elle même cyclostationnaire [23]. Par
ailleurs, la cyclostationnarité en angle est fortement influencée par la fonction de
transfert du système comme le mentionne Stander et Heyns [24]. Ce problème a été
également analysé, de manière théorique, par Borghesani et al. [25]. Au vu de ces li-
mitations, le concept de cyclo-non-stationnarité a été récemment introduit par Antoni
et al. [26] pour l’analyse des signaux acquis en régime variable. Il repose sur une
décomposition du signal de vibration, échantillonné en angle, sur plusieurs cycles
machine et considère que les propriétés statistiques du signal varient d’un cycle
à un autre. Nous pouvons considérer cette approche comme une généralisation
du concept de cyclostationnarité. Elle a fourni des résultats satisfaisants, particu-
lièrement pour la séparation du signal d’engrenage du signal de roulement [27].
Abboud et al. ont également exploité la cyclo-non-stationnarité pour introduire
l’opérateur de la moyenne synchrone généralisée ou "Generalized Synchronous Ave-
rage". Cet opérateur a été utilisé dans le cadre de l’analyse d’enveloppe du signal
de roulement [28]. Les contraintes liées à la dite méthode résident dans la nécessité
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d’avoir un nombre d’échantillons important et une faible résolution fréquentielle
de la vitesse de rotation. Cette nouvelle approche échoue également lorsqu’il s’agit
d’extraire les signaux de modulation contenus dans le signal de vibration des ré-
ducteurs planétaires [29].

Par ailleurs, il faut noter qu’en effectuant un ré-échantillonnage angulaire du si-
gnal de vibration, nous supposons que tous les phénomènes vibratoires dépendent
de la vitesse de rotation. Or, il est bien connu que la résonance d’un organe quel-
conque d’une machine ne dépend que de ses caractéristiques physiques. Pour les
roulements par exemple, le signal généré en présence d’un défaut est caractérisé
par une modulation d’amplitude autour de la fréquence de résonance. Un ré-
échantillonnage angulaire de ce signal conduit à une mauvaise interprétation de
l’état du roulement. En effet, la fréquence de résonance autour de laquelle la dé-
modulation est censée être faite dévient invisible dans le domaine spectral. C’est
pour cette raison qu’il est nécessaire de développer des outils ne faisant aucune
hypothèse sur la stationnarité des signaux.
En plus de cela, la résolution spectrale du signal échantillonné en angle est influen-
cée par la vitesse de rotation. En effet, la résolution spectrale est inversement pro-
portionnelle à la vitesse de rotation. Par conséquent, pour les grandes vitesses de
rotation les fréquences caractéristiques de certains défauts montrées sur le spectre
d’amplitude peuvent être décalées. Ainsi, les résultats obtenus seront également
erronés.
Enfin, l’hypothèse selon laquelle le signal de vibration échantillonné en angle est
stationnaire est invalide lorsque le régime de fonctionnement de la machine tour-
nante est variable. En fait, cette procédure permet uniquement d’obtenir des échan-
tillons équidistants dans le domaine angulaire et aussi de conserver les mêmes
informations fréquentielles contenues initialement dans le signal temporel. Cepen-
dant, en régime variable, la fréquence de rotation génère une modulation d’am-
plitude variable dans le temps. Cette amplitude reste non-stationnaire dans le do-
maine angulaire tout comme le signal de vibration.

Plusieurs outils, n’exploitant pas le concept de cyclostationnarité, ont été égale-
ment appliqués pour l’analyse des signaux de vibration des machines tournantes
en régime variable. Ils font partie de deux classes de méthodes : les méthodes non-
paramétriques et les méthodes paramétriques. Les premières se réfèrent aux mé-
thodes ne nécessitant pas de connaissance a priori du modèle du signal. Dans cette
catégorie, nous distinguons les transformations temps-fréquence linéaires (trans-
formée de Fourier à court terme et transformée en ondelettes) et bilinéaires (la
distribution de Wigner-Ville).
La transformée de Fourier à court terme fait partie des méthodes temps-fréquence
les plus usitées pour l’analyse des signaux non-stationnaires. Elle a déjà eu de nom-
breuses applications notamment dans la détection de défaut d’engrenage [15] et de
roulement [16, 30]. Elle consiste à segmenter le signal avec une fenêtre glissante de
largeur fixe et à appliquer la transformée de Fourier sur chaque segment du signal.
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Sur chaque segment, le signal est supposé être stationnaire. Pour l’analyse de si-
gnaux fortement non-stationnaires ou transitoires (signaux impulsifs par exemple),
l’utilisation de la TFCT n’est pas convenable. Son utilisation nécessite également
de faire un compromis entre une bonne localisation temporelle et une bonne ré-
solution fréquentielle. Cela est justifié par le principe d’incertitude d’Heisenberg-
Gabor.
La transformée en ondelettes a fait son apparition pour améliorer et adapter la
résolution temps-fréquence [31]. Elle a été appliquée pour l’analyse des signaux
d’engrenage [32–34] et des signaux de roulement [35, 36] en régime variable et des
machines tournantes de manière générale [37]. A la différence de la TFCT qui uti-
lise une base sinusoïdale, la transformée en ondelettes comme son nom l’indique
utilise une base de fonctions d’ondelettes ayant une fréquence variable. Elle permet
d’obtenir une bonne résolution fréquentielle en basse fréquence et une meilleure
localisation temporelle en haute fréquence. Plusieurs bases d’ondelettes ont été pro-
posées dans la littérature. Les bases couramment utilisées sont celles de Morlet, du
Chapeau Mexicain, de Haar, etc. Chacune d’entre elles présente ses avantages et
ses inconvénients. Le choix d’une base au détriment d’une autre reste la difficulté
majeure que présente l’utilisation de la transformée en ondelettes [38].
Quant aux transformations bilinéaires, elles ont été développées pour pallier la
faible résolution temps-fréquence des transformées linéaires [39]. Elles représentent
la distribution de l’énergie du signal dans le domaine temps-fréquence. La distri-
bution de Wigner-Ville est sans doute la plus populaire des distributions temps-
fréquence. Elle ne requiert aucune fenêtre d’observation du signal et fournit ainsi la
plus haute résolution temps-fréquence parmi les méthodes de distribution temps-
fréquence. Cet avantage a conduit à son application pour le diagnostic de défaut
d’engrenages [40–44] et de défaut de roulements [45]. Malgré les résultats inté-
ressants obtenus, la transformée de Wigner-Ville présente des inconvénients pour
l’analyse des signaux à composantes multiples. En effet, elle fait apparaitre des
termes d’interférences difficiles à interpréter et qui masquent l’information utile
dans le signal.
En résumé, les méthodes temps-fréquences souffrent (i) d’une faible résolution
temps-fréquence, (ii) d’apparition de termes d’interférences et (iii) de difficultés
à analyser les signaux contenant des fréquences très proches (closed terms) et/ou
des fréquences qui se croisent (cross terms). Pour plus de détails sur les méthodes
d’analyse temps-fréquence en analyse vibratoire, le lecteur pourra se référer au tra-
vail bibliographique de Feng et al. [38].

Il est important de notifier que les méthodes temps-fréquence utilisées indivi-
duellement ne permettent pas de reconstruire la forme d’onde d’une composante
fréquentielle spécifique ; en d’autres termes, leur transformée inverse est diffici-
lement calculable. Dans l’industrie automobile ou aéronautique, des techniques
de poursuite d’ordre sont exploitées pour la détection d’éventuelles anomalies
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sur les machines tournantes. Elles consistent à estimer une ou plusieurs compo-
santes fréquentielles d’intérêt. Connaissant ces composantes, des analyses spéci-
fiques peuvent être élaborées pour le diagnostic telles que l’analyse de la fonc-
tion d’auto-corrélation ou l’analyse d’enveloppe. Les méthodes temps-fréquence
échouent donc dans ces types d’applications. La poursuite d’ordre par la transfor-
mée de Gabor (Gabor Order Tracking) proposée par Shie Qian et al. [46] permet de
pallier cette limitation. Elle repose sur la transformée de Gabor introduite par De-
nis Gabor [47] et l’utilisation d’un masque pour extraire la composante d’intérêt.
C’est l’une des rares méthodes à combiner une transformation temps-fréquence et
une technique de poursuite d’ordre. Elle a l’avantage d’offrir la possibilité d’ex-
traire des composantes multiples dans un signal complexe avec une très bonne
résolution temps-fréquence. L’inconvénient de la technique est qu’elle fournit de
mauvaises performances lorsque les composantes sont très proches les unes des
autres ou lorsque celles-ci se croisent [48].

Les méthodes paramétriques, quant à elles, sont peu répandues en analyse vi-
bratoire. Elles s’appuient sur un modèle mathématique du signal de vibration à
analyser. En analyse vibratoire, il est commode de faire appel à une représentation
d’état du signal de vibration. C’est une approche qui consiste à modéliser, par une
variable d’état, les paramètres d’intérêt du signal, principalement la composante
fréquentielle, son amplitude et sa phase. Sur la base de cette représentation du si-
gnal, les méthodes paramétriques consistent à mettre en œuvre un estimateur de la
variable d’état permettant de reconstruire la composante fréquentielle ou d’estimer
son amplitude et sa phase.
Dans le cadre de l’analyse vibratoire en régime variable, Vold et al. furent les pre-
miers à introduire un estimateur de la variable d’état. Ils proposent en 1993 l’esti-
mateur de Vold-Kalman de première génération (VK-I) [49] pour l’estimation d’une
ou plusieurs composantes fréquentielles du signal de vibration. Cet estimateur est
obtenu par la minimisation de l’erreur quadratique moyenne. Pour la représen-
tation dans l’espace d’état du signal de vibration, Vold et al. modélisent chaque
composante fréquentielle comme la réponse vibratoire d’un système masse-ressort
excité par un ’bruit blanc Gaussien’ et oscillant à la fréquence de la composante.
Cette modélisation est bien justifiée en dynamique où la masse et le ressort sont
l’un des systèmes élémentaires permettant d’étudier le comportement vibratoire
des machines. Ils supposent aussi que le bruit de mesure est blanc, Gaussien et
de variance connue. Parmi les applications de cet estimateur, nous recensons celle
de la séparation des composantes d’engrènement des composantes de résonances
présentes dans un signal acoustique d’une mobylette électrique [50].

Pour le diagnostic de nombreux défauts, ce sont la modulation d’amplitude
et de phase des composantes fréquentielles, appelées les enveloppes, qui sont très
souvent analysées. En effet, elles représentent généralement une signature vibra-
toire de plusieurs défauts, notamment celui des roulements et des engrenages. Ces
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derniers se manifestent respectivement par une modulation d’amplitude autour de
la fréquence de résonance et/ou autour des fréquences d’engrènement. Et l’esti-
mation de ces modulations à partir de la composante fréquentielle génère d’im-
portantes erreurs dues à l’apparition d’effet de bord sur les estimés [49]. Ainsi,
pour une estimation directe de l’amplitude et de la phase d’une composante quel-
conque, Vold et al. proposent l’estimateur de Vold-Kalman de deuxième génération
(VK-II) [51, 52]. Pour sa mise en œuvre, le bruit de mesure est supposé une fois de
plus être ’blanc Gaussien’ de variance connue. L’enveloppe de chaque composante
fréquentielle est également modélisée comme la réponse d’un filtre formeur excité
par un ’bruit blanc Gaussien’ de variance connue. Ils considèrent un filtre d’ordre
deux et choisissent ses coefficients en supposant que l’enveloppe à estimer varie de
manière lisse. Pour les signaux vibratoires acquis en régime variable, le choix de ce
type de filtre formeur ne semble pas être approprié. En effet, ces signaux sont for-
tement non-stationnaires et présentent des modulations d’amplitude et de phase
ayant une forte dynamique. En présence d’un défaut d’engrenage – un écaillage
par exemple – les composantes d’engrènement sont modulées en amplitude et en
phase par un train d’impulsions. Pour le cas d’un défaut de roulement, la fréquence
de résonance de sa structure est excitée et modulée par un train d’impulsions. La
modulation d’amplitude que ce soit autour de la fréquence d’engrènement ou de
la fréquence de roulement est caractérisée par une forte dynamique de variation.
En plus de cela les bruits ne sont pas toujours blancs Gaussiens avec des para-
mètres statistiques connus. Par exemple, dans le cadre de la détection d’un défaut
de roulement le bruit de mesure est constitué d’une série d’impulsions. Le bruit de
mesure peut être aussi contaminé par des composantes déterministes non prises
en compte dans la représentation d’état du signal de vibration. Nous rencontrons
cette situation dans l’industrie automobile ou aéronautique où une technique de
poursuite d’ordre est effectuée en fin de production. Le but est d’estimer l’ampli-
tude d’une ou plusieurs composantes fréquentielles. Celles qui ne sont pas d’in-
térêt sont considérées faisant partie du bruit de mesure. Aussi, pour l’estimation
du signal aléatoire d’intérêt, contenant la contribution du signal de roulement, la
suppression des composantes déterministes du signal de vibration est une étape
nécessaire. En général, ce processus se fait de manière progressive jusqu’à la sup-
pression complète des composantes déterministes. Avant la suppression complète,
le signal résiduel, identique au bruit de mesure, est pollué par les composantes non
modélisées. L’utilisation de l’estimateur VK-II dans de telles situations conduit à
une infiltration des composantes déterministes. Par conséquent, l’erreur d’estima-
tion du signal aléatoire est amplifiée.
Malgré ces limitations, l’estimateur VK-II a été exploité pour la détection de cer-
tains types de défauts : les ratés de combustion sur un moteur Renault à quatre
cylindres et le balourd d’un rotor [53] ainsi que le défaut d’engrenage et le défaut
d’ailettes sur la roue d’un turbomoteur [54]. Il a aussi montré son aptitude à ex-
traire des composantes ayant des fréquences très proches ou des fréquences qui se
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croisent ou des fréquences liées à des arbres indépendants à partir de signaux syn-
thétiques [55–57] et de signaux réels d’engrenages [58]. Récemment, l’estimateur
VK-II a été utilisé pour le diagnostic de défaut d’engrenage [60–62] et de roule-
ment en régime variable [63].
Toujours est-il qu’il n’existe aucun fondement théorique permettant de garantir
l’optimalité des résultats obtenus.

La modélisation de l’enveloppe du signal et le choix d’un estimateur ne fai-
sant aucune hypothèse sur la nature statistique du bruit est donc un véritable défi.
L’objectif de cette thèse est d’apporter des solutions pour pallier les limitations de
l’estimateur VK.
Dans cette optique, nous proposons, dans un premier temps, une modélisation
de l’enveloppe du signal de vibration grâce à une approximation polynomiale.
Cette approximation permettra de mieux tenir compte de la variation fortement
non-linéaire de l’enveloppe. Les polynômes proposés forment une famille de po-
lynômes linéairement indépendant de la base canonique orthogonale. Le choix de
polynômes orthogonaux est motivé par le fait qu’ils garantissent une décompo-
sition unique et permettent de découpler les paramètres de l’estimation. Ensuite,
nous présentons la synthèse d’une estimation H∞ des coefficients du polynôme
d’approximation. L’estimateur ainsi mis en œuvre sera appelé dans cette thèse
’l’estimateur BCOH∞’.
A la différence de l’estimateur VK qui résulte d’une minimisation du carré de l’er-
reur d’estimation, l’estimateur proposé exploite une stratégie d’optimisation mi-
nimax. Cette stratégie conduit à la minimisation de l’erreur d’estimation pour la
pire des amplifications possibles des bruits du modèle d’état. Dans cette approche,
aucune connaissance a priori de la distribution et des propriétés statistiques des
bruits n’est requise. Une autre caractéristique intéressante de l’approche H∞ est
qu’elle est moins sensible aux incertitudes de modèle. Elle permet de garantir une
estimation optimale lorsque les matrices dynamiques du modèle d’état décrivant
le signal de vibration sont connues avec des incertitudes. Finalement, l’estimateur
H∞ est conçu pour tenir compte de toutes les incertitudes possibles sur le modèle
du signal. C’est pour cette raison qu’il est souvent qualifié d’estimateur pour ’le
pire des cas’.
Des travaux ont été déjà menés sur l’approche H∞ dans le domaine du traitement
de la parole [65, 66] et en automatique [67]. Ils montrent la robustesse de cet esti-
mateur par rapport à celui de Kalman.
Pour les cas stationnaires, Grimble et Sayed [68] ont remarqué que l’estimateur H∞

minimise le pic de la densité spectrale de l’erreur d’estimation sur toute la bande
de fréquences alors que les estimateurs de type H2, tels que celui de Kalman, mini-
misent la densité spectrale moyenne de l’erreur. Ils ont montré que l’estimateur H∞

garantit une erreur minimale dans toute la bande de fréquences. D’un autre côté,
l’estimateur de Kalman fournit une erreur minimale uniquement dans la région
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d’intérêt et amplifie l’erreur dans les régions qui n’ont pas été sélectionnées dans
le processus d’estimation. C’est le cas de l’analyse du signal de vibration lorsque
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certaines composantes déterministes n’ont pas été modélisées. Dans cette thèse,
nous étendrons les résultats obtenus sur le H∞ dans le cadre stationnaire au cadre
non-stationnaire.
Bien que cette approche puisse s’étendre à de nombreuses problématiques en ana-
lyse vibratoire, nous nous intéressons dans ce travail principalement au diagnostic
de défaut de roulement et d’engrenage en régime variable.

1.3 Organisation de la thèse

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres. Le deuxième chapitre présente les
bases théoriques pour la modélisation du signal de vibration non-stationnaire dans
l’espace d’état. Il constitue un pré-requis nécessaire pour la compréhension de
cet exposé. Dans un premier temps, nous exposons le modèle d’état de Vold-
Kalman. Ensuite, nous présentons l’approche que nous proposons pour modéliser
l’enveloppe des composantes fréquentielles du signal de vibration. Cette dernière
consiste à projeter l’enveloppe du signal de vibration sur la base polynomiale or-
thogonale. Cette base est obtenue après une orthogonalisation par la procédure de
Gram-Schmidt de la base canonique des puissances du temps.

Dans le troisième chapitre, nous présentons deux estimateurs de l’enveloppe des
composantes fréquentielles à partir de la représentation du signal vibratoire dans
l’espace d’état. Le premier estimateur repose sur une approche des moindres car-
rés. Il consiste à minimiser l’erreur quadratique moyenne et conduit au fameux
estimateur récursif de Kalman. Le deuxième repose sur une optimisation minimax.
Une telle optimisation minimise le maximum de l’erreur d’estimation et permet
une meilleure prise en compte des spécificités du modèle du signal vibratoire.
Cette approche conduit à une estimation de type H∞. Cette dernière sera introduite
dans ce chapitre grâce à la théorie des jeux. Dans le même chapitre, nous propo-
sons également un algorithme de réglage des paramètres de l’estimateur H∞. Ce
réglage permet d’atteindre la limité de la stabilité de l’estimateur H∞.

Dans le quatrième chapitre, nous validons l’approche que nous proposons sur des
signaux synthétiques. Le premier signal décrit la vibration d’un système masse-
ressort-amortisseur en régime stationnaire. Il permettra d’évaluer la sensibilité des
deux estimateurs aux incertitudes de modèle. Le deuxième signal décrit la vibra-
tion d’un réducteur à engrenage fonctionnant en régime variable. Nous exploitons
ce signal pour analyser la performance des estimateurs VK et BCOH∞ à estimer
une composante déterministe modulée en amplitude et en phase et noyée parmi
plusieurs autres composantes.

Le cinquième chapitre est dédié à l’application de l’estimateur BCOH∞ à des si-
gnaux réels de vibration. Dans la première application nous exploitons l’estimateur
BCOH∞ comme un outil de démodulation dans le cadre de la détection de défaut
d’engrenage en régime variable. Dans la seconde application, nous l’exploitons
pour la séparation des composantes déterministes des composantes aléatoires ceci
dans le but de faire le diagnostic d’un système de roulement.
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CHAPITRE 2

Signal de vibration en régime variable – Modélisation

Dans ce chapitre, nous présentons différentes approches permettant de décrire
le signal de vibration non-stationnaire dans l’espace d’état. Tout d’abord, les

modèles de Vold-Kalman sont décrits tout en discutant leurs avantages et inconvé-
nients. Ensuite, nous décrivons en détail la nouvelle approche basée sur une mo-
délisation polynomiale de l’enveloppe des composantes fréquentielles du signal de
vibration. La famille des polynômes exploitée pour cette modélisation forme une
base orthogonale. Cette dernière est obtenue après une procédure d’orthogonalisa-
tion de Gram-Schmidt de la base canonique fonction des puissances du temps.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

En traitement du signal, plusieurs problèmes a priori différents peuvent être
formulés soit comme (i) un problème de prédiction des signaux, (ii) un problème
de séparation des signaux ou (iii) un problème de détection de signaux de trajec-
toire connue [69]. Ces problèmes forment en réalité un et un seul problème que
nous appelons ici "estimation". En effet, la prédiction consiste à estimer l’état fu-
tur d’un système. Le problème de séparation apparait lorsque le signal de mesure
est une combinaison (linéaire/non-linéaire) de plusieurs signaux ; certains portant
l’information et d’autres pas. Dans beaucoup d’applications, la séparation de ces
signaux est nécessaire. Quant à la détection, elle consiste à estimer une grandeur
caractéristique d’une information utile et à distinguer la présence de cette informa-
tion de son absence à partir d’un seuil.
Dans ce contexte, considérons le signal mesurable y(t) = s(t) + v(t) dans lequel
s(t) est le signal d’intérêt et v(t) est le signal sans intérêt souvent qualifié de bruit.
Dans la théorie de l’estimation optimale (au sens des moindres carrés), le but est
de mettre en œuvre un estimateur du signal s(t) qui minimise l’erreur quadratique
moyenne (EQM).
La première méthode établie dans la littérature de l’estimation optimale est la mé-
thode des moindres carrés. Cette dernière a été introduite, selon un consensus gé-
néral, par Carl Friedrich Gauss en 1795. Elle permet d’obtenir une estimation sans
faire d’hypothèses sur la nature du bruit. Elle a l’avantage d’être simple d’utilisa-
tion. Néanmoins, elle présente certains inconvénients, notamment sa sensibilité au
niveau du bruit et la présence de singularités dans l’estimation pour des signaux
fortement non-stationnaires.
Robert Wiener propose quant à lui de mettre en œuvre un filtre par une ap-
proche statistique. Il détermine la fonction de transfert du filtre dans le sens des
moindres carrés. La détermination de cette fonction conduit aux fameuses équa-
tions de Wiener-Hopf. Ces dernières dépendent de la fonction d’auto-corrélation
du signal et du bruit [70]. L’approche de Wiener nécessite que le signal bruité et le
signal d’intérêt soient stationnaires au sens large du terme. Cette stationnarité est
nécessaire pour la détermination de la fonction de transfert du filtre. En pratique,
son utilisation requiert une connaissance a priori des fonctions d’auto-corrélation
du signal d’intérêt et du bruit.
Rudolf Emil Kalman propose de décrire le problème d’estimation par un système
dynamique linéaire [69] décrit dans un modèle d’espace d’état. Le modèle d’état,
pour un système dynamique linéaire continu, s’écrit sous la forme d’un système à
deux équations telles que

dx(t)/dt = F(t)x(t) +w(t) (2.1)

y(t) = h(t)x(t) + v(t) (2.2)
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2.2. Signaux non-stationnaires

dans lesquelles x(t) est la variable d’état et w(t) le bruit d’état. F(t) et h(t) sont les
matrices dynamiques du système. Nous reviendrons plus tard sur la définition de
ces matrices. L’un des avantages du modèle d’état est qu’il offre la possibilité de
décrire la dynamique aussi bien d’un signal stationnaire que celle d’un signal non-
stationnaire.
Le problème de l’estimation avec une approche utilisant le modèle d’état est for-
mulé comme suit :

≪Connaissant les matrices dynamiques F(t) et h(t), l’estimation du signal s(t) revient
à l’estimation de la variable d’état x(t).≫

La difficulté avec les approches utilisant le modèle d’état réside principalement
dans la définition des matrices dynamiques et plus particulièrement de la matrice
F(t). Dans ce chapitre, nous décrivons différentes approches permettant de décrire
le signal de vibration dans l’espace d’état. Ces approches nous permettront de
définir les matrices F(t) et h(t).
Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous discutons tout d’abord dans la section
suivante de la notion de signaux non-stationnaires et de la difficulté liée à leur
analyse.

2.2 Signaux non-stationnaires

La connaissance de la nature d’un signal est déterminante dans le cadre de son
traitement (filtrage, extraction d’information, représentation . . .). En effet, la plu-
part des outils de traitement du signal ont été développés dans des contextes bien
spécifiques. Dans la théorie des signaux et des systèmes, nous distinguons princi-
palement des signaux stationnaires et des signaux non-stationnaires. Un signal est
dit stationnaire lorsque son contenu fréquentiel est indépendant de la variable du
temps. Lorsque ce contenu varie, le signal est dit non-stationnaire et sa densité spec-
trale de puissance est fonction et de la fréquence et du temps. La non-stationnarité
est un caractère sous-jacent pour la plupart des processus physiques. La vibration
des machines tournantes en est un exemple illustratif. La non-stationnarité de ces
signaux se manifeste lorsque la vitesse de rotation et/ou la charge des machines est
variable. Parmi les systèmes mécaniques qui ont ce comportement, nous pouvons
citer les éoliennes, les machines de l’industrie minière ou les servomoteurs pour les
systèmes d’emballages.
Selon Randall, la vitesse de rotation des éoliennes peut avoir une variation de ±33%
autour d’une valeur moyenne [79]. En ce qui concerne le phénomène de variation
de la charge, il est très fréquent dans les industries minières. Par exemple, les ex-
cavateurs délivrent un couple variable en fonction de la profondeur et du type
de sol à creuser [80]. Les broyeurs ont aussi leur couple variable en fonction de
la résistance des roches à écraser. Lors de ces variations de couple, la vitesse de
rotation varie également et génère ainsi un signal non-stationnaire. Sur les mo-
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teurs à combustion également, plusieurs phénomènes transitoires se produisent à
chaque cycle du moteur. Le signal décrivant ces phénomènes transitoires est non-
stationnaire [26].

Dans les rares cas où la vitesse de rotation est supposée être constante, elle
fluctue en réalité autour d’une valeur moyenne. Dans ce cas, nous parlons de si-
gnal quasi-stationnaire. En réalité, la notion de stationnarité au sens strict du terme
permet rarement de décrire les processus physiques dans leur globalité. Or, la plu-
part des méthodes qui existent dans le cadre de l’analyse vibratoire jusqu’à tout
récemment repose sur une hypothèse de stationnarité du signal de vibration. Cette
hypothèse n’est pas valable dans le cadre du diagnostic des machines tournantes
par analyse vibratoire en régime variable. La meilleure stratégie pour lever ce ver-
rou est de mettre en œuvre des outils spécifiques pour l’analyse des signaux non-
stationnaires.

D’un point de vue mathématique, un signal est dit non-stationnaire lorsque
ses moments statistiques varient au cours du temps. Pour être précis, cela stipule
que les moments varient d’une réalisation à une autre. À présent, définissons les
deux premiers moments statistiques – la moyenne et l’auto-corrélation – exprimés
respectivement par :

µ(t) = E{x(t)} =

∫+∞

−∞

x(t)f(x(t))dx(t) (2.3)

r(t1, t2) = E{x(t1)x(t2)} =
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞

x(t1)x(t2)f(x(t1), x(t2))dx(t1)dx(t2) (2.4)

avec x(t) le signal, considéré ici comme une variable aléatoire, fonction de la va-
riable du temps t, E{.} l’espérance mathématique et f(.) la fonction de la densité de
probabilité de x. Dans le cas Gaussien, les statistiques d’ordre 1 et 2 suffisent pour
déterminer la nature statistique d’un signal. Lorsque la moyenne statistique du si-
gnal x dépend du temps, le signal est non-stationnaire à l’ordre 1 et caractérise un
processus physique ayant une évolution déterministe. L’engrènement entre deux
roues dentées traduit bien ce type de processus. Dans le cas où l’auto-corrélation
dépend du temps, le signal est non-stationnaire à l’ordre 2 et présente une évolu-
tion aléatoire. Cette situation est typique des phénomènes de passages d’éléments
roulants sur une piste de roulement et des phénomènes d’usure.

Dans le cadre de l’analyse vibratoire, une des approches très répandes pour
l’analyse des signaux non-stationnaires est la poursuite d’ordre (Order tracking en
anglais). Dans la section qui suit nous apportons une définition à la notion de
poursuite d’ordre et présentons quelques unes de ses applications.

2.3 Poursuite d’ordre

La poursuite d’ordre est une méthode très répandue dans l’industrie pour le
diagnostic des machines tournantes. Elle consiste à estimer l’amplitude et la phase
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d’une ou plusieurs composantes fréquentielles connaissant la fréquence de rotation
de la machine. La fréquence de rotation est appelée ’ordre basique’ et l’ordre ’X’ (qui
peut être un nombre entier ou décimal) d’une composante est le rapport entre sa
fréquence fondamentale et la fréquence de rotation.
Dans de nombreuses applications, la poursuite d’ordre est nécessaire pour l’analyse
des signaux vibratoires non-stationnaires. La dite méthode est par exemple utilisée
pour le diagnostic des moteurs en fin de production et est d’un intérêt majeur pour
l’industrie automobile. Elle est exploitée pour détecter des ratés d’allumage des
moteurs à combustion [53]. Les ratés d’allumage sont des difficultés de démarrage
ayant plusieurs causes : câbles de connexion débranchés, usure de pistons, mélange
air/carburant . . . La poursuite d’ordre, dans ces situations, va consister à estimer
l’amplitude de composantes fréquentielles bien spécifiques.
Dans la littérature nous recensons également des techniques de poursuite d’ordre
utilisant la TFCT [81], l’expansion de Gabor [46, 48] ou la ’Speed transform’ [82].
Les deux premières techniques ne permettent que d’estimer des composantes fré-
quentielles faiblement modulées en amplitude et/ou en phase. En ce qui concerne
la dernière, elle n’est valable que lorsque la vitesse de rotation a une variation
linéaire.

L’approche que nous proposons dans cette thèse peut être considérée comme
une nouvelle technique de poursuite d’ordre qui sera exploitée :

1. pour la démodulation d’amplitude et/ou de la démodulation de phase d’un
signal vibratoire en régime variable ;

2. et pour la séparation de composantes non-stationnaires à l’ordre 1 (compo-
santes déterministes) et de composantes non-stationnaires à l’ordre 2 (com-
posantes aléatoires).

Dans la section suivante, nous présentons la poursuite d’ordre par l’estimateur
de Vold-Kalman avec un regard critique sur certains de ces aspects.

2.4 Modèle de Vold-Kalman pour la poursuite d’ordre

Les machines tournantes, de par leur géométrie symétrique et leur mouvement
rotatif, génèrent des phénomènes périodiques. Ces derniers sont entretenus par
des forces dynamiques dépendant de la fréquence de rotation de la machine. C’est
le cas notamment de la force d’engrènement ou de la force centrifuge. Ces phé-
nomènes périodiques peuvent être décomposés en une somme de composantes
fréquentielles caractérisées par leur amplitude, leur fréquence et leur phase. L’esti-
mation de ces paramètres est d’un intérêt capital pour le diagnostic des machines
tournantes. C’est dans ce contexte que Vold et al. proposent l’estimateur de Vold-
Kalman de première génération [49, 50, 55, 57] et de deuxième génération [55, 56].
Ces deux estimateurs ont été proposés aussi bien sous forme récursive que non
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récursive. La mise en œuvre de ces estimateurs nécessite la modélisation dans l’es-
pace d’état du signal de vibration. Dans cette section, nous nous focaliserons sur
ce que nous appelons ici les modèles d’état de Vold-Kalman. L’algorithme d’esti-
mation des paramètres du signal repose sur l’estimateur récursif de Kalman. Ce
dernier sera présenté dans le Chapitre 3.

2.4.1 Vold-Kalman de 1re génération

A partir de ce point, nous nous plaçons dans le cadre de l’acquisition de don-
nées avec échantillonnage de ces dernières. Le symbole temporel du temps continu
t se transforme donc en numéro d’échantillon discret n.

2.4.1.1 Vold-Kalman non récursif de 1re génération

Considérons un signal constitué de M composantes fréquentielles écrit sous sa
forme discrète comme :

y[n] =

M∑

i=1

si[n] + v[n] (2.5)

avec si[n] la ie composante fréquentielle. Dans le modèle de Vold-Kalman de 1re

génération, chaque composante fréquentielle est considérée comme une sinusoïde
solution d’une équation aux différences finies d’ordre deux telle que [49, 50, 55] :

si[n+ 1] − 2 cos (ωi[n]Te) si[n] + si[n− 1] = 0 (2.6)

où Te est la période d’échantillonnage et est l’inverse de la fréquence d’échantillon-
nage fe, ωi est la vitesse angulaire instantanée de la composante si et n = 1, 2, · · · ,N
avec N le nombre d’échantillons du signal. Cette équation suppose que l’amplitude
et la phase des composantes sont constantes dans le temps. Or, dans les situations
réelles, ces grandeurs varient et peuvent être contaminées par des composantes dé-
terministes ou du bruit. Par conséquent, un terme d’erreur ǫi[n] est introduit dans
l’équation précédente pour tenir compte des variations légères de l’amplitude, de
la phase et de la vitesse angulaire. Cela permet d’écrire :

si[n+ 1] − ci[n]si[n] + si[n− 1] = ǫi[n] (2.7)

avec ci[n] = 2 cos (ωi[n]Te). Pour les N échantillons du signal, si s’écrit :



















1 −ci[2] 1 0 · · · · · · 0

0 1 −ci[3] 1 0
...

... . . . . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1 −ci[N− 1] 1







































si[1]

si[2]

si[3]
...

si[N− 1]

si[N]





















=





















ǫi[2]

ǫi[3]

ǫi[4]
...

ǫi[N− 2]

ǫi[N− 1]





















(2.8)
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et de manière symbolique comme :

Uixi = wi (2.9)

L’écriture de cette équation pour les M composantes conduit à cette représentation
matricielle :













U1 0N×N · · · 0N×N

0N×N
. . . . . . ...

... . . . . . . 0N×N

0N×N · · · 0N×N UM

























x1

x2
...

xM













=













w1

w2
...

wM













(2.10)

Les N échantillons du signal mesuré peuvent être écrits comme :












y[1]

y[2]
...

y[N]













−
(

INxN INxN · · · INxN

)













x1

x2
...

xM













=













v[1]

v[2]
...

v[N]













(2.11)

avec INxN la matrice identité de dimension NxN. En combinant les équations (2.10)
et (2.11) et en introduisant un facteur de pondération r, nous obtenons un système
linéaire de la forme :
















0(N−2)x1

0(N−2)x1
...

0(N−2)x1

ỹ

















−



















rU1 0(N−2)xN · · · 0(N−2)xN

0(N−2)xN
. . . . . . ...

... . . . . . . 0(N−2)xN

0(N−2)xN · · · 0(N−2)xN rUM

INxN INxN · · · INxN































x1

x2
...

xM













=

















−rw1

−rw2
...

−rwM

v

















(2.12)
qui s’écrit de manière symbolique comme :

y−Dx = b (2.13)

sachant que ỹ =
(

y[1] y[2] · · · y[N]
)T

, b =
(

−rwT vT
)T

et

w =
(

wT
1 wT

2 · · · wT
M

)T
. Le facteur r permet de régler la largeur de la bande

passante de l’estimateur. À partir de cette équation linéaire, l’objectif par la suite
est de trouver un estimateur du vecteur x. L’estimateur proposé par Vold et al. est
basé sur la minimisation des moindres carrés. La fonction objective à minimiser est
la suivante :

J = bTb (2.14)

telle que ∂J/∂x = 0. La minimisation de cette fonction conduit à l’équation normale
décrite comme suit :

DTDx = DTy (2.15)
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Cette procédure nécessite l’inversion de la matrice DTD qui est de grande taille et
qui doit être bien conditionnée. Elle requiert également un temps de calcul énorme
lorsqu’il s’agit de diagnostiquer des machines tournants à faible vitesse. En ef-
fet, dans ce contexte, le signal contient un très grand nombre d’échantillons et
par conséquent des matrices dynamiques de grosses tailles. En plus de cela, cette
méthode fournit des estimations présentant des effets de bord. Dans un souci d’uti-
lisation de ce modèle en temps réel, une version récursive a été proposée dans la
littérature. Cette dernière est décrite dans la section suivante.

2.4.1.2 Vold-Kalman récursif de 1re génération

Le modèle de Vold-Kalman récursif de 1re génération repose sur une représenta-
tion dans l’espace d’état du signal de vibration. Connaissant le signal de vibration
y, l’objectif est de construire un modèle d’état de la forme :

x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n] (2.16)

y[n] = h[n]x[n] + v[n] (2.17)

et d’estimer la variable d’état x par l’estimateur récursif de Kalman. (2.16) et (2.17)
représentent respectivement l’équation d’état et l’équation de mesure. Nous expo-
sons dans la suite l’approche proposée par Pan et al. [57] pour construire ce modèle
d’état.

Équation d’état L’équation 2.7 peut se mettre sous la forme matricielle suivante :
(

si[n]

si[n+ 1]

)

=

(

0 1

−1 2 cos (ωi[n]Te)

)(

si[n− 1]

si[n]

)

+

(

0

ǫi[n]

)

(2.18)

et sous la forme symbolique comme :

xi[n+ 1] = Gi[n]xi[n] +wi[n] (2.19)

Pour une estimation simultanée des M composantes fréquentielles, nous obtenons
l’écriture matricielle suivante :













x1[n+ 1]

x2[n+ 1]
...

xM[n+ 1]













=













G1[n] 02x2 · · · 02x2

02x2 G2[n] · · · 02x2
... . . . . . . ...

02x2 · · · 02x2 GM[n]

























x1[n]

x2[n]
...

xM[n]













+













w1[n]

w2[n]
...

wM[n]













(2.20)
Cette dernière correspond à l’équation d’état et s’écrit symboliquement comme :

x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n] (2.21)

dans laquelle x[n] est la variable d’état, F[n] est la matrice de transition et w[n] est
le bruit d’état.
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Équation de mesure Reprenons le modèle de l’équation 2.5 telle que :

y[n] =

M∑

i=1

si[n] + v[n] (2.22)

avec v[n] modélisant le bruit de mesure et les composantes du signal sans intérêt.
Le signal de vibration peut s’écrire sous la forme d’une somme de produits de
vecteurs tel que :

y[n] =

M∑

i=1

 hTxi[n] + v[n] (2.23)

avec  h =
(

0 1
)T

et xi[n] =
(

si[n− 1] si[n]
)T

. En écrivant cette somme sous
forme de produit de vecteur nous obtenons l’équation de mesure :

y[n] = hTx[n] + v[n] (2.24)

dans laquelle h =
(

 hT  hT · · ·  hT
)T

est le vecteur de mesure. Les équations 2.21

et 2.24 représentent le modèle d’état de Vold-Kalman de 1re génération du signal
de vibration. L’amplitude et la phase de chaque composante peuvent être évaluées
grâce à une démodulation de Hilbert.
Le modèle d’état de 1re génération permet ainsi de décrire l’évolution de chaque
composante fréquentielle. L’utilisation d’un estimateur permet d’estimer ces com-
posantes et d’appliquer les analyses souhaitées. Cependant, ce modèle d’état ne
permet pas de découpler des composantes fréquentielles qui se croisent dans le do-
maine temps-fréquence [55]. Nous rencontrons ces situations sur des systèmes com-
plexes ayant des arbres de rotations indépendants les uns des autres (par exemple
les réacteurs d’avions). Le modèle d’état de 2e génération permet de s’affranchir
de cette limitation. Ce modèle fera l’objet de la section ci-dessous. Dans la suite de
ce manuscrit, nous nous focaliserons sur le modèle d’état de Vold-Kalman de 2e

génération compte tenu de son avantage par rapport au modèle de 1re génération.

2.4.2 Vold-Kalman de 2e génération

Considérons la ie composante fréquentielle d’un signal de vibration décrite sous
forme discrète par :

si[n] = ai[n] cos

(

Te

n∑

k=1

ωi[k] +ϕi[n]

)

(2.25)

expression dans laquelle

■ ai et ϕi sont respectivement la modulation d’amplitude et la modulation de
phase ;
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2.4. Modèle de Vold-Kalman pour la poursuite d’ordre

■ ωi = 2πfr,i est la vitesse angulaire et fr,i est la fréquence instantanée de la
composante ;

■ Te est la période d’échantillonnage qui est égale à l’inverse de la fréquence
d’échantillonnage fe ;

■ n = 1, 2, · · · ,N avec N le nombre d’échantillons du signal.

Afin de réduire la taille des matrices dynamiques du modèle d’état, nous exploitons
par la suite la représentation complexe du signal de vibration d’engrenage. En
terme de représentation complexe, la ie composante se met sous la forme :

s̃i[n] = pi[n] exp (jθi[n]) (2.26)

où
si[n] =

1

2

(

s̃i[n] + ¯̃si[n]
)

(2.27)

dans laquelle pi[n] = ai[n] exp (jϕi[n]) est l’enveloppe complexe, θi[n] = Te
∑n
k=1ωi[k]

est le déplacement angulaire de la ième composante, j représente le nombre com-
plexe tel que j2 = −1 et ¯̃si[n] est le conjugué de s̃i[n]. Ainsi, le signal de vibration
constitué de M composantes d’intérêt s’écrit :

y[n] =

M∑

i=1

si[n] + v[n] (2.28)

où v[n] est le signal contenant les composantes non modélisées et/ou celles indé-
pendantes de la fréquence de rotation de la machine. Il est connu sous le nom de
bruit de mesure.
A partir de cette équation, l’estimation de l’amplitude et de la phase des M compo-
santes se réduit à l’estimation de leur enveloppe complexe pi[n] lorsque les θi sont
connus. C’est dans ce contexte que Vold et al. proposent le modèle de Vold-Kalman
de 2e génération.
Avec le modèle de Vold-Kalman de 2e génération, Vold et al. [52] supposent que
l’enveloppe complexe pi(t) est une fonction de modulation basse fréquence d’une
porteuse. Dans le cas des signaux d’engrenages, les porteuses sont les compo-
santes d’engrènement et l’enveloppe contient dans le domaine spectral la fréquence
de rotation et ses harmoniques. D’un point de vue de la théorie de la modula-
tion/démodulation, les composantes en basse fréquence ont une variation plus
lente que les porteuses. Par conséquent, l’enveloppe pi est supposée satisfaire une
contrainte de lissage telle que :

∇spi[n] = ǫi[n] (2.29)

avec ∇ l’opérateur des différences finies et ǫi correspond à la se dérivée ayant
l’ordre le plus élevé. Implicitement, cette contrainte revient à approximer l’enve-
loppe par un polynôme de degré s. Compte tenu de l’inertie des systèmes mé-
caniques qui atténue les hautes fréquences, un polynôme de degré s = 2 permet
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2.4. Modèle de Vold-Kalman pour la poursuite d’ordre

de décrire la dynamique d’évolution de l’enveloppe. Cette approximation est mise
sous la forme discrète suivante [55] :

pi[n+ 1] − 2pi[n] + pi[n− 1] = ǫi[n] (2.30)

Nous expliquons cette modélisation de Vold et al. à partir d’un filtre formeur. Pour
cela nous considérons que l’enveloppe est la réponse d’un système excité par un
bruit blanc Gaussien. Le filtre formeur est représenté sur la figure ci-dessous.

ǫi[n]

H(z)

pi[n]

Figure 2.1 – Filtre formeur de fonction de transfert H(z).

Sa fonction de transfert est donnée par l’expression suivante :

H(z) =
pi(z)

ǫi(z)
(2.31)

=
z−1

z−2 − 2z−1 + 1
(2.32)

z est la variable de la transformée en Z. Ce filtre permet de décrire des signaux
respectant un modèle ARMA d’ordre (2,1) (Autoregressive-moving-average) avec des
coefficients constants. En exploitant les propriétés de la transformée en Z, nous re-
trouvons facilement l’équation 2.30.
La réponse fréquentielle du filtre formeur décrivant l’hypothèse de Vold est affichée
sur la figure 2.2 ci-dessous. Nous observons bien que le filtre présente une bande
passante étroite et qu’il atténue fortement les hautes fréquences. Comme nous al-
lons le montrer dans les chapitres 4 et 5 de ce manuscrit, ce filtre formeur n’est
pas adapté pour décrire l’évolution de l’enveloppe des composantes de vibration
d’engrenages ou de roulements qui peut être impulsive.

Dans les deux sous-sections qui vont suivre, nous présentons le modèle de Vold-
Kalman non récursif et récursif de 2e génération.

2.4.2.1 Vold-Kalman non récursif de 2e génération

Avec l’estimateur non récursif, le problème de la poursuite d’ordre est formulé
sous forme de problème des moindres carrés. Pour cela, l’équation 2.30 pour les N
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échantillons disponibles est mise sous cette forme matricielle :



















1 −2 1 0 · · · · · · 0

0 1 −2 1 0
...

... . . . . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1 −2 1







































pi[1]

pi[2]

pi[3]
...

pi[N− 1]

pi[N]





















=





















ǫi[2]

ǫi[3]

ǫi[4]
...

ǫi[N− 2]

ǫi[N− 1]





















(2.33)

La forme symbolique de cette dernière équation est donnée comme suit :

Uxi = wi (2.34)

Pour l’estimation des M composantes du signal de vibration, nous augmentons
l’équation précédente pour obtenir :













U 0(N−2)xN · · · 0(N−2)xN

0(N−2)xN
. . . . . . ...

... . . . . . . 0(N−2)xN

0(N−2)xN · · · 0(N−2)xN U

























x1

x2
...

xM













=













w1

w2
...

wM













(2.35)

Les N échantillons du signal de vibration y peuvent s’écrire :













y[1]

y[2]
...

y[N]













−
1

2

(

B1 · · · BM B̄1 · · · B̄M

)























x1
...

xM

x̄1
...
¯xM























=













v[1]

v[2]
...

v[N]













(2.36)
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sachant que les Bi sont des matrices diagonales de dimension NxN telles que :

Bi =













exp (jθi[1]) 0 · · · 0

0 exp (jθi[2])
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 exp (jθi[N])













(2.37)

En combinant les équations 2.35 et 2.36 et en introduisant un facteur de pondération
r, nous obtenons l’écriture suivante :



















0(N−2)×1

0(N−2)×1

.

.

.
0(N−2)×1

ỹ



















−

























rU 0(N−2)×N · · · 0(N−2)×N 0(N−2)×N 0(N−2)×N · · · 0(N−2)×N

0(N−2)×N

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.

.

.

.
. . .

. . . 0(N−2)×N

.

.

.
. . .

. . . 0(N−2)×N

0(N−2)×N · · · 0(N−2)×N rU 0(N−2)×N · · · · · · 0(N−2)×N

1

2
B1

1

2
B2 · · ·

1

2
BM

1

2
B̄1

1

2
B̄2 · · ·

1

2
B̄M





























































x1

x2

.

.

.
xM

x̄1

x̄2

.

.

.
x̄M





































=



















−rw1

−rw2

.

.

.
−rwM

v



















(2.38)

qui s’écrit de manière symbolique comme :

y−Dx = b (2.39)

avec ỹ =
(

y[1] y[2] · · · y[N]
)T

le signal mesuré, b =
(

−rwT vT
)T

le vecteur

des erreurs ou des bruits avec w =
(

wT
1 wT

2 · · · wT
M

)T
. Nous retrouvons ici

encore un système linéaire dont la solution est obtenue par la minimisation de
l’erreur quadratique moyenne.
Toujours dans un souci d’exploiter de manière récursive les équations du modèle
de 2e génération, une version récursive a été proposée par Pan et al. [56]. Cette
dernière est présentée dans la section ci-après.

2.4.2.2 Vold-Kalman récursif de 2e génération

Le modèle d’état pour le modèle Vold-Kalman récursif de 2e génération est
formé par l’équation d’état et l’équation de mesure. Ces dernières sont présentées
dans ce qui suit.

Équation d ’état Sous forme matricielle, l’équation 2.30 devient :
(

pi[n]

pi[n+ 1]

)

=

(

0 1

−1 2

)(

pi[n− 1]

pi[n]

)

+

(

0

ǫi[n]

)

(2.40)

De manière symbolique, cette équation s’écrit :

xi[n+ 1] = Axi[n] +wi[n] (2.41)
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2.4. Modèle de Vold-Kalman pour la poursuite d’ordre

Pour l’estimation de l’amplitude et de la phase des M composantes, nous obte-
nons cette forme matricielle de l’équation d’état :





















x1[n+ 1]

x̄1[n+ 1]

x2[n+ 1]
...

xM[n+ 1]

x̄1[n+ 1]





















=

























A 02x2 · · · 02x2

02x2 A 02x2 · · · · · · 02x2
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . ...
... . . . A 02x2

02x2 · · · 02x2 A













































x1[n]

x̄1[n]

x2[n]
...

xM[n]

x̄M[n]





















+





















w1[n]

w̄1[n]

w2[n]
...

wM[n]

w̄M[n]





















(2.42)
et sa forme symbolique est :

x[n+ 1] = Fx[n] +w[n] (2.43)

avec F la matrice de transition et w[n] le bruit d’état ou d’excitation de matrice de
covariance Q[n]. A partir de cette équation, nous construisons l’équation de mesure
du modèle d’état.

Équation de mesure Nous pouvons réécrire l’équation 2.26 sous la forme vecto-
rielle suivante :

s̃i[n] =
(

0 exp (jθi[n])
)

(

pi[n− 1]

pi[n]

)

(2.44)

et de manière symbolique comme :

s̃i[n] = bi[n]xi[n] (2.45)

La partie réelle de cette ie composante s’écrit :

si[n] =
1

2

(

bi[n] b̄i[n]
)

(

xi[n]

x̄i[n]

)

(2.46)

En tenant compte des M composantes, le signal de vibration de l’équation 2.28

devient :

y[n] =

M∑

i=1

 hi[n]xi[n] + v[n] (2.47)

De manière simplifiée, nous obtenons l’équation de mesure suivante :

y[n] = h[n]x[n] + v[n] (2.48)

avec h[n] =
(

 h1[n]  h2[n] · · ·  hM[n]
)

la matrice de mesure et v[n] le bruit de
mesure contenant les composantes non modélisées de matrice de covariance R[n].
Les équations 2.43 et 2.48 décrivent la représentation dans l’espace d’état du signal
de vibration.
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Comme cela a été exposé plus haut, le modèle d’état de Vold-Kalman de 2e

génération est obtenu à partir de l’hypothèse que les enveloppes des composantes
fréquentielles varient de manière lisse. Ce qui implique que les enveloppes sont
quasi-linéaires. Pour les signaux vibratoires acquis en régime variable, cette hypo-
thèse n’est pas appropriée. En effet, ces signaux sont fortement non-stationnaires et
présentent des modulations d’amplitude et de phase fortement non-linéaires. Cela
se traduit dans le fréquentiel par un spectre large bande. Or, le filtre formeur carac-
téristique de l’hypothèse de Vold présente une bande passante étroite. L’utilisation
du modèle de Vold-Kalman pour estimer les modulations à large spectre peut donc
conduire à une mauvaise estimation et ainsi fournir un diagnostic erroné de l’état
de l’organe à surveiller.

Pour pallier cette limitation, nous proposons de décrire le signal de vibration
dans l’espace d’état grâce à une modélisation de l’enveloppe pi de chaque com-
posante fréquentielle par une fonction polynomiale. Elle fera l’objet de la Section
2.5.

2.5 Modèle d’état du signal de vibration - Base polynomiale

Comme vu précédemment, la contrainte de Vold consiste à considérer que l’en-
veloppe peut être décrite par un modèle auto-régressif d’ordre 2 (AR(2)) à coeffi-
cients constants. Pour une enveloppe quasi-linéaire, ce modèle est sans doute va-
lide et fournit des résultats intéressants. Poulimenos et al. mentionnent que pour
des signaux non-stationnaires, les coefficients du modèle AR ou du modèle auto-
régressif à moyenne mobile (ARMA pour autoregressive–moving–average) sont en réalité
variables [75]. Pour ces types de signaux, trois approches existent pour modéliser
les coefficients du modèle AR ou ARMA :

■ les coefficients sont constants sur des segments identiques du signal [73] ;

■ les coefficients suivent une contrainte de lissage stochastique. Cette contrainte
n’est autre que celle de Vold [75] ;

■ les coefficients suivent un modèle structuré selon des séries fonctionnelles
[76].

Ces approches basées sur des modèles AR ou ARMA permettent de décrire assez
fidèlement le comportement non-stationnaire des signaux de vibration. Cependant,
elles ne sont pas adaptées à notre sujet d’étude. En effet, ces modèles ne permettent
pas d’accéder directement à des composantes fréquentielles d’intérêt du signal.
Leur choix n’est donc pas pertinent lorsqu’il s’agit :

■ d’estimer une seule composante parmi plusieurs composantes contenues dans
le signal de vibration ;
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2.5. Modèle d’état du signal de vibration - Base polynomiale

■ de séparer des composantes déterministes des composantes aléatoires se re-
couvrant dans le domaine fréquentiel.

C’est pourquoi nous avons proposé une nouvelle approche pour modéliser l’évolu-
tion de l’enveloppe du signal de vibration. La nouveauté réside dans la projection
de l’enveloppe de chaque composante fréquentielle sur une base de fonctions po-
lynomiales. Dans ce cas, le problème de l’estimation des composantes se résume
à l’estimation des coefficients de la base polynomiale. Le choix de cette approche
utilisant une base polynomiale nous semble pertinent pour les raisons suivantes :

■ D’abord, la base polynomiale permet de tenir compte des non-linéarités de
l’enveloppe qui peut être de caractère impulsif suite à l’apparition d’un dé-
faut. En effet, elle offre une grande flexibilité pour modéliser les différentes
formes d’enveloppe ;

■ Ensuite, la base polynomiale assure une décomposition unique de l’enve-
loppe.

Ces raisons nous ont poussé à proposer un cadre théorique permettant de repré-
senter dans l’espace d’état le signal de vibration en utilisant une base polynomiale.
Ce développement théorique est présenté ci-après.

2.5.1 Propriétés d’une base polynomiale

Définition de la norme L2 : Soit F l’espace des fonctions polynomiales munies de
la norme L2. Soient la fonction f ∈ F et t[n] = (n− 1)Te ∈ D les échantillons discrets
de t pour n = 1, 2, · · · ,N. La norme L2 de f est définie par :

||f||L2
=

N∑

n=1

f2[n] (2.49)

avec f[n] la forme discrète de f(t).

Produit scalaire sur la norme L2 : Soient f et g deux fonctions polynomiales de
F. Le produit scalaire de f et g, noté < f,g >, est exprimé comme suit :

< f,g >=
N∑

n=1

f[n]ḡ[n] (2.50)

Propriétés d’une base de F : Considérons une base générique de dimensionm+ 1

notée par B =
{

P0[n] P1[n] · · · Pm[n]
}

avec
{
Pj[n]

}
est la je fonction polyno-

miale discrète de degré inférieur ou égale à j.
B est une base de l’espace F si et seulement si toute fonction f de cet espace peut
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s’écrire comme une combinaison linéaire des fonctions polynomiales
{
Pj
}

. De ma-
nière explicite, nous avons :

f[n] =

m∑

j=0

cjPj[n] (2.51)

où cj sont les coefficients de la combinaison à déterminer.
La base B est orthonormale si :

< Pi,Pj >=
N∑

n=1

Pi[n]Pj[n] =

{
||Pi||

2 si i = j

0 sinon
(2.52)

2.5.2 Projection de l’enveloppe complexe sur une base polynomiale

Nous supposons que la ie enveloppe complexe pi dans l’équation 2.26 appar-
tient à l’espace des fonctions polynomiales F. Alors, nous pouvons projeter cette
enveloppe sur la base B telle que :

pi[n] =

m∑

j=0

cij[n]Pj[n] (2.53)

avec cij les coefficients de cette combinaison linéaire. L’approximation de l’enve-
loppe peut s’écrire comme un produit de vecteurs tel que :

pi[n] =
(

P0[n] P1[n] · · · Pm[n]
)













ci0[n]

ci1[n]
...

cim[n]













(2.54)

et de manière symbolique comme :

pi[n] = B[n]Ci[n] (2.55)

A partir de l’équation 2.44 à 2.46, la partie réelle de la ie composante du signal de
vibration se met sous la forme :

si[n] = hi[n]xi[n] (2.56)

dans laquelle hi[n] =
(

B[n] exp (jθi[n]) B̄[n] exp (−jθi[n])
)

et xi[n] =

(

Ci[n]

C̄i[n]

)

représentent respectivement la ie matrice de mesure et la ie variable d’état.
Le signal de vibration, qui est une somme des composantes si, s’obtient facilement
et est présenté sous la forme suivante :

y[n] = h[n]x[n] + v[n] (2.57)

dans laquelle
h[n] =

(

B[n] exp (jθ1[n]) B̄[n] exp (−jθ1[n]) · · · B[n] exp (jθM[n]) B̄[n] exp (−jθM[n])
)
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est la matrice de mesure et x[n] =
(

C
T
1 [n] C̄

T
1 [n] · · · C

T
M[n] C̄

T
M[n]

)T
est la va-

riable d’état.
Finalement, l’estimation de l’enveloppe complexe revient à estimer les coefficients
de la combinaison linéaire (Voir équation 2.53).

Dans les méthodes traditionnelles d’approximation polynomiale, les coefficients
de la combinaison sont constants. Dans notre nouvelle approche, nous supposons
que les coefficients sont variables dans le temps. Ceci permet de tenir compte des
éventuelles erreurs que peuvent générer un mauvais choix de l’ordre et/ou du
type de la base. Dans cette thèse, nous supposons que les coefficients ont une
faible dynamique de variation. Ceci revient à considérer que chaque coefficient de
l’approximation suit un modèle d’évolution de type marche aléatoire. De manière
explicite :

cij[n+ 1] = cij[n] +wij[n] Pour






i = 1, 2, · · · ,M
j = 0, 1, · · · ,m
n = 1, 2, · · · ,N

(2.58)

L’extension de cette équation pour tous les m coefficients et pour toutes les M
composantes du signal de vibration conduit à l’équation d’état suivante :

x[n+ 1] = Ix[n] +w[n] (2.59)

dans laquelle

w[n] =
(

wT10[n] · · ·w
T
1m[n], w̄

T
10[n] · · · w̄

T
1m[n] · · ·w

T
M0[n] · · ·w

T
Mm[n], w̄

T
M0[n] · · · w̄

T
Mm[n]

)T

est le bruit d’état et I est la matrice identité de dimension appropriée. Les équations
2.57 et 2.59 forment le modèle d’état du signal vibration obtenu après une projec-
tion de l’enveloppe complexe sur une base de fonctions polynomiales.Le vecteur
d’état x[n] contient tous les coefficients de la décomposition polynomiale de toutes
les composantes fréquentielles du signal vibratoire.

2.5.3 Exemples de bases polynomiales

Plusieurs bases polynomiales existent dans la littérature. Nous pourrions citer
la base canonique, la base des polynômes de Legendre, la base des polynômes de
Laguerre et la base des polynômes de Chebychev. L’une de ces bases peut être
utilisée pour modéliser l’enveloppe. Toutefois, nous avons retenu la base générique
constituée des puissances du temps et la base de Legendre.

2.5.3.1 Base canonique (BC)

La base canonique est l’une des bases les plus usitées pour l’approximation
polynomiale. Elle est formée des monômes de t et représente la base standard de
l’ensemble des nombres réels R. Dans le domaine discret, la base s’écrit :

Pj[n] = t
j[n], j = 0, 1, · · · ,m n = 1, 2, · · · ,N (2.60)
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2.5.3.2 Base canonique orthogonale (BCO)

La base canonique orthogonale est obtenue après la procédure d’orthogonalisa-
tion de Gram-Schmidt de la base canonique. Cette base n’est autre que la base des
polynômes discrets orthogonaux de Legendre. Ce choix est motivé pour les raisons
suivantes :

■ la BCO assure une décomposition unique de l’enveloppe du signal ;

■ la BCO permet également de découpler les paramètres de l’enveloppe du
signal.

La procédure de Gram-Schmidt est décrite dans l’annexe A de ce document.
Soit BC[n] =

(

u1[n] u2[n] · · · um[n]
)

la base canonique discrète avec ui[n] =

ti−1[n]. Les trois premiers polynômes de la base canonique orthogonale obtenus
après l’orthogonalisation de la base canonique sont définis ci-dessous :

v1[n] = 1 (2.61)

v2[n] = t[n] −
1

N

N∑

n=1

t[n] (2.62)

v3[n] = t2[n] −

∑N
n=1 t

3[n] − 1
N

∑N
n=1 t

2[n]
∑N
n=1 t[n]

∑N
n=1 t

2[n] − 1
N

(∑N
n=1 t[n]

)2

(

t[n] −
1

N

N∑

n=1

t[n]

)

−
1

N

N∑

n=1

t2[n] (2.63)

Les cinq premiers polynômes discrets de la BCO lorsque la fréquence d’échantillon-
nage est de 24 kHz sont représentés par la fig. 2.3.
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Figure 2.3 – Aperçu des quatre premiers polynômes de la BCO : (a) polynômes de la BCO
et (b) leur produit scalaire. Les marqueurs en bleu correspondent à la norme des polynômes
et ceux en rouge le produit scalaire entre deux polynômes distincts.

Comme énoncé au début de ce chapitre, nous exploitons dans la suite cette thèse
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2.5. Modèle d’état du signal de vibration - Base polynomiale

le modèle d’état obtenu à partir d’une projection de l’enveloppe des composantes
fréquentielles sur la BCO. Ensuite, un estimateur des coefficients de la base poly-
nomiale est mis en œuvre.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les modèles de Vold-Kalman pour la re-
présentation dans l’espace d’état du signal de vibration en régime variable. Nous
distinguons le modèle de 1re génération et celui de 2e génération. Dans la suite
nous utilisons le modèle de 2e génération compte tenu de ses avantages. En effet, il
permet (i) d’estimer directement l’enveloppe de chaque composante fréquentielle
et (ii) de découpler des composantes ayant des fréquences qui se croisent. Ce mo-
dèle semble être pertinent lorsqu’il s’agit de modéliser des enveloppes très lisses.
Par contre, pour les enveloppes fortement non-linéaires, ce modèle n’est plus ap-
proprié. C’est pour cette raison que nous avons proposé de projeter l’enveloppe
sur la base des polynômes orthogonaux. Cette approche offre la possibilité (i) de
tenir compte des non-linéarités de l’enveloppe dans le modèle d’état, (ii) de garan-
tir une décomposition unique de l’enveloppe et (iii) de découpler les paramètres
de l’enveloppe. Cette projection de l’enveloppe sur la base polynomiale est ensuite
exploitée pour décrire le signal de vibration non-stationnaire dans l’espace d’état.
À partir de ces modèles, il s’agit de faire la synthèse des estimateurs de l’enveloppe
des composantes fréquentielles.

Dans le chapitre suivant, deux estimateurs seront présentés : l’estimateur récur-
sif de Kalman et l’estimateur H∞.
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CHAPITRE 3

Estimateur de Kalman et estimateur H∞

Dans ce chapitre, nous présentons deux méthodes d’estimation des paramètres
de modulations d’amplitude et de modulations de phase du signal de vibra-

tion. Ces méthodes exploitent la représentation du signal de vibration dans l’es-
pace d’état. Le premier estimateur repose sur une approche des moindres carrés. Il
consiste à minimiser l’erreur quadratique moyenne et conduit au fameux estima-
teur récursif de Kalman. Le deuxième repose sur une optimisation minimax. Une
telle optimisation minimise le maximum de l’erreur d’estimation. Cette approche
conduit à une estimation de type H∞ qui sera amplement analysée dans ce chapitre.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté deux approches pour représen-
ter le signal de vibration dans l’espace d’état. La première était celle initialement
développée par Vold et son équipe. La seconde a été développée au cours de cette
thèse et repose sur une approximation polynomiale de l’enveloppe de chaque har-
monique dynamique.

Dans de ce chapitre, nous présentons deux estimateurs de l’enveloppe : l’esti-
mateur obtenu à partir d’une optimisation utilisant la norme L2, l’estimateur de
Kalman et l’estimateur obtenu à partir de l’utilisation de la norme ∞, l’estimateur
H∞. Étant donné que l’estimateur de Kalman est un outil commun, nous rappelons
brièvement les étapes de synthèse de cet estimateur. Par ailleurs, nous aborderons
certaines notions permettant de discuter des avantages et des inconvénients de cet
estimateur.
Quant à l’estimateur H∞, il est peu répandu dans le monde de l’analyse vibratoire.
Par conséquent, il sera largement discuté. Nous décrirons la synthèse d’un tel es-
timateur en nous appuyant sur l’approche de la théorie des jeux. Nous proposons
également une amélioration de l’algorithme résultant de l’optimisation minimax.
Cela conduit à un estimateur H∞ adaptatif. Ensuite, l’estimateur H∞ ainsi proposé
est exploité dans le chapitre 4 afin d’évaluer les deux approches (l’hypothèse de
Vold et l’approximation polynomiale) permettant de décrire le signal vibratoire
dans l’espace d’état.

3.2 Définition d’un estimateur

La plupart des processus physiques peuvent être caractérisés par des grandeurs
physiques. Dans certaines situations, ces grandeurs sont non mesurables ou enta-
chées d’erreurs. Elles peuvent être non mesurables à cause d’absence de capteurs
ou du coût que peut générer la mesure de ces dernières. Cette difficulté peut être
contournée en mesurant une autre grandeur physique facilement mesurable (une
grandeur électrique ou une grandeur mécanique par exemple) notée y[n] reliée à
la grandeur vectorielle x[n] par une fonction h. Cette grandeur mesurable est elle
même entachée de bruit de mesure v[n]. Cela rend davantage difficile la détermi-
nation de la grandeur d’intérêt x[n].
Écrivons cela de manière mathématique de la manière suivante :

y[n] = h(x[n]) + v[n] (3.1)

Dans la théorie de l’estimation, le problème consiste à déterminer une estimation
x̂[n] de x[n] qui minimise une fonction coût (ou perte) J spécifique. Cette estimation
est obtenue grâce à un estimateur. Nous rappelons qu’un estimateur est un outil
mathématique mis en œuvre pour l’estimation d’une variable d’intérêt x[n] à partir
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3.2. Définition d’un estimateur

d’une grandeur mesurable y[n]. L’estimation x̂[n] est obtenue telle que :

x̂[n] = Arg min (J) (3.2)

Puisque plusieurs estimateurs peuvent être mis en œuvre, il est important de
caractériser leurs propriétés afin d’évaluer la performance de l’un par rapport à
l’autre. Dans la section suivante, nous présentons quelques unes de ces propriétés.

3.2.1 Propriétés d’un estimateur

Généralement, la qualité d’une estimation est déterminée à partir de l’erreur
d’estimation que nous notons :

e[n] = x[n] − x̂[n] (3.3)

Idéalement, un estimateur devrait fournir une erreur d’estimation égale à zéro.
Mais cette contrainte est difficilement réalisable dans la pratique, cela pour deux
raisons.

■ Premièrement, le nombre restreint d’échantillons invalide la loi des grands
nombres qui stipule que la convergence statistique de x̂[n] vers x[n] est pro-
portionnelle au nombre d’échantillons ;

■ Deuxièmement, le choix des paramètres de réglage et d’initialisation de l’es-
timateur influence la qualité de l’estimation. Nous reviendrons plus tard sur
ces paramètres.

Compte tenu de ces limitations pratiques, il est nécessaire de définir d’autres cri-
tères d’évaluation la qualité de l’estimateur. Quatre critères régulièrement utilisés
dans la littérature sont présentés ci-après.

3.2.2 Biais et consistance

Dès lors qu’il n’est pas réaliste d’envisager un estimateur avec une erreur nulle,
l’objectif peut consister à assurer une erreur de moyenne nulle. Cela conduit à écrire
que :

x[n] = E{x̂[n]} (3.4)

Lorsque cette condition est satisfaite, l’estimateur est dit non biaisé. Et lorsque l’es-
timateur ne garantit pas cette condition, il est dit biaisé. Le biais b est la valeur
moyenne de l’erreur définit par b = E{x− x̂}.

Si le biais tend vers zéro lorsque le nombre d’échantillons augmente, alors l’esti-
mateur est dit asymptotiquement non biaisé. Un estimateur qui satisfait cette propriété
asymptotique est dit consistent.

37



3.3. Estimateur des moindres carrés

Erreur quadratique moyenne (EQM) Ici, nous introduisons une fonction coût dé-
finie par J = ‖x− x̂‖2. Cette dernière est très populaire à cause de sa simplicité et
de sa convexité. En plus de cela, cette fonction croit proportionnellement avec l’er-
reur d’estimation. Étant donné que J est une variable aléatoire, nous définissons un
index de performance EEQM comme la moyenne de l’erreur quadratique. Il s’écrit :

EEQM = E{‖x− x̂‖2} (3.5)

Si l’EQM tend vers zéro lorsque le nombre d’échantillons croit, alors l’estimateur
est dit consistent. Et si l’estimateur est sans biais, l’erreur quadratique moyenne
coïncide avec la variance de l’erreur.
Un autre index de performance similaire à l’EQM que nous utiliserons pour l’éva-
luation de la qualité des estimations est le rapport signal sur bruit. On distinguera
le rapport signal sur bruit à l’entrée noté RSBe et le rapport signal sur bruit à la
sortie noté RSBs. Ils sont exprimés en décibels (dB) et définis respectivement par :

RSBe = 10 log 10
(

E{‖h(x)‖2

E{‖v‖2

)

(3.6)

RSBs = 10 log 10
(

E{‖h(x)‖2

E{‖h(x) −h(x̂)‖2

)

(3.7)

Pour un estimateur consistant, le RSBs tend vers l’infini. En effet, dans ce cas,
E{‖h(x)−h(x̂)‖2} −→ 0 et donc RSBs −→ ∞. En pratique, cette limite est rarement at-
teinte à cause des artefacts dans le bruit de mesure. Par conséquent, nous pouvons
juger de la qualité d’une estimation en évaluant la force de l’inégalité suivante :

RSBs > RSBe (3.8)

3.2.3 Efficacité

L’EQM évalue la qualité de l’estimation de manière globale pour toutes les gran-
deurs d’intérêt. Dans la plupart des situations, nous nous intéressons à la qualité
de l’estimation pour chaque grandeur. Dans ce cas, la qualité de l’estimation est
donnée par la matrice de covariance de l’erreur d’estimation :

P = E{eTe} = E{(x− x̂)T (x− x̂)} (3.9)

Un estimateur qui fournit la plus petite matrice de covariance parmi tous les esti-
mateurs non biaisés est le meilleur au sens des moindres carrés. Un tel estimateur
est qualifié d’estimateur efficace.

3.3 Estimateur des moindres carrés

La méthode des moindres carrés peut être considérée comme une approche
déterministe ne faisant pas d’hypothèse sur les densités de probabilités. Cependant,
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3.3. Estimateur des moindres carrés

il est nécessaire de connaître les paramètres statistiques du bruit pour vérifier ses
propriétés. L’estimation des moindres carrés est discutée par plusieurs auteurs,
notamment Kailath [119] et Sorenson [83].

Pour la mise en œuvre de l’estimateur des moindres carrés, le modèle du signal
mesuré est écrit comme suit :

y = hx+ v (3.10)

avec y le vecteur des N mesures, h la matrice des mesures connue avec une di-
mension appropriée, v le vecteur bruit de mesure et x le vecteur de la grandeur à
estimer. La méthode des moindres carrés repose sur la minimisation de l’effet du
bruit de mesure. D’un point de vue mathématique, l’index de performance de cette
méthode est défini par :

EMC =
1

2
‖v‖2 =

1

2
(y−hx) (y−hx)T (3.11)

L’estimation au sens des moindres carrées est obtenue par la minimisation de cet
index de performance. Cette minimisation conduit à la fameuse équation normale :

hThx̂ = hTy (3.12)

En supposant que la matrice h est de rang plein, la résolution de l’équation linéaire
conduit à l’estimation au sens des moindres carrés définie par :

x̂ =
(

hTh
)−1

hTy (3.13)

En supposant que le bruit v a une moyenne nulle, nous pouvons facilement vérifier
que l’estimateur des moindres carrés est consistant et non biaisé. Il est souvent qua-
lifié de “best linear unbiased estimator (BLUE) ”. Cela nous amène à nous intéresser
à quelques propriétés intéressantes de la méthode des moindres carrés. Nous n’en
citerons que trois.

Propriété 1 : L’estimation x̂ au sens des moindres carrés est sans biais.

Propriété 2 : Lorsque le bruit de mesure est blanc avec une moyenne nulle, l’es-
timation x̂ au sens des moindres carrés est la meilleure estimation linéaire sans
biais.

Propriété 3 : Lorsque le bruit de mesure est blanc et Gaussien et de moyenne
nulle, l’estimateur des moindres carrés atteint la borne inférieure de Cramer-Rao
pour une estimation sans biais.

L’estimateur des moindres carrés peut s’étendre au cas où les grandeurs à es-
timer sont multiples et variables dans le temps. Il peut également être exploité de
manière récursive. Sa version récursive est mise en œuvre par plusieurs auteurs,
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comme Simon, D. et Kailath, T. dans [72, 119]. Ils formulent le problème de l’esti-
mation en terme de système dynamique décrit par un modèle de Gauss-Markov.
La résolution du problème d’estimation, au sens des moindres carrés, conduit au
fameux estimateur de Kalman. Cet estimateur fera l’objet de la section suivante.

Rappelons qu’il existe une équivalence entre l’estimateur des moindres carrés et
l’estimateur de Wiener et l’estimateur du maximum de vraisemblance. L’estimateur
de Wiener est basé sur une approche déterministe alors que celui du maximum de
vraisemblance est fondé sur une approche probabiliste. Le lecteur intéressé par ces
estimateurs pourra lire les références [83] et [84].

3.4 Estimateur de Kalman

3.4.1 Formulation du problème

Considérons le système discret linéaire suivant :

x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n] (3.14)

y[n] = h[n]x[n] + v[n] (3.15)

Les bruits w[n] et v[n] sont blancs, Gaussiens et de matrice de covariance respectives
Q[n] et R[n] connues telles que :

E{w[n]wT [k]} = Q[n]δn−k (3.16)

E{v[n]vT [k]} = R[n]δn−k (3.17)

E{w[n]vT [k]} = 0 (3.18)

avec δn−k le symbole de Kronecker défini par δn−k = 1 si n = k et δn−k = 0 si-
non. L’objectif ici est de mettre en œuvre un estimateur de la variable d’état x[n].
Plusieurs approches existent pour mettre en œuvre cet estimateur, notamment :

■ l’approche originale de Kalman, présentée par lui même en 1960, basée sur le
principe de projection orthogonale [69]. Kalman considère que l’estimation de
la variable d’état x[n] n’est autre que la projection de x[n] sur l’espace linéaire
formé par les mesures y[1], y[2], · · · , y[n] ;

■ l’approche proposée par Kailath en 1968 basée sur l’innovation [119].

Dans la plupart des articles traitant de l’analyse vibratoire avec l’estimateur Vold-
Kalman, les auteurs utilisent l’algorithme de Kalman connu sous le nom de "Kal-
man filter based on one-step prediction". Ce dernier est bien détaillé dans l’ouvrage
de Simon Haykin [64]. Il repose sur l’exploitation du processus d’innovation qui est
définit par :

α[n] = y[n] − ŷ[n|n− 1] (3.19)
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dans laquelle ŷ[n|n−1] est l’estimation au sens des moindres carrées de y[n] connais-
sant les échantillons y[1], y[2], · · · , y[n− 1].

Le problème de l’estimateur de Kalman peut être formulé comme suit :

Trouver l’estimation au sens des moindres carrées de x[k] en utilisant tous les échantillons
y[1], y[2], · · · , y[n] du signal mesuré.

Nous parlons d’un problème de filtrage ou d’estimation lorsque k = n, de pré-
diction lorsque k > n et de lissage lorsque 1 6 k < n.

Nous nous intéressons par la suite au problème d’estimation et de prédiction.
Dans ce cas, nous notons :

■ x̂[n|n] l’estimation de x[n] ;

■ x̂[n+ 1|n] la prédiction de x[n].

3.4.2 Mise en œuvre

Pour la mise en œuvre de l’estimateur de Kalman, nous exploitons l’innovation
comme elle est présentée par Kailath [119]. Cette dernière satisfait les propriétés
suivantes :

Propriété 1 : L’innovation α[n] associée à la mesure y[n] est orthogonale à toutes
les mesures précédentes y[1], y[2], · · · , y[n− 1]. Cela est formalisé par :

E{α[n]y[k]} = 0, Espace1 6 k 6 n− 1 (3.20)

Propriété 2 : Les innovations α[1], α[2], · · · , α[n] sont orthogonales entre elles. Ceci
est écrit comme :

E{α[n]α[k]} = 0, 1 6 k 6 n− 1 (3.21)

Avec ces propriétés, l’estimateur de Kalman fournit une estimation x̂[n+ 1|n+ 1] de
x[n+ 1] de la forme :

x̂[n+ 1|n+ 1] = F[n]x̂[n|n] +gK[n+ 1] (y[n+ 1] −h[n+ 1]F[n]x̂[n|n]) (3.22)

où

■ α[n+ 1] = y[n+ 1] −h[n+ 1]F[n]x̂[n|n] est l’innovation ;

■ gK[n+ 1] est le gain de l’estimateur de Kalman.

Soit e[n+ 1|n+ 1] = x[n+ 1] − x̂[n+ 1|n+ 1] l’erreur d’estimation. En supposant
le bruit v[n+ 1] est orthogonal à l’erreur d’estimation telle que E{e[n+ 1|n+ 1]v[n+
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1]} = 0, nous obtenons la matrice de covariance de l’erreur d’estimation ci-dessous :

P[n+ 1|n+ 1] = E{e[n+ 1|n+ 1]eT [n+ 1|n+ 1]}

= (I−gK[n+ 1]h[n+ 1])P[n+ 1|n] (I−gK[n+ 1]h[n+ 1])T

+ +gK[n+ 1]R[n+ 1]gK[n+ 1]T (3.23)

Lorsque les matrices dynamiques sont bien conditionnées, cette dernière expres-
sion s’écrit d’une manière plus aisée comme :

P[n+ 1|n+ 1] = (I−gK[n+ 1]h[n+ 1])P[n+ 1|n] (3.24)

où P[n+ 1|n] = E{e[n+ 1|n]eT [n+ 1|n]} est la matrice de covariance de l’erreur
de prédiction. Elle est déterminée en supposant que l’estimation x[n|n] et le bruit
d’état w[n] sont non corrélés. Avec cette hypothèse, nous obtenons à l’échantillon
n+ 1 :

P[n+ 1|n] = F[n]P[n|n]FT [n] +Q[n] (3.25)

Quant au gain de Kalman, il correspond à celui qui minimise la matrice de cova-
riance de l’erreur d’estimation P[n+ 1|n+ 1] (équation 3.23). Cela revient à poser :

∂P[n+ 1|n+ 1]

∂gK[n+ 1]
= 0 (3.26)

En tenant compte des règles de dérivations des matrices 1, nous obtenons après
ré-arrangement le gain de Kalman ci-dessous :

gK[n+ 1] = P[n+ 1|n]hT [n+ 1]
(

h[n+ 1]P[n+ 1|n]hT [n+ 1] + R[n+ 1]
)−1

(3.27)

L’estimation prédite est déterminée par l’équation suivante :

x̂[n+ 1|n] = F[n]x̂[n|n] (3.28)

La synthèse de l’estimateur de Kalman pour le système linéaire 3.14 et 3.15 est
résumée par l’algorithme ci-dessous [72].

3.4.3 Forme alternative de l’estimateur de Kalman

L’estimation de Kalman est obtenue à partir des équations récursives présentées
par l’algorithme 1. Cependant, il existe une forme alternative pour cet estimateur.
Elle n’exploite que l’état prédit et est obtenue à partir du lemme d’inversion de
matrice ci-dessous.

1. Pour toute matrice A et matrice symétrique B, nous avons ∂
∂A

(

ABAT
)

= 2AB.
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Algorithm 1: Algorithme de l’estimateur de Kalman

Initialization of x[1|1] and P[1|1];
Choose R and Q;
for n=1 to N-1 do

P[n+ 1|n] = F[n]P[n|n]FT [n] +Q[n];

gK[n+ 1] = P[n+ 1|n]hT [n+ 1]
(

h[n+ 1]P[n+ 1|n]hT [n+ 1] + R[n+ 1]
)−1

;

x̂[n+ 1|n+ 1] = F[n]x̂[n|n] +gK[n+ 1] (y[n+ 1] −h[n+ 1]F[n]x̂[n|n]);
P[n+ 1|n+ 1] = (I−gK[n+ 1]h[n+ 1])P[n+ 1|n];

Lemme d’inversion de matrice : Soit A, B, C et D des matrices de dimensions
n×n, n× p, p×n et p× p. Si les matrices A et D sont inversibles alors [85] :

(

A+BD−1C
)−1

= A−1 −A−1B
(

D+CA−1B
)−1

CA−1 (3.29)

L’inversion de la matrice A+BD−1C requiert n×n opérations. Avec le lemme d’in-
version de matrice, le nombre d’opérations requit pour l’inversion de cette matrice
est de p× p. Ce lemme a l’avantage de réduire le temps de calcul pour l’inversion
des matrices. En appliquant ce lemme au terme à droite de l’équation 3.27, nous
obtenons :
(

h[n]P[n|n− 1]hT [n] + R[n]
)−1

= R−1[n] − R−1[n]h[n]
(

P−1[n|n− 1] +hT [n]R−1[n]h[n]
)−1

hT [n]R−1[n]

= −R−1[n]h[n]
(

I+P[n|n− 1]hT [n]R−1[n]h[n]
)−1

P[n|n− 1]hT [n]R−1[n]

+ R−1[n] (3.30)

Le gain de Kalman peut donc s’écrire :

gK[n] = P[n|n− 1]hT [n]
(

h[n]P[n|n− 1]hT [n] +R[n]
)−1

=

[

I−P[n|n− 1]hT [n]R−1[n]h[n]
(

I+P[n|n− 1]hT [n]R−1[n]h[n]
)−1

]

P[n|n− 1]hT [n]R−1[n]

= P[n|n− 1]
(

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]
)−1

hT [n]R−1[n] (3.31)

En substituant l’équation 3.31 et 3.24 dans l’équation 3.25, nous obtenons :

P[n+ 1|n] = F[n]P[n|n]FT [n] +Q[n]

= F[n] (I−gK[n]h[n])P[n|n− 1]FT [n] +Q[n]

= F[n]

[

I−P[n|n− 1]
(

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]
)−1

hT [n]R−1[n]h[n]

]

P[n|n− 1]FT [n] +Q[n]

= F[n]P[n|n− 1]

[

I−
(

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]
)−1

hT [n]R−1[n]h[n]

]

P[n|n− 1]FT [n] +Q[n]

= F[n]P[n|n− 1]
(

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]
)−1 (

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1])

−hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]FT [n] +Q[n]

= F[n]P[n|n− 1]
(

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]
)−1

FT [n] +Q[n] (3.32)
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Algorithm 2: Algorithme alternatif de l’estimateur de Kalman

Initialization of x[1|0] and P[1|0];
Choose R[n] and Q[n];
for n=1 to N-1 do

gK[n+ 1] =

P[n|n− 1]
(

I+hT [n+ 1]R−1[n+ 1]h[n+ 1]P[n|n− 1]
)−1

hT [n+ 1]R−1[n+ 1];

x̂[n+ 1|n+ 1] = F[n]x̂[n|n] +gK[n+ 1] (y[n+ 1] −h[n+ 1]F[n]x̂[n|n]);
ŷ[n+ 1] = hT [n+ 1]x̂[n+ 1|n+ 1];

P[n+ 1|n] = F[n]P[n|n− 1]
(

I+hT [n]R−1[n]h[n]P[n|n− 1]
)−1

FT [n] +Q[n];

3.4.4 Limitations

L’estimateur de Kalman se distingue par sa facilité de mise en œuvre et sa struc-
ture simple. Nous avons une initialisation, un choix des paramètres, une prédiction
et une correction. Les équations présentes à chaque étape de l’estimation sont li-
néaires et facilement évaluables. Cet estimateur permet aussi de prédire l’état du
système dynamique à partir des informations du passé sans la nécessité de les sto-
cker en mémoire. Ceci est réalisé grâce à l’équation de transition. Cette dernière
assure l’utilisation de l’estimateur de Kalman en temps réel.
L’estimateur de Kalman est le meilleur estimateur linéaire non biaisé sous certaines
conditions.

■ Premièrement, les bruits du modèle d’état ont une distribution Gaussienne ;

■ Deuxièmement, les propriétés statistiques (d’ordre 1 et d’ordre 2) des bruits,
E{wk}, E{vk}, R et Q, sont connues ;

■ Troisièmement, l’estimation fournie est optimale au sens des moindres carrés ;

■ Enfin, les matrices dynamiques du modèle d’état, Fk et hk, sont exactement
connues.

Dans les situations réelles, ces conditions ne sont pas toujours satisfaites. Et l’opti-
malité de l’estimateur tout comme la qualité de l’estimation ne sont plus garanties.

Dans la littérature scientifique, il existe des estimateurs qui ne formulent au-
cune hypothèse sur la nature statistique des bruits. Ces estimateurs rentrent dans
la famille des estimateurs robustes. Nous citons notamment l’estimateur H∞ et le
LMS. Dans cette thèse, nous nous focaliserons uniquement sur l’estimateur H∞

compte tenu de la similarité de ses équations avec celles de l’estimateur de Kal-
man. Cet estimateur, connu aussi sous le nom d’estimateur minimax, ne fait aucune
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hypothèse sur la distribution statistique des bruits. Il fournit une estimation pour
la plus petite erreur possible. La mise en œuvre de l’estimateur H∞ fera l’objet de
la section suivante.
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3.5 Estimateur H∞

3.5.1 Introduction

Supposons que nous ayons le modèle d’état d’un système dynamique et que
nous souhaitons déterminer la “meilleure ”estimation de l’état de ce système connais-
sant les mesures de sa sortie. La notion de meilleure est définie ici par rapport à un
critère de performance [86]. Dans la théorie de l’estimation, l’erreur quadratique
moyenne est l’un des critères les plus populaires. La minimisation de ce critère
conduit à la famille des estimateurs des moindres carrés, dont celui de Kalman
est le plus usité. Cependant, dans les situations réelles, les matrices dynamiques
peuvent être incertaines. En plus de cela, aucune information a priori n’est dispo-
nible sur la distribution et les paramètres statistiques des bruits. La présence de ces
incertitudes conduit à une estimation sous-optimale.

La quête d’un estimateur plus robuste face aux incertitudes de modèle et aux
bruits a conduit à la définition d’un nouveau critère de performance. La minimisa-
tion de ce critère utilise la norme H∞. Le symbole mathématique H∞ fait référence
à “l’espace de Hardy 2 ”. La minimisation selon cette norme revient à imposer
une borne supérieure pour l’énergie de l’erreur d’estimation. En d’autres termes,
la norme H∞ nous garantit une estimation qui minimise le maximum de l’erreur
d’estimation peu importe la distribution statistique des bruits du modèle dès lors
qu’ils ont une énergie bornée.

Le problème de robustesse au sens de la norme H∞ a été exposé pour la pre-
mière fois par Georges Zames dans le cadre du contrôle des systèmes [87–89]. Le
premier objectif était de déterminer une commande optimale qui minimise la pire
des erreurs possible lorsqu’il existe une incertitude aussi bien sur le modèle du
système que sur les bruits du modèle. Le second objectif était de définir un nou-
veau critère de performance permettant de mesurer la sensibilité de la commande
face aux perturbations. Cette approche a été initialement formulée dans le domaine
fréquentiel par Georges Zames et consiste à minimiser le pic de la densité spectrale
de puissance de l’erreur d’estimation. Ainsi, cette approche revient à minimiser
l’erreur d’estimation sur toute la bande de fréquence d’étude. Dans le cadre de la
théorie du contrôle, l’approche H∞ a été également formulée sous forme d’équa-
tion polynomiale [91, 93]
Yaesh et al. [90], Banavar et al. [86] et Nagpal et al. [94], pour ne citer que ceux là,
sont sans doute les premiers auteurs à aborder le problème de l’estimation par l’ap-
proche H∞. Avec cette dernière, nous parlerons d’estimation H∞. Cette approche
est fondamentalement différente de l’approche des moindres carrés. En effet, l’es-
timation au sens de la norme H∞ est obtenue par la minimisation du maximum de
l’erreur de l’estimation alors que l’estimation de Kalman est celle qui minimise en

2. L’espace de Hardy est l’ensemble des matrices de fonctions qui sont analytiques dont les
valeurs singulières ont une valeur réelle positive et bornées dans le disque unité.
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moyenne l’erreur d’estimation. En d’autres termes, l’estimation H∞ correspond à
la meilleure des estimations possibles. Cette dernière est obtenue suite à une op-
timisation minimax d’un critère de performance. Elle revient à imposer une borne
supérieure sur l’énergie de l’erreur d’estimation.
Plusieurs formulations pour le problème de l’estimation H∞ existent dans la litté-
rature. L’approche basée sur les techniques de représentations polynomiales des
systèmes a été considérée par Grimble et al. [68, 92, 97]. Ils ont mis en œuvre
un estimateur linéaire valable uniquement lorsque les matrices de fonctions de
transfert sont asymptotiquement stables [98]. L’approche polynomiale conduit à
une équation diophantienne difficile à résoudre lorsque le système a plusieurs en-
trées/sorties [96]. Aussi, elle montre ses limites lorsque le système est à temps
variant. Yaesh et al. [67] et Iglesias et al. [99] décrivent le système dans un modèle
d’état et minimise la norme H∞ de sa fonction de transfert. Cette approche n’est
valable que pour les systèmes à temps invariant.
Pour le cas des systèmes discrets à temps variable, Başar [101] et Yaesh et al. [100]
et Shen [65] proposent un estimateur H∞ optimal. Le cas des systèmes continus
a été traité par Nagpal et al. [94] et Banavar et al. [86]. Dans ces travaux, un lien
entre la théorie des jeux et le problème de l’estimation H∞ a été établi. La théo-
rie des jeux fournit une nouvelle interprétation de l’estimation H∞ et permet de
mettre en œuvre un estimateur pour les systèmes à temps variable. Dans cette ap-
proche, l’estimateur est un joueur, dans un jeu compétitif 3, préparé pour la pire
des stratégies de l’adversaire, ici l’erreur d’initialisation et les bruits du modèle. La
seule hypothèse formulée avec la théorie des jeux est que les bruits sont à énergie
bornée. L’article de Shaked et al. [102] présente un résumé des travaux menés sur
l’estimation H∞ entre les années 80 et 90.
Dans cette thèse, nous présentons l’estimateur H∞ en exploitant la théorie des jeux.
Dans la section suivante, le problème de l’estimation H∞ est formulé comme un jeu
quadratique linéaire.

3.5.2 Théorie des jeux

Imaginons un jeu compétitif entre deux joueurs p1 et p2 qui choisissent res-
pectivement les valeurs v et x appartenant à un ensemble quelconque A. Dans ce
type de jeu, le gain de l’un implique systématiquement la perte de l’autre. Ainsi,
nous définissons une fonction coût f(x, v) permettant d’estimer la perte de l’un des
deux joueurs. Cette fonction coût peut être une erreur quadratique moyenne ou
un rapport d’énergie entre l’erreur d’estimation et les bruits. L’objectif du joueur
p1 est de maximiser la perte du joueur p2 alors que le joueur p2 a pour objectif de
minimiser cette perte. La figure 3.1 illustre le cadre théorique de ce jeu et fournit

3. Un jeu compétitif est un jeu dans lequel il n’existe aucune collaboration entre les joueurs à la
différence d’un jeu collaboratif. Nous distinguons plusieurs exemples de jeu compétitif notamment
les jeux avec des conflits d’intérêts, les jeux de coordination et les jeux de somme nulle. L’estimation
H∞ se définit comme un jeu de somme nulle.
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une approche permettant d’élaborer une stratégie de jeu. Existerait-il une stratégie
optimale pour ce type de jeux ? Von Neumann [103] et Nash [104, 105] formulent
que la stratégie optimale est la solution d’un problème minimax. Ce problème est
défini comme suit :

inf
x

sup
v

f(x, v) = γ∗ (3.33)

sup
v

inf
x

f(x, v) = γ∗ (3.34)

et l’inégalité suivante est toujours valable :

γ∗ 6 γ∗ (3.35)

max min

choisitp1

f(x, v)

v x
p2 choisit

Figure 3.1 – Illustration de la théorie des jeux dans laquelle x ∈ R et v ∈ R. Le joueur p1
cherche à maximiser la fonction coût f tandis que le joueur p2 cherche à minimiser cette
fonction coût. Cette stratégie est optimale s’il existe un point selle sur cette fonction coût.

Ce qui signifie que la borne inférieure d’une fonction est inférieure ou égale à sa
borne supérieure. Soit le couple (x̃, ṽ) ∈ R2 obtenu par une stratégie S adoptée pour
ce jeux. Ce couple est obtenu lorsque le joueur p1 tente de maximiser la fonction
coût et lorsque le joueur p2 minimise quant à lui cette fonction coût. Cette stratégie
est optimale si le couple (x̃, ṽ) est un point-selle 4. Ce point existe si :

f(x, ṽ) 6 f(x̃, ṽ) 6 f(x̃, v) (3.36)

La figure ci-dessous met en évidence le point-selle de la fonction suivante :

f : [−1, 1]× [−1, 1] −→ R

: x× v −→ x2 − v2 (3.37)

Dans cet exemple, le point-selle est (0, 0) comme illustré sur la figure ci-dessous.
Notons que l’existence du point-selle repose sur l’hypothèse de convexité-concavité
de la fonction coût. Cette hypothèse n’est pas toujours valable comme l’illustre

4. Le couple (a,b) de R2 est un point-selle pour la fonction f ∈ R si f atteint son maximum en a
et son minimum en b ou inversement.
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Figure 3.2 – Illustration de l’existence d’un point-selle pour la fonction f(x, v) = x2 − v2. Le
point-selle est (0, 0).

la figure 3.3. Dans ce cas, le joueur p1 élabore une stratégie qui lui permet de
minimiser la pire de ses pertes possibles. Cette stratégie conduit au couple (x̂, v̂) tel
que :

f(x̂, v̂) 6 γopt (3.38)

γopt correspond au minimum des pertes possibles. Si ce dernier coïncide avec la
borne inférieure de l’inégalité alors le point-selle existe. L’estimationH∞, d’un point
de vue de la théorie du compétitif, sera considérée dans la section suivante.

Figure 3.3 – Fonction à deux variables qui ne présente pas de point-selle.

3.5.3 Formulation du problème de l’estimation H∞

Rappelons le système discret linéaire à temps variable suivant défini dans la
section 3.4 :

x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n] (3.39)

y[n] = h[n]x[n] + v[n] (3.40)

pour un nombre d’échantillons n = 1, · · · ,N donné. Les paramètres de ce modèle
sont définis comme suit :

■ x[n] ∈ Rp est la variable d’état du modèle ;

■ F[n] ∈ Rp×p est la matrice de transition ;
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■ h[n] ∈ Rm×p est la matrice de mesure ;

■ y[n] ∈ Rm est le vecteur de la mesure ;

■ v[n] ∈ Rm est le bruit de mesure et w[n] ∈ Rp est le bruit d’état et tous les
deux sont à énergie bornée :

∑∞
n=1 v

2[n] <∞ et
∑∞
n=1w

2[n] <∞.

Avec l’estimateur H∞, il est possible d’estimer une grandeur z[n] ∈ Rq qui est une
fonction linéaire de la variable d’état telle que :

z[n] = C[n]x[n] (3.41)

dans laquelle C[n] ∈ Rq×p est une matrice qui permet de faire une combinaison
linéaire de la variable d’état x[n]. Dans cette thèse, nous supposons que C[n] = h[n].
Cela implique que nous nous intéressons à estimer le signal non bruité.
Soit ẑ[n] l’estimation de z[n] connaissant les mesures y[1],y[2], · · · ,y[n − 1]. Nous
posons x̂[1] l’estimé de la variable d’état x[1] et P[1] = E{(x[1] − x̂[1])(x[1] − x̂[1])T } la
matrice de covariance de l’erreur d’initialisation. Soit J un opérateur de transfert
qui décrit le passage des bruits (v et w) et de l’erreur d’initialisation (x[1] − x̂[1]) à
l’erreur d’estimation (z[n] − ẑ[n]) comme indiqué sur la figure 3.4 ci-après.

P−1/2[1](x[1] −x̂[1])

Q−1/2{w[n]}Nn=1

R−1/2{v[n]}Nn=1

{ẑ[n]−C[n]x[n]}Nn=1
J

Figure 3.4 – Opérateur de transfert décrivant le passage des bruits du modèle et de l’erreur
d’initialisation à l’erreur d’estimation.

Le problème de l’estimation H∞ est défini par Hassibi et Kailath [106] comme
ci-dessous.

Problème de l’estimation H∞ : Connaissant les mesures (y[1],y[2], · · · ,y[n− 1]),
trouver une estimation ẑ[n] qui minimise ‖J‖∞. Ce minimum n’étant pas toujours
atteint, le problème revient à trouver une estimation ẑ[n] parmi toutes les z[n] pos-
sibles qui garantit :

‖J‖∞ 6
1

γ
(3.42)

γ ∈ R+ définit ici le niveau d’atténuation de l’énergie de l’erreur d’estimation par
rapport à celle de l’erreur d’initialisation et des bruits. Ce critère assure une énergie
minimale pour la pire amplification possible des bruits et de l’erreur d’initialisa-
tion.
La solution à ce problème d’estimation peut être obtenue en écrivant le critère (3.42)
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sous forme d’une fonction perte d’un jeu compétitif. Dans ce jeu, l’estimation ẑ joue
contre les bruits w et v et l’état initial x[1] et la fonction perte est définie par :

J =
−1

γ
‖x[1] − x̂[1]‖2P[1]−1 +

N∑

n=1

[

‖z[n] − ẑ[n]‖2 −
1

γ

(

‖w[n]‖2Q[n]−1 + ‖v[n]‖2R[n]−1

)

]

(3.43)
La minimisation de cette fonction perte revient à la recherche d’un point-selle
(ẑ∗, x∗[1],w∗, v∗) tel que :

J(ẑ, x
∗[1],w∗, v∗) 6 J(ẑ∗, x∗[1],w∗, v∗) 6 J(ẑ∗, x[1],w, v) (3.44)

avec ẑ∗, x∗[1],w∗, v∗ les valeurs obtenues suite à une stratégie optimale. Nous nous
retrouvons ici dans un jeu multi-joueurs : 1 joueur (ẑ) contre 3 joueurs (x̂[1],w, v).
Rappelons que dans ce jeu, aucune coopération n’existe entre les joueurs. Cela
signifie qu’un joueur donné n’a aucune idée sur la stratégie élaboré par les autres.
Le joueur ẑ se place dans le pire des scénarios possibles. C’est-à-dire celui dans
lequel les trois joueurs vont maximiser la fonction perte. Ainsi, la stratégie optimale
mise en œuvre par le joueur ẑ, comme cela a été mentionnée plus haut, est solution
du problème minimax ci-dessous :

J∗ = min
ẑ[n]

max
(v[n],w[n],x[1])

J(ẑ, x[1],w, v) (3.45)

Ce problème minimax se traduit littéralement comme suit :

Déterminer l’estimation ẑ qui minimise le maximum de la fonction perte J peu importe
l’initialisation x̂[1] et les bruits w, v. En d’autres termes, nous minimisons la pire des er-
reurs possibles.

La solution de l’estimation H∞ dans sa formulation en terme de jeu compétitif
est obtenue grâce à une optimisation. Un tel problème d’optimisation peut être
obtenue par diverses méthodes, telles que la programmation dynamique utilisée
par Speyer et al. [107] et Başar et al. [108] ou le multiplicateur de Lagrange exploité
par Banavar et al. pour le cas continu [86] et par Shen et al. pour le cas discret
[65, 95]. Dans cette thèse, nous suggérons d’exploiter les résultats obtenus par la
méthode du multiplicateur de Lagrange. En effet, cette méthode nous paraît plus
facile d’accès et est la plus répandue dans la théorie de l’optimisation.

Afin de résoudre ce problème d’optimisation, nous considérons la fonction J

écrite sous la forme ci-dessous :

J = ψ(x[1]) +

N∑

n=1

L[n] (3.46)

avec ψ une fonction connue de x[1] et L[n] une fonction connue dépendant de z[n],
w[n] et v[n].
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Étant que la fonction J doit être optimisée sachant que x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n],
nous l’écrivons comme :

J = ψ(x[1]) +

N∑

n=1

[

L[n] +
2λ[n+ 1]T

γ
(F[n]x[n] +w[n] − x[n+ 1])

]

(3.47)

où 2λ[n+1]T

γ est le ’multiplicateur variable de Lagrange’.
L’optimisation de J par rapport à (x[1], w[n], ẑ[n], v[n]) revient à optimiser J par
rapport à (x[1], w[n], ẑ[n], y[n]). Pour cela, il suffit de mettre à zéro la dérivée de J
par rapport à ces variables comme décrit ci-dessous :






∂J

∂λ[n]
= 0

∂J

∂x[1]
= 0

∂J

∂w[n]
= 0

∂J

∂y[n]
= 0

∂J

∂ẑ[n]
= 0

(3.48)

La solution de l’estimation H∞ en résolvant le systèmes d’équation 3.48 est
donnée par le théorème suivant.

Théorème [65] : Soit γ ∈ R+ un niveau d’atténuation de l’énergie de l’erreur
d’estimation par rapport à celle de l’erreur d’initialisation et des bruits. Alors, il
existe une estimation H∞ de z[n] notée ẑ[n] ssi il existe une matrice stable P[n]

définie symétrique positive solution de l’équation discrète de Riccati suivante :

P[n+ 1] = F[n]P[n]
(

I− γhT [n]h[n]P[n] +hT [n]R−1[n]h[n]P[n]
)−1

FT [n] +Q[n] (3.49)

Dans ce cas, l’estimation H∞ est donnée par :

ẑ[n+ 1] = h[n+ 1]x̂[n+ 1], n = 1, 2, · · · ,N− 1 (3.50)

avec
x̂[n+ 1] = F[n]x̂[n] +g∞[n] (y[n] −h[n]x̂[n]) (3.51)

g∞ est le gain de l’estimation H∞ donné par :

g∞[n] = F[n]P[n]
(

I− γhT [n]h[n]P[n] +hT [n]R−1[n]h[n]P[n]
)−1

hT [n]R−1[n] (3.52)

La synthèse de l’estimation H∞ pour le système dynamique 3.39 et 3.40 est présen-
tée par l’algorithme ci-après.

A partir du théorème précédent, nous pouvons déduire le corollaire suivant qui
assure que ẑ[n] est bien la solution de l’estimation H∞.
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Algorithm 3: Algorithme de l’estimation H∞

Initialization of x̂[1] and P[1];
Choisir R, Q and γ;
for n=1 to N-1 do

Z[n] =
(

I− γhT [n]h[n]P[n] +hT [n]R−1h[n]P[n]
)−1

;

g∞[n] = F[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1;
x̂[n+ 1] = F[n]x̂[n] +g∞[n] (y[n] −h[n]x̂[n]);
ẑ[n+ 1] = h[n+ 1]x̂[n+ 1];
P[n+ 1] = F[n]P[n]Z[n]FT [n] +Q;

Corollaire : ẑ[n] est la solution de l’estimation H∞ ssi la condition suivante est
satisfaite :

P−1[n] − γhT [n]h[n] +hT [n]R−1[n]h[n] > 0 (3.53)

Ce corollaire sera utilisé dans la suite de cette thèse pour le choix de γ. La démons-
tration (ou preuve) complète de la solution de l’estimation H∞ est présentée dans
l’annexe B.

3.5.4 Réglage des paramètres de l’estimateur H∞

Dans ce chapitre, deux méthodes d’estimation de la variable d’état ont été pro-
posées. La première minimise l’erreur quadratique moyenne. C’est l’estimation ré-
cursif de Kalman. Quant à la deuxième, elle minimise le maximum de l’erreur
d’estimation. C’est l’estimation H∞. La solution à ces problèmes d’estimation est
donnée par des équations récursives qui dépendent de paramètres de réglage (R,Q
et γ). Comme dans toutes les méthodes paramétriques, notamment celle de l’es-
timation de Kalman, ces paramètres ont un impact direct sur la qualité de l’esti-
mation. En ce qui concerne l’estimation de Kalman, ce sont R et Q les paramètres
de réglages. Dans la formulation de l’estimation de Kalman, ces paramètres re-
présentent respectivement la matrice de covariance du bruit de mesure et celle du
bruit d’état. En pratique, ils ne sont connus que de manière très approximative. Un
choix erroné de ces paramètres peut conduire à une estimation sous-optimale. D’ou
la nécessité de les estimer de manière adaptative ou récursive. Plusieurs approches
ont été proposées dans la littérature pour leur estimation. Nous en distinguons
quatre : les techniques bayésiennes [109, 110], les techniques de maximum de vrai-
semblance [111, 112], les techniques d’équivalence de covariance [113, 114] et les
techniques de corrélation [115–118]. Les deux premières techniques, bayésiennes
et maximum de vraisemblance, sont souvent décriées à cause du temps de calcul
énorme qu’elles nécessitent. Quant à la technique d’équivalence de covariance, elle
fournit des estimations biaisées. La dernière est la plus populaire dans la littéra-
ture de l’estimation des matrices de covariance. Elle a été initialement proposée par
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Mehra [115,116] puis repris par d’autres auteurs [117,118]. Elle exploite les proprié-
tés du signal d’innovation lorsque l’estimation est optimale. Ces propriétés ont été
introduites par Thomas T. Kailath en 1968 [119] sous forme de deux théorèmes
résumés ci-dessous :

1. Le signal d’innovation α[n] = y[n] − h[n]x̂[n|n − 1] est statistiquement indé-
pendant du signal mesuré ;

2. Le signal d’innovation est un bruit blanc Gaussien ayant la même covariance
que le bruit de mesure v[n].

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle n’est pas valable lorsque le bruit de
mesure n’est pas blanc et Gaussien. En plus de cela, la technique de corrélation
peut conduire à une matrice de covariance négative. Cette limitation a été surmon-
tée par B.J. Odelson [120, 121] par une technique d’optimisation sous contrainte.
Cette approche, basée sur l’innovation n’a été appliquée qu’à un modèle à temps-
invariant. Dans les applications qui nous intéressent dans cette thèse, le modèle est
à temps-variant et le bruit de mesure n’est pas forcement un BBG.
Dans l’approche H∞, R et Q sont des matrices de pondérations respectivement de
l’énergie du bruit de mesure et du bruit d’état. Elles représentent la covariance des
bruits lorsque cette dernière est parfaitement connue. Autrement, elles sont choi-
sies tout en garantissant des critères de stabilité de l’estimation H∞. Nous discutons
du choix de γ et de R dans les deux sections suivantes.

3.5.4.1 Réglage de γ

D’après le corollaire de la section précédente, l’estimation H∞ ẑ[n] existe ssi la
matrice :

Λ[n,γ] = P−1[n] − γhT [n]h[n] +hT [n]R−1[n]h[n] (3.54)

est symétrique définie positive (sdp). Cette condition est vérifiée ssi les valeurs
propres de Λ[n] sont réelles et strictement positives. En d’autres termes, il suffit
que :

Λ[n,γ] = P−1[n] +hT [n]
(

R−1[n] − γ[n]
)

h[n] (3.55)

soit sdp. Nous supposons dans la suite de ce manuscrit que les paramètres γ et R
sont constants. Dans ce cas la matrice Λ[n,γ] est sdp si, et seulement si :

γ[n] 6 R−1[n] (3.56)

= µR−1[n] (3.57)

avec µ un coefficient tel que 0 6 µ 6 1.
Lorsque µ = 0, l’estimation H∞ est équivalente à l’estimation de Kalman. Nous
disons que le problème de l’estimation n’est pas contraint. Par ailleurs, il faut noter
que la qualité de l’estimation H∞ est proportionnelle à µ. Cependant, si µ = 1 nous
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risquons une instabilité numérique pour l’inversion de la matrice P. C’est pour
cette raison que nous proposons de choisir µ tel que 0 < µ < 1.

Nous présentons dans la section qui suit une approche pour choisir R de ma-
nière adaptative.

3.5.4.2 Réglage de R

En ce qui concerne le réglage de R pour l’estimation H∞, nous proposons d’ex-
ploiter les équations que nous obtenons lors de la résolution du système 3.48. Cer-
taines de ces équations se trouvent à l’annexe B de ce manuscrit.

Nous rappelons que le problème de l’estimation H∞ a été formulé comme un
problème minimax et exprimé par l’équation suivante :

J∗ = min
ẑ[n]

max
(v[n],w[n],x[1])

J(ẑ, x[1],w, v) (3.58)

La maximisation de J par rapport au bruit de mesure v revient à sa maximisation
par rapport à la mesure y. Cette dernière maximise J ssi :

∂2J

∂y[n]2
=
2

γ
(R[n]−1h[n]P[n]Z[n]h[n]TR[n]−1 − R[n]−1) < 0 (3.59)

La dérivée seconde de J est obtenue après plusieurs simplifications qui se re-
trouvent à l’annexe B de ce document. L’inégalité 3.59 est satisfaite ssi (R[n] −

h[n]P[n]Z[n]h[n]T ) est définie positive. Ainsi, à chaque itération il faut vérifier que :

R[n] > h[n]P[n]Z[n]h[n]T (3.60)

Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, nous suggérons de choisir R tel que :

R[n] = βh[n]P[n]Z[n]h[n]T (3.61)

avec β > 1.
L’algorithme adaptatif que nous proposons dans cette thèse pour l’estimation H∞

est présenté par les équations récursives ci-après (Algorithm 4).
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Algorithm 4: Algorithme adaptatif de l’estimation H∞.

Initialisation de x[1] et P[1];
Choisir R[1], Q, µ < 1 et β > 1 ;
for n=1 to N-1 do

γ[n] = µR−1[n];

Z[n] =
(

I− γ[n]hT [n]h[n]P[n] +hT [n]R−1[n]h[n]P[n]
)−1

;

if R[n] < h[n]P[n]Z[n]h[n]T then
R[n] = βh[n]P[n]Z[n]h[n]T ;

g∞[n] = F[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n];
x̂[n+ 1] = F[n]x̂[n] +g∞[n] (y[n] −h[n]x̂[n]);
ẑ[n+ 1] = h[n+ 1]x̂[n+ 1];
P[n+ 1] = F[n]P[n]Z[n]FT [n] +Q;

Remarque : Si R et Q représentent respectivement la variance du bruit de mesure
v et du bruit d’état w et que γ −→ 0, alors l’estimation H∞ est équivalente à celle
de Kalman.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé différentes méthodes d’estimation de para-
mètres d’un signal entaché de bruit de mesure. D’abord, les méthodes d’estimation
basées sur une approche des moindres carrés ont été introduites dont l’estima-
teur de Kalman. L’estimateur de Kalman exploite un modèle d’état du signal et
repose sur une minimisation de la matrice de covariance de l’erreur d’estimation.
L’estimation ainsi obtenue est optimale au sens des moindres carrés et représente
la meilleure estimation linéaire non biaisée. L’optimalité de cette estimation n’est
valable que lorsque (i) le modèle est parfaitement connu, (ii) les bruits du mo-
dèle d’état sont blancs Gaussiens et (iii) la matrice de covariance de ces bruits est
connue. En pratique, ces conditions ne sont pas toujours satisfaites. Dans ces situa-
tions, la théorie de l’estimateur de Kalman n’est plus valable. C’est dans ce contexte
que nous avons proposé l’estimateur H∞. Elle repose sur une minimisation du
maximum de l’erreur d’estimation peu importe le niveau d’énergie des bruits du
modèle et de celle de l’erreur d’initialisation. L’approche H∞ ne requiert aucune
connaissance ni sur les matrices de covariance des bruits du modèle d’état, ni sur
leur distribution statistique. Dans la section correspondante, nous avons présenté
le développement théorique permettant de mieux appréhender l’estimation H∞.
Nous avons également suggéré une amélioration de l’estimation H∞ qui consiste
à déterminer pour chaque échantillon du signal les valeurs des paramètres γ et
R permettant de satisfaire les équations résultant de l’optimisation minimax. D’une
part, ceci permet d’améliorer nettement la qualité de l’estimation lorsque le modèle
est connu avec incertitude et que les bruits du modèle sont colorés. D’autre part,
cela permet d’éviter un choix par tâtonnement de ces paramètres lorsqu’il s’agit
d’analyser des signaux réels.

Dans le chapitre suivant, nous présentons deux signaux synthétiques pour éva-
luer la performance de l’estimateur H∞ et celui de Kalman. Le premier signal nous
permettra d’analyser le comportement des deux estimateurs lorsque la dynamique
du modèle est connue avec incertitudes. Quant au deuxième signal, il est exploité
afin d’évaluer la performance l’estimateur H∞ lorsque celui-ci est combiné avec une
modélisation de l’enveloppe des harmoniques dynamiques par la base canonique
orthogonale.
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CHAPITRE 4

Estimateur H∞ – Analyse et performance

Dans ce chapitre, nous validons les différentes approches d’estimations propo-
sées dans les précédents chapitres. Pour cela, nous proposons l’analyse de

deux signaux synthétiques. Le premier décrit la vibration d’un système masse-
ressort-amortisseur en régime stationnaire. Il servira à comparer l’estimation H∞

et l’estimation de Kalman sans faire d’hypothèses sur les matrices dynamiques
du modèle d’état. Les matrices dynamiques, dont il est question ici, sont définies
à partir de l’équation différentielle du système. Le deuxième signal représente la
vibration d’un réducteur à engrenage fonctionnant en régime variable. Celui-ci per-
mettra d’évaluer les approches proposées dans le chapitre 2 pour décrire le signal
de vibration dans l’espace d’état. Ces dernières permettent de décrire la dynamique
d’évolution du signal vibratoire lorsque celle-ci est inconnue.
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4.1. Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

4.1 Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

Considérons un système dynamique modélisé par des éléments mécaniques élé-
mentaires, masse, ressort, amortisseur, comme schématisé sur la figure 4.1.
Nous supposons que ce système, soumis à une excitation u(t), génère un déplace-
ment d(t). L’équation du mouvement de ce système, bien connue, s’écrit grâce au
principe fondamental de la dynamique comme :

d̈(t) + 2ξωnḋ(t) +ω
2
nd(t) = u(t) (4.1)

avec

■ ωn =

√

k
m la pulsation naturelle du système ;

■ ξ = c/(2mωn) le facteur d’amortissement.

Figure 4.1 – Système masse-ressort-amortisseur : m pour la masse, k pour la raideur du
ressort et c pour le coefficient d’amortissement.

En supposant que le système est soumis uniquement à son propre poids dû à la
gravitation, c’est-à-dire u(t) ≈ 0, la réponse de ce système s’exprime par un sinus
amorti d’amplitude maximale A telle que :

d(t) = A exp(−ξωnt)sin(ωn
√

1− ξ2t) (4.2)

Nous mesurons sur ce système la vitesse ḋ(t) entachée d’un bruit de mesure v(t).
Soit y(t) cette mesure exprimée par :

y(t) = ḋ(t) + v(t) (4.3)

À partir de cette mesure, nous souhaitons estimer le déplacement d de la masse.
Pour cela, nous proposons d’utiliser les estimateurs H∞ et de Kalman.
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4.1.1 Modèle d’état du système masse-ressort-amortisseur

A partir de l’équation différentielle 4.1 nous pouvons écrire que :
(

ḋ(t)

d̈(t)

)

=

(

0 1

−ω2n −2ξωn

)(

d(t)

ḋ(t)

)

+

(

0

1

)

u(t) (4.4)

Le passage du modèle continu au modèle discret se fait grâce à une discrétisa-
tion de l’équation 4.1 Nous suggérons une discrétisation de la variable d par une
différence finie arrière. La discrétisation de la vitesse et de l’accélération donne
ceci :

ḋ(t)  
d[n] − d[n− 1]

Te
(4.5)

d̈(t)  
d[n+ 1] − 2d[n] + d[n− 1]

T2e
(4.6)

avec Te la période d’échantillonnage. À partir de là, nous retrouvons le modèle
d’état discret du système masse-ressort-amortisseur comme ci-dessous :

(

d[n]

d[n+ 1]

)

=

(

0 1

α β

)(

d[n− 1]

d[n]

)

+

(

0

T2e

)

u[n] (4.7)

y[n] = fe

(

−1 1
)

(

d[n− 1]

d[n]

)

+ v[n] (4.8)

Ce dernier s’écrit de manière symbolique comme :

x[n+ 1] = Fx[n] +Bu[n] (4.9)

y[n] = hx[n] + v[n] (4.10)

avec

■ x[n] =
(

d[n− 1] d[n]
)T

est le vecteur d’état discret ;

■ F =

(

0 1

α β

)

est la matrice d’état du modèle discret sachant que α = −1+

2Teξωn, β = 1−α− (Teωn)
2 ;

■ B =
(

0 T2e

)T
un vecteur de pondération du bruit d’état.

Nous rappelons que R = E{v[n]vT [n]} est la variance du bruit de mesure. Quant à la
variance pondérée du bruit d’état elle est évaluée de la manière suivante :

Q = E{Bu[n]uT [n]BT }

= BE{u[n]uT [n]}BT

= BqBT (4.11)

avec q = E{u[n]uT [n]} est la variance du bruit u.

61



4.1. Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

4.1.2 Génération du signal de vibration

Le signal de mesure y présenté dans cette section est généré avec N = 2000

échantillons, Te = 0.01 s la période d’échantillonnage, ξ = 0.0255, wn = 15.708 rad/s
et fn = 2.5 Hz.
Nous souhaitons évaluer l’impact sur les estimateurs d’une coloration du bruit de
mesure et d’une incertitude sur la matrice d’état.

Le signal est généré selon le modèle de la figure 4.2 où nous retrouvons la
fonction de transfert B qui permet de faire la synthèse d’un bruit coloré v. Ce bruit
obtenu à partir d’un bruit blanc Gaussien n est de nature haute fréquence. Dans le
cadre des machines tournantes Il peut être caractéristique des phénomènes haute
fréquence générés par les engrenages et les roulements.
La fonction de transfert B est définie par l’expression ci-dessous :

B(z) =
1− 0.2× z−1

1+ z−1 + z−2
(4.12)

dans laquelle z est un nombre complexe qui fait référence à la variable de la trans-
formée en Z. La réponse fréquentielle de cette fonction de transfert est affichée sur

 

n(z) y(z) v(z) 
d(z) 

B(z) 
Figure 4.2 – Modèle de génération du signal de mesure.

la figure 4.3 ci-dessous. Elle montre bien une bande passante en haute fréquence.
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Figure 4.3 – Spectre du bruit coloré v.
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Nous proposons dans cette simulation d’estimer le signal de déplacement à
partir du modèle d’état décrit par les équations 4.7 et 4.8 en utilisant l’estimateur
H∞ et l’estimateur de Kalman. Trois situations seront analysées dans ce premier
exemple :

1. Le signal de vitesse est entaché d’un BBG de RSBe=−5 dB ;

2. Le signal de vitesse est entaché d’un BC de RSBe=−5 dB ;

3. Le modèle décrivant la dynamique du signal de vitesse est connu avec une
incertitude. Nous supposons ici que l’erreur commise est de 2% sur la valeur
de α. Cette dernière se traduit par un déphasage entre le signal mesuré et le
signal modélisé dans l’espace d’état. Par ailleurs, l’incertitude sur α se traduit
par une modification de la fréquence centrale de chacun des estimateurs. À
partir de l’expression de α définie plus haut, la valeur de la fréquence centrale
passe à 2.44 Hz alors que la fréquence d’intérêt est de 2.5 Hz.

Pour des raisons de simplicité, nous notons dans la suite de cette section ysim,1,
ysim,2 et ysim,3 les signaux correspondants respectivement aux situations 1, 2 et 3.
Les paramètres utilisés pour générer les signaux et construire le modèle d’état sont
décrits dans le tableau 4.1 ci-dessous.

ysim,1 ysim,2 ysim,3

α −0.9920 −0.9920 −1.012
v BBG BC BC

Tableau 4.1 – Signaux générés : ysim,1 signal de référence, ysim,2 avec coloration du bruit
v et ysim,3 avec coloration du bruit v et perturbation du paramètre α de la matrice F. Le
RSB est de −5 dB.

La figure 4.4 représente les signaux synthétiques générés pour cet exemple. Le
signal ysim,3 n’est pas affiché sur cette figure car il est identique au signal ysim,2

en terme d’expression analytique. Cependant, ils diffèrent au niveau de leur re-
présentation dans l’espace d’état. C’est pour cette raison que nous avons désigné
expressément par ysim,3 le signal de vitesse lorsque la matrice dynamique F est
connue avec incertitude.
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(b) Spectre d’amplitude du signal de vitesse

0 5 10 15

Temps [s]

-20

-10

0

10

20

A
m

p
li

tu
d
e 

[m
/s

]

(c) yI : signal de vitesse noyé dans un BBG
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(d) Spectre d’amplitude de yI
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(e) yII : signal de vitesse noyé dans un BC
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Figure 4.4 – Signal synthétique généré avec un RSBe de −5 dB.
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4.1. Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

4.1.3 Résultats et discussions

4.1.3.1 Évaluation qualitative

Les deux estimateurs ont été mis en œuvre pour l’estimation du signal de dépla-
cement dans les trois situations décrites plus haut. Les paramètres d’initialisation
et de réglage de ces estimateurs ont été choisis arbitrairement et sont présentés
dans le tableau 4.2 ci-dessous. La valeur exacte de R lorsque le bruit est un BBG ou
un BC est de 24.

R q γ0 µ β x[1] P[1]

BBG
10−1 10−4 µR−1 0.95 1.01 O2×1 I2×2BC

Tableau 4.2 – Paramètres d’initialisation et de réglage des estimateurs.

Il est important de notifier que les estimations H∞ dans cette section ont été
obtenues grâce à l’algorithme 4 présenté au chapitre 3 à la section 3.5.4. Cet algo-
rithme permet de fixer γ et R.

La figure 4.5 représente l’estimation H∞ et celle de Kalman du signal de dépla-
cement d et également leur spectre d’amplitude lorsque y = ysim,1.
La représentation temporelle de ces deux estimations (figure 4.5 (a,b,c)) montre que
l’estimation de Kalman génère une erreur qui s’amplifie avec le nombre d’échan-
tillons. En effet, nous observons une surestimation du déplacement d. Quant à
l’estimation H∞, elle présente une erreur beaucoup plus importante sur la pre-
mière période du signal. Cependant, elle reste plus proche du signal original peu
importe le nombre d’échantillons.

Dans le domaine fréquentiel (figure 4.5 (d)), nous observons que l’estimateur
de Kalman atténue faiblement le bruit additif et a une large bande passante. Par
conséquent, il est moins sélectif. Pour ce qui est de l’estimateur H∞, il a une bande
passante plus étroite. Ce qui lui permet d’être plus sélectif et de mieux atténuer le
bruit additif que l’estimateur de Kalman.

À l’observation des résultats fournis on peut lister quelques uns des avantages
et inconvénients quant à la largeur de la bande passante des estimateurs :

■ Lorsqu’un estimateur a une bande étroite, il offre la possibilité d’extraire deux
composantes ayant des fréquences proches l’une de l’autre. Ces composantes
dont il est question sont des signaux qui portent peu d’informations. Nous en-
tendons par là des signaux confinés dans une bande de fréquence très étroite.
Un autre avantage de ce type d’estimateur est qu’il évite l’infiltration de com-
posantes non désirées ;

■ D’un autre côté, un estimateur à bande large permet d’extraire des signaux
appelés à large bande ou des signaux riches en informations. Ces types de
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4.1. Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

signaux sont caractéristiques de la vibration des organes tournantes ; notam-
ment les engrenages et les roulements. Il en résulte donc que un tel estimateur
a l’inconvénient d’atténuer faiblement les signaux qui ne sont pas d’intérêts.

La figure 4.6 affiche l’estimation fournie par l’estimateur de Kalman et l’estima-
teur H∞ lorsque y = ysim,2. Nous observons que l’estimateur de Kalman est plus
proche du signal original que précédemment. Par contre au niveau fréquentiel, les
deux estimateurs ont le même comportement lorsque le bruit est blanc, Gaussien
et centré.

La figure 4.7 présente l’estimation fournie par l’estimateur de Kalman et l’esti-
mateur H∞ lorsque y = ysim,3. Dans le domaine temporel (figure 4.7 (a), (b), (c)),
nous observons un déphasage entre les estimations et la courbe originale.
Cependant, l’estimation H∞ est plus proche de la courbe originale que l’estimation
de Kalman. En effet, l’estimation de Kalman est quasiment en opposition de phase
par rapport à la courbe originale.
Sur le spectre d’amplitude des estimations ( figure 4.7 (d) ), nous remarquons que
l’estimation H∞ est plus proche de l’amplitude du pic d’intérêt localisé à la fré-
quence 2.5 Hz que l’estimation de Kalman. Par conséquent, l’estimateur H∞ est
moins sensible (ou plus robuste) aux incertitudes sur le modèle d’état. Cependant,
en étant moins sensible à l’incertitude sur le modèle, l’estimateur H∞ atténue moins
efficacement le bruit additif.

Cette analyse ne fait qu’appuyer les travaux de G. Zames. Il présente en 1981 [87]
une analyse de la sensibilité des estimateurs Wiener–Hopf–Kalman. Et ce, dans le
cadre de l’estimation d’une commande optimale lorsqu’il existe une incertitude 1)
sur les paramètres du modèle d’état (ou Plant Uncertainties) et 2) sur la nature des
bruits du modèle d’état (ou Model Disturbances). Il est sans doute l’un des premiers
auteurs à introduire une optimisation H∞ dans la théorie de l’estimation de la com-
mande optimale. Cependant, très peu de travaux ont été menés en ce qui concerne
l’influence des paramètres R et q sur la qualité des estimations H∞ et Kalman. Nous
restituons dans ce qui suit les résultats obtenus pour différentes valeurs de R et q.

4.1.3.2 Évaluation quantitative

En terme d’évaluation quantitative, nous avons comparé les RSBs fournis par les
deux estimateurs lorsque R et q prennent les valeurs respectives {10−4, 10−3, 10−1, 101.5}.
La valeur 101.5 correspond à la variance du signal bruité. Nous supposons dans
cette investigation que R < 101.5 et q < 101.5. Le tableau 4.3 contient les RSBs ob-
tenus après 200 simulations monte-carlo pour chaque couple (R,q) et ce lorsque
y = ysim,1, y = ysim,2 et y = ysim,3. Le tableau affiche beaucoup de valeur de RSBs
inférieur au RSBe. Avec Kalman, nous avons 10 valeurs sur 25 de (R,q) pour les-
quelles le RSBs est inférieur au RSBe. Cependant, avec l’estimateur H∞, nous avons
approximativement 6 valeurs sur 25 où le RSBs est inférieur au RSBe.
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Figure 4.5 – Estimation du signal de déplacement par l’estimateur H∞ et Kalman à partir
du signal y = ysim,1.
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Figure 4.6 – Estimation du signal de déplacement par l’estimateur H∞ et Kalman à partir
du signal y = ysim,2.
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Figure 4.7 – Estimation du signal de déplacement par l’estimateur H∞ et Kalman à partir
du signal y = ysim,3.
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4.1. Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

Le H∞ permet d’accroitre en moyenne la qualité de l’estimation d’au moins 5 dB
le RSBs par rapport à Kalman. Cet écart se creuse (> 8 dB) lorsque le bruit est
coloré. En revanche, l’incertitude sur la matrice d’état affecte fortement les estima-
teurs mais est mieux encaissée avec le H∞. Le tableau montre également qu’il peut
être recommandé de choisir le couple q, R tel quel q/R > 1 pour garantir un RSBs
supérieur au RSBe.

70



ysim,1 ysim,2 ysim,3
❍❍❍❍❍❍❍q

R
10−4 10−3 10−2 10−1 101.5 10−4 10−3 10−2 10−1 101.5 10−4 10−3 10−2 10−1 101.5

K
al

m
an

10−4 −4.62 0.10 5.58 12.08 25.47 −2.70 5.12 13.35 21.36 35.25 −3.03 2.53 0.73 −0.31 −0.43
10−3 −7.43 −4.63 0.09 5.49 23.78 −7.06 −2.68 5.13 13.11 33.96 −7.21 −3.02 2.56 0.73 −0.41
10−2 −8.21 −7.47 −4.63 0.07 16.29 −7.96 −7.06 −2.71 5.15 25.85 −8.12 −7.19 −3.02 2.55 −0.37
10−1 −8.37 −8.20 −7.46 −4.63 8.58 −8.08 −7.98 −7.03 −2.73 17.29 −8.22 −8.12 −7.22 −3.03 −0.11
101.5 −8.37 −8.37 −8.37 −8.30 −4.62 −8.06 −8.08 −8.08 −8.05 −2.70 −8.25 −8.26 −8.26 −8.20 −3.02

1
25

∑5
i,j RSBs

Kalman[i, j] −0.25 3.39 −3.47

H
∞

10−4 9.15 15.15 15.69 18.47 18.16 18.06 27.14 29.20 28.72 26.94 1.98 1.32 0.88 1.72 3.11
10−3 1.46 8.95 14.71 17.76 18.11 7.31 17.89 26.41 28.56 26.70 0.21 1.99 1.54 1.72 3.11
10−2 −3.91 1.29 8.04 12.48 17.92 −1.51 7.13 16.60 21.93 26.65 −5.80 0.19 1.99 1.84 3.09
10−1 −6.41 −4.01 0.49 3.97 12.55 −5.57 −1.75 5.82 11.11 21.80 −8.27 5.85 −0.07 2.05 3.01
101.5 −8.09 −8.11 −8.11 −8.12 −7.17 −8.06 −8.12 −8.11 −8.13 −6.76 −8.28 −8.29 −8.31 8.29 −8.30

1
25

∑5
i,j RSBs

H∞ [i, j] 5.62 12.00 −1.26
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4.1. Exemple 1 : signal de déplacement d’un système dynamique

4.1.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté un exemple didactique afin d’évaluer
la performance des deux estimateurs, celui de Kalman et celui reposant sur une
approche H∞. Nous retenons que :

■ l’estimateur H∞ proposé dans cette thèse fournit globalement de meilleures
performances que l’estimateur de Kalman quelque soit la nature statistique
du bruit de mesure ;

■ L’estimateur H∞ est moins sensible aux incertitudes de modèle que l’estima-
teur de Kalman ;

■ L’estimateur H∞ est aussi très sélectif en terme de bande passante et permet
globalement de mieux atténuer le bruit qui entache le signal d’intérêt ;

■ Lorsque les statistiques du bruit sont choisies arbitrairement, nous remar-
quons que l’estimateur H∞ fournit globalement une estimation de meilleure
qualité contrairement à l’estimateur de Kalman. L’estimateur H∞ fournit un
accroissement de gain moyen par rapport à l’estimateur de Kalman de 5.87
dB, 8.61 dB et 2.21 dB respectivement lorsque y = ysim,1, y = ysim,2 et y =

ysim,3.

Le deuxième exemple que nous présentons dans la section suivante est dédié
à l’analyse d’un signal vibratoire non-stationnaire. Ce signal est caractéristique de
la vibration des réducteurs à engrenage. La dynamique de ce signal étant difficile
à décrire dans l’espace d’état, nous avions suggéré dans le chapitre 2 de projeter
l’enveloppe de chaque composante du signal vibratoire sur la base canonique or-
thogonale fonction des puissances du temps. Cette modélisation est combinée avec
une estimation H∞ des coefficients de la base. Cette approche conduit à ce que
nous avons baptisé ’estimateur BCOH∞’. Cet estimateur est différent de l’estimateur
VK (Vold-Kalman) tant sur la modélisation de l’enveloppe que sur l’estimation de
cette dernière. Le but de cet exemple est d’évaluer la performance des deux outils
VK et BCOH∞ à estimer des composantes d’engrènement modulées en amplitude
et en phase.
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4.2. Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

4.2 Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

La plupart des signaux de vibrations issus de machines tournantes peuvent être
considérés comme la somme de deux contributions ayant des propriétés statistiques
différentes : l’une est déterministe et l’autre est aléatoire. Pour les signaux prove-
nant de réducteurs à engrenages, la contribution déterministe est principalement
dominée par les composantes d’engrènement et celle aléatoire par les composantes
du roulement et du bruit additif. Lorsqu’il s’agit d’établir un diagnostic de certains
organes mécaniques des machines tournantes, par exemple les engrenages et les
roulements, la séparation ou l’estimation de ces deux contributions est d’un intérêt
capital. À notre connaissance, la poursuite d’ordre n’a jamais été exploitée pour
ces types d’applications. Cette nouvelle approche vient combler certaines limita-
tions de la poursuite d’ordre initialement proposée par Vold et al..

Dans cette section, nous proposons d’analyser un signal synthétique non-stationnaire
constitué de composantes d’engrènement, de composantes de roulements et d’un
bruit additif. Dans cette simulation, nous estimons les composantes d’engrènement
avec les deux estimateurs présentés dans les précédents chapitres. Nous rappelons
que ce sont :

1. L’estimateur Vold-Kalman ou VK. Il correspond à l’estimateur de Kalman
lorsqu’il est mis en œuvre à partir du modèle d’état construit avec l’hypothèse
de Vold ;

2. Et l’estimateur BCOH∞. C’est l’estimateur H∞ mis en œuvre à partir du mo-
dèle d’état construit avec une approximation de l’enveloppe par des poly-
nômes de la base canonique orthogonale.

Dans cette section, nous nous intéressons à estimer uniquement la première com-
posante d’engrènement.

Nous rappelons que l’intérêt de l’estimation d’une telle composante, et des
autres composantes d’engrènement par la suite, est double :

■ établir un diagnostic de l’état des engrenages grâce à une démodulation au-
tour de ces composantes ;

■ établir un diagnostic de l’état des roulements à partir d’une analyse du signal
résiduel. Ce signal est obtenu après la suppression des composantes d’engrè-
nement significatives dans le signal mesuré.

Ces deux aspects seront discutés dans le chapitre 5 où nous validons notre ap-
proche avec des signaux expérimentaux.
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4.2. Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

4.2.1 Génération du signal synthétique

Nous considérons le signal synthétique qui modélise la vibration d’un réducteur
à engrenage à deux étages et de paliers de roulement. Ce signal s’écrit sous la forme
suivante :

y[n] = ye[n]
︸ ︷︷ ︸

+ yr[n] + b[n]
︸ ︷︷ ︸

(4.13)

Déterministe Aléatoire

dans laquelle

■ ye représente la contribution de l’engrenage ;

■ yr représente la contribution du roulement ;

■ b représente le bruit additif provenant des autres parties du système (struc-
ture, arbres, capteurs · · · ) ;

■ et n = 1, 2, · · · ,N est le nombre d’échantillons.

Chacun de ces signaux est décrit dans les sous-sections suivantes.

4.2.1.1 Modèle du signal d’engrènement

Le signal d’engrènement présenté dans cet exemple est généré à partir de l’ex-
pression ci-dessous :

ye[n] =

5∑

i=1

ye,i[n] (4.14)

= χ(fr[n])

5∑

i=1

ai[n] cos (oi × θ[n] +ϕi[n]) (4.15)

dans laquelle

■ ye,i représente la ie composante d’engrènement ;

■ ai et ϕi sont respectivement les fonctions de modulation d’amplitude et de
phase de la ie composante ;

■ θ[n] = Te
∑n
k=1 2πfr[k] est la position angulaire de l’arbre tournant à la fré-

quence fr. Te est la période d’échantillonnage et est l’inverse de la fréquence
d’échantillonnage fe = 24 kHz ;

■ χ(fr[n]) est la fréquence de rotation normalisée telle que χ(fr[n]) = fr[n]/max(fr[n]).
Cette fonction modélise la modulation du signal due à la variation de la fré-
quence de rotation ;
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4.2. Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

■ et oi correspond à l’ordre i du signal de vibration. Il prend respectivement les
valeurs suivantes : Z1, 2Z2, 3Z1, ratio×Z2 et 2ratio×Z2.
Z1 est le nombre de dents de la roue tournant à fr et est égal à 27. Quant à
Z2, il est égal à 47 et correspond au nombre de dents de la roue tournant à
ratio× fr avec ratio = Z2/Z1.

Les fonctions de modulations d’amplitude et de phase sont définies par les équa-
tions 4.16 et 4.17 ci-dessous :

ai[n] = 1+

4∑

p=1

α
(i)
p cos

(

λ
(i)
p θ[n]

)

(4.16)

ϕi[n] =

2∑

p=1

β
(i)
p sin

(

λ
(i)
p θ[n]

)

(4.17)

Les coefficients de modulation, α et β, sont compris entre 0 et 1. Ceux choisis pour
la génération du signal synthétique sont présentés dans le tableau 4.4 ci-dessous.

❅
❅
❅❅

i
1 2 3 4 5

α
(i)
1 0.8 0.9 0.8 0.7 0.6
λ
(i)
1 1 1 1 ratio ratio

β
(i)
1 0.28 0.32 0.16 0.12 0.09
α
(i)
2 0.7 0.19 0.16 0.5 0.16
λ
(i)
2 2 2 2 2× ratio 2× ratio

β
(i)
2 0.21 0.24 0.12 0.04 0.03
α
(i)
3 0.6 0.1 0.13 0.39 0.13
λ
(i)
3 3 3 3 3× ratio 3× ratio

α
(i)
4 0.5 0.25 0.4 0.4 0.4
λ
(i)
4 4 4 4 4× ratio 4× ratio

Tableau 4.4 – Coefficients de modulation d’amplitude (α(i)
p ) et de phase (β(i)

p ) et la locali-
sation des bandes latérales dans le domaine des ordres machines (λ(i)p ).

Pour ce qui est de la fréquence de rotation de l’arbre d’entrée, elle est définie
comme suit :

fr[n] = 5+ 25 sin
(

π
(n− 1)

N

)

(4.18)

4.2.1.2 Modèle du signal de roulement

Le signal de vibration du roulement est modélisé comme suit :

yr[n] = χ(fr[n])
∑

i

Ais[n− ⌈Tife⌉] (4.19)
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4.2. Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

■ Ai est l’amplitude de l’impact i. Elle est aléatoire avec une distribution uni-
forme entre 0 et 1 ;

■ Ti est l’instant d’apparition de l’impact i ;

■ s est la réponse impulsionnelle de la structure du roulement ;

■ et ⌈•⌉ représente le symbole de la partie entière.

Étant donné que le signal du roulement n’est pas exactement périodique, par
conséquent, l’instant d’apparition de l’impact est modélisé par une marche aléa-
toire [123]. D’un point de vue mathématique, nous écrivons que Ti+1 − Ti = ∆Ti

avec ∆Ti une variable aléatoire ayant une distribution Gaussienne.
En ce qui concerne la réponse impulsionnelle de la structure du roulement, elle est
modélisée par une sinusoïde qui décroit exponentiellement et s’écrit :

s[n] = e−ζ(n−1)Te sin(2πfres(n− 1)Te) (4.20)

avec fres = 4 kHz la fréquence de résonance de la structure du roulement et ζ = 1200
le facteur d’amortissement de la structure.

4.2.1.3 Modèle du bruit additif

Le bruit additif est généré à partir de la formule ci-dessous :

b[n] = 1+ χ(fr[n])× r(n) (4.21)

dans laquelle r(n) est un BBG. Le bruit b est de moyenne constante 1 et dont
l’énergie est variable et modulée par la fréquence de rotation. Le niveau d’énergie
Eb du bruit b est déterminé en terme de rapport signal sur bruit à l’entrée (noté
RSBe et exprimé en dB) tel que :

Eb =
1

N

N∑

n=1

b2[n] =
1

N

N∑

n=1

(ye[n] + yr[n])
2 × 10

−RSBe
10 (4.22)

Sur la figure 4.8 nous retrouvons (a) la fréquence de rotation, (b) le signal du
roulement, (c) le signal d’engrènement, (d) le bruit additif qui est ici blanc et Gaus-
sien, (e) le signal de vibration complet et (f) la représentation temps-fréquence du
signal complet.
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Figure 4.8 – Signal synthétique généré : (a) fréquence de rotation fr, (b) signal de roule-
ment, (c) signal d’engrènement, (d) bruit additif avec un RSBe = 0 dB, (e) signal de vibration
complet et (f) représentation temps-fréquence du signal complet.
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4.2.2 Résultats et discussions

Les deux estimateurs ont été mis en œuvre pour l’estimation de la première
composante d’engrènement localisée à l’ordre 27 avec une largeur de bande de 8
evts/rev. Ici, nous avons choisi une contrainte de lissage d’ordre 2 et une base cano-
nique orthogonale de degré maximal égal à 2 pour la modélisation de l’enveloppe
de la dite composante. Les paramètres d’initialisation et les paramètres de réglage
de chaque estimateur sont présentés dans le tableau 4.5 ci-dessous.

R q γ0 β x[1] P[1]

VK
1 10−4

0 /
I4×1 I4×4BCOH∞ 0.95R−1 1.01

Tableau 4.5 – Paramètres d’initialisation et de réglage des estimateurs.

En ce qui concerne l’estimation H∞, nous avons utilisé l’algorithme 4 présenté
au chapitre 3 à la section 3.5.4.

Les résultats fournis par les estimateurs VK et BCOH∞ sont affichés sur la figure
4.9. Nous observons que l’estimation VK ( figure 4.9 (a) ) a une dynamique similaire
à celle de la composante 27. Cependant, cette estimation est très bruitée et est
décalée par rapport à la courbe originale. Ce décalage est due au fait que le bruit
simulé n’est pas centré ( son espérance est égale à 1).

D’un autre côté, l’estimation BCOH∞ suit plutôt bien la dynamique de la com-
posante d’intérêt. Par contre, entre 0 et 0.2 s cette estimation est bruitée et corres-
pond à la phase transitoire de l’estimateur BCOH∞. La représentation temporelle
n’est qu’une étape préliminaire à l’appréciation de la qualité des estimations ob-
tenues. La représentation fréquentielle ou dans le domaine des ordres machines
pourrait révéler des informations bien plus pertinentes.

Sur la figure 4.10, nous présentons la densité spectrale de puissance des estima-
tions obtenues. Sur cette dernière nous observons que l’estimateur VK estime aussi
bien la composante localisée à l’ordre 27 que ses modulations. Par ailleurs, nous
remarquons la présence de composantes d’engrènement indésirables. Elles corres-
pondent à l’harmonique de l’ordre 27 et à l’ordre 2ratio×Z2. Comme nous l’avons
vu dans le premier exemple de ce chapitre, l’estimateur VK atténue faiblement le
bruit. Par conséquent, lorsque le bruit contient des composantes déterministes, ces
dernières s’infiltrent dans l’estimation VK.
En ce qui concerne l’estimateur BCOH∞, il estime aussi bien l’ordre 27 que les
bandes latérales. En effet, cet estimateur a une large bande passante et est très
sélectif. En plus de cela, il atténue fortement le bruit indésirable notamment les
composantes déterministes non prises en compte.

Il faut rappeler que l’estimation des bandes latérales autour de la composante
d’engrènement est d’un intérêt crucial. En effet, ces bandes latérales (traduisant
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4.2. Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

une modulation d’amplitude et de phase) portent l’information sur l’état des engre-
nages. En présence d’un défaut sur un engrenage, l’estimateur VK pourrait fournir
un diagnostic erroné de l’état de ce dernier.

D’un autre côté, en éliminant progressivement les composantes d’engrènement
dans le signal brut, nous obtenons un signal résiduel. Grâce au théorème de su-
perposition, nous déduisons que toutes les composantes d’engrènement seront es-
timées avec la même erreur que celle commise avec l’estimation de la première
composante. Ces composantes peuvent se retrouver dans le signal résiduel et ainsi
masquer la contribution du signal de roulement. L’analyse de ce signal, lorsqu’il
contient des composantes d’engrènement, peut conduire à un diagnostic erroné de
l’état du roulement.

En terme d’évaluation quantitative, nous avons comparé les RSBs fournis par
les quatre estimateurs. Le RSBs est calculé comme suit :

RSBs = 10 log 10

( ∑N
n=1 ye,1[n]

2

∑N
n=1(ye,1[n] − ŷe,1[n])

2

)

(4.23)

avec ye,1 la première composante d’engrènement et ŷe,1 son estimation. Après 200

simulations Monte-Carlo, les estimateurs VK et BCOH∞ fournissent respectivement
un RSBs de −2.06 dB et de 4.11 dB.

Cette première simulation montre qu’avec une estimation BCOH∞ de la compo-
sante déterministe, nous obtenons un gain de performance d’environ 6.17 dB par
rapport à l’estimation VK. Ce constat confirme bien les limites de l’estimateur VK
lorsque les bruits du modèle d’état sont colorés par un signal haute fréquence avec
des statistiques inconnues. Cette hypothèse met également en défaut l’hypothèse
de Vold selon laquelle l’enveloppe a une variation lisse.
Dans la section qui suit nous évaluons l’influence des paramètres R et q sur la
performance des estimateurs VK et BCOH∞.
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Figure 4.9 – Représentation temporelle de l’estimation de la 1re composante d’engrène-
ment par l’estimateur (a) VK et (b) BCOH∞.
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Figure 4.10 – Spectre d’amplitude de l’estimation de la 1re composante d’engrènement par
les estimateurs VK et BCOH∞.
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4.2.2.1 Influence des paramètres R et q

Les résultats précédents ont été obtenus avec des valeurs de R et q choisis de
manière arbitraire. Nous analysons ici l’influence de ces paramètres sur la perfor-
mance des estimateurs VK et BCOH∞. Les jeux de paramètres (R, q) choisis pour
mener cette étude sont les suivants : 10−4, 10−3, 10−2, 10−1, 100 et 101.

Pour chaque couple (R,q), 200 simulations Monte-carlo ont été réalisées. Le ta-
bleau 4.6 représente le RSBs obtenu à partir de chacun des estimateurs pour les
différentes valeurs de R et q. Sur ce tableau, nous observons que la performance
de chacun des estimateurs est influencée par le couple (R,q). L’estimation VK est
très sensible à ces paramètres et fournit un RSBs moyen de −9.07 dB. S’agissant de
l’estimateur BCOH∞, il est moins sensible au choix des paramètres R et q et fournit
un RSBs moyen de 4.10 dB. Cela est justifié par le fait que l’approche H∞ permet de
déterminer la valeur de R à partir des équations résultant de l’optimisation minimax
pour chaque échantillon du signal.

❍❍❍❍❍❍❍q

R
10−4 10−3 10−2 10−1 100 101 Estimateur

10−4
−10.61 −9.89 −8.50 −5.95 −2.06 2.59 VK
4.10 4.11 4.11 4.11 4.11 4.12 BCOH∞

10−3
−10.68 −10.61 −9.89 −8.50 −5.95 −2.06 VK
4.11 4.11 4.11 4.11 4.11 4.12 BCOH∞

10−2
−10.65 −10.68 −10.61 −9.89 −8.50 −5.95 VK
4.11 4.11 4.11 4.11 4.11 4.12 BCOH∞

10−1
−10.66 −10.65 −10.68 −10.61 −9.89 −8.50 VK
4.12 4.12 4.12 4.12 4.11 4.12 BCOH∞

100
−10.66 −10.66 −10.65 −10.68 −10.61 −9.89 VK
4.10 4.10 4.10 4.10 4.12 4.12 BCOH∞

101
−10.66 −10.66 −10.66 −10.65 −10.68 −10.61 VK
4.04 4.05 4.05 4.05 4.11 4.13 BCOH∞

Tableau 4.6 – Comparaison des estimateurs Vold-Kalman et BCO-H∞ en terme de RSBs
avec un RSBe = 0 dB.
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4.2. Exemple 2 : signal de vibration non-stationnaire

4.2.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons mené une étude comparative entre les différentes
approches de modélisation du signal vibratoire dans le modèle d’état. Pour cela
nous avons généré un signal vibratoire synthétique non-stationnaire décrivant la
vibration d’un réducteur à engrenage. Ce dernier est composé de deux étages d’en-
grenage et de paliers de roulement. S’agissant du signal vibratoire, il est constitué
de cinq composantes d’engrènement, d’un train d’impulsion généré par la vibra-
tion d’un des paliers et d’un bruit additif.
Pour décrire le signal de vibration dans l’espace d’état, nous avons utilisé les hy-
pothèses suivantes :

■ L’enveloppe de la 1re composante du signal suit une marche aléatoire d’ordre
2. Nous parlons ici d’hypothèse de Vold ;

■ L’enveloppe de la 1recomposante du signal est projetée sur la base canonique
orthogonale fonction des puissances du temps.

Les modèles d’état obtenus avec ces approches ont permis de mettre en œuvre res-
pectivement, ce que nous avons appelé l’estimateur VH∞ et l’estimateur BCOH∞.
Nous avons alors estimé la première composante d’engrènement lorsque les autres
composantes ont été considérées comme faisant partie du bruit de mesure.
Lorsque les paramètres des estimateurs sont choisis de manière arbitraire, l’estima-
teur BCOH∞ présente, globalement, de meilleures performances que l’estimateur
VK. Il permet d’estimer la composante d’intérêt tout en évitant au mieux l’infiltra-
tion des autres composantes d’engrènement.
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons comparé, d’une part les estimations H∞ et Kal-
man et d’autre part les différentes approches de modélisation du signal de vibra-
tion dans l’espace d’état. Nous présentons ci-dessous une synthèse des principaux
résultats obtenus dans ce chapitre :

1. L’estimateur H∞ fournit globalement de meilleures performances que l’esti-
mateur de Kalman peu importe la nature statistique du bruit de mesure ;

2. L’estimateur H∞ présente de meilleures performances en présence d’incerti-
tudes sur le modèle d’état et/ou sur la variance des bruits du modèle ;

3. En ce qui concerne les signaux vibratoires issus de machines tournantes, l’es-
timateur BCOH∞ fournit une bonne estimation qui se traduit par un RSBs

globalement supérieur au RSBe. Ce premier résultat confirme bien l’intérêt
de l’estimateur BCOH∞ lorsqu’il s’agit d’extraire une composante fréquen-
tielle déterministe entaché d’un bruit coloré ;

4. Quant à l’estimateur classique de Vold-Kalman, il fournit des estimations avec
des infiltrations de composantes dynamiques que nous souhaitons supprimer
de la composante aléatoire. Son RSBs est toujours inférieur au RSBe qui est
égal à 0 dB. Ces résultats montrent que l’estimateur VK n’est pas adapté pour
l’analyse des signaux vibratoires présentant des modulations d’amplitude et
des modulations de phase fortement non-linéaires en présence de bruits co-
lorés.

Dans le chapitre suivant, nous validons nos résultats avec des signaux réels prove-
nant de réducteurs à engrenage.
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CHAPITRE 5

Estimateur H∞ – Analyse de signaux expérimentaux

Dans ce chapitre, nous appliquons les nouvelles approches proposées dans ce
manuscrit pour l’analyse de signaux de vibrations réels acquis en régime

variable. Deux signaux seront analysés. L’analyse du premier signal permettra de
se prononcer sur l’état d’un réducteur à engrenage. L’analyse du deuxième signal
a pour but d’établir un diagnostic de l’état d’un roulement.

Afin de positionner notre travail par rapport à d’autres outils de diagnostic, une
étude comparative sera également effectuée en exploitant les mêmes signaux réels.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’analyse de signaux réels de vibra-
tions. Premièrement, nous analysons le signal de vibration d’un système d’engre-
nage acquis en régime variable. L’objectif de cette analyse est d’établir un diag-
nostic de l’état de l’engrenage. Deuxièmement, nous analysons un signal de vi-
bration non-stationnaire provenant du réducteur d’un réacteur d’avion comportant
des roulements et des engrenages. Cette analyse a pour but d’établir un diagnostic
de l’état des roulements.
Pour le diagnostic des roulements nous comparons l’approche proposée dans ce
manuscrit avec la moyenne synchrone, la prédiction linéaire et le cepstre.

5.2 Diagnostic de l’état des engrenages

5.2.1 Formulation du problème

Le diagnostic des engrenages est bien établi dans la littérature. Il est connu que
pour un engrenage en bon état le signal de vibration est périodique à la période
d’engrènement. À cause de la non-linéarité du phénomène d’engrènement, le signal
de vibration contient aussi des harmoniques de la fréquence d’engrènement. [124].
D’un autre côté, il n’existe pas d’engrenage parfait étant donné que les dents sont
fabriquées avec des imperfections. En effet, pour des engrenages neufs il existe 1)
un espace non-uniforme entre les dents et 2) des irrégularités sur la surface de
contact des dents. Ces imperfections génèrent une modulation d’amplitude (MA)
et une modulation de phase (MP). La MA peut être aussi causée par une variation
de la charge de la machine.

Les défauts qui apparaissent fréquemment sur les engrenages sont les écaillages,
les piqures, une cassure de dents, une fissure. Ces défauts, lorsqu’ils apparaissent
sur une dent de manière localisée, excitent la fréquence de résonance de l’engre-
nage à chaque contact entre une dent saine et une dent défectueuse. Ce défaut
se manifeste également par une amplification de la MA et de la MP autour des
fréquences d’engrènement. Et ces modulations sont périodiques à la période de
rotation de la roue défectueuse. B. Randall expose bien ce phénomène pour les
réducteurs à un seul étage [3]. Le diagnostic de l’état d’un engrenage consistera à
analyser :

■ soit le signal de résonance ;

■ soit la modulation d’amplitude et la modulation de phase.

Plusieurs outils ont été développés dans la littérature pour la détection d’un
défaut sur les dents d’engrenages. Parmi ces outils nous recensons, ceux basés
sur l’analyse cyclostationnaire [7, 34], l’analyse cepstrale [5, 125], l’analyse temps-
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fréquence [16,126], la démodulation autour de la fréquence de résonance [13,78] et
la démodulation autour d’une composante d’engrènement [4, 124].

La technique basée sur la démodulation autour d’une des composantes d’en-
grènement est sans doute la plus répandue pour la détection d’un défaut sur la
denture d’un engrenage. Elle est surtout efficace pour détecter précocement les dé-
fauts d’engrenage. Elle consiste à estimer les MA et les MP. Cette technique a été
initialement proposée par McFadden dans le cadre du régime stationnaire [4].

L’approche de McFadden consiste à réaliser un filtrage passe-bande autour de
l’harmonique d’engrènement ayant l’amplitude la plus importante. Ensuite, le si-
gnal filtré est démodulé grâce à la transformée de Hilbert. À partir de ce signal,
la MA et la MP sont facilement calculées. Toutefois la bande passante est très sou-
vent limitée à la moitié de la bande de fréquence entre deux harmoniques d’en-
grènement consécutifs. Cette approche, bien qu’intuitive, n’est valable que pour
des signaux stationnaires à bande étroite pour lesquels les modulations sont lentes
devant la fréquence de la porteuse.

Dans cette étude, nous proposons une estimation H∞ de la MA et de la MP à
partir du modèle d’état du signal de vibration de l’engrenage. Ceci dans le cadre
du régime variable. Le modèle d’état est construit grâce aux différentes approches
de modélisation présentées dans le chapitre 2 de ce manuscrit. Cette nouvelle ap-
proche de démodulation est présentée sur la figure 5.1 ci-dessous. Dans cette der-
nière nous supposons que le signal est composé de M composantes d’engrènement
modulées en amplitude et en phase. Nous rappelons ici l’écriture mathématique
de ce signal ci-dessous comme cela a été présenté dans le chapitre 2 :

y[n] =

M∑

i=1

ai[n] cos



Te

n∑

j=1

ωi[j] +ϕi[n]



+ v[n]

=

M∑

i=1

yi[n] + v[n] (5.1)

dans laquelle ai et ϕi sont respectivement la ie modulation d’amplitude et de phase,
ωi est la ie pulsation instantanée d’engrènement en radians et v est le bruit de
mesure. Sur cette figure, âi et ϕ̂i correspondent respectivement à l’estimation de ai
et ϕi obtenue après une suppression progressive des composantes y1, y2, · · · ,yi−1.
Il en résulte un résidu riutilisé pour l’étape i+ 1. N est le nombre de composantes
d’engrènement autour desquelles se fait la démodulation avec N 6M. Dans ce qui
suit, nous appliquons à un signal expérimental les méthodes VK et BCOH∞ pour
l’estimation des modulations dans le cadre de la détection de défaut d’engrenage
en régime variable.
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𝑟𝑁[𝑛] 𝑦2[𝑛] 𝑦1[𝑛] 𝑟1[𝑛] 𝑦[𝑛] 
𝑎̂1[𝑛]  

Estimateur BCOH∞ 

𝜑̂1[𝑛]  
Estimateur BCOH∞ 

Estimateur BCOH∞ 

𝑎̂2[𝑛]  𝜑̂2[𝑛]  𝑎̂𝑁[𝑛]  𝜑̂𝑁[𝑛] 
Figure 5.1 – Procédure d’estimation H∞ de la modulation d’amplitude et de la modulation
de phase autour de multiples composantes en régime variable.

5.2.2 Présentation du signal expérimental

Le signal présenté ici a été mesuré sur un banc d’essai du laboratoire LVA 1 de
l’Université de Lyon (Figure 5.2). Ce banc est composé d’un réducteur à engrenage
dans lequel le pignon d’entrée et le pignon de sortie ont respectivement Z1 = 45 et
Z2 = 24 dents. La fréquence de rotation est estimée à partir du signal fourni par le
codeur optique monté sur le banc.
Des accéléromètres ont été également placés sur la structure et sur deux des pa-
liers de roulement afin de mesurer le signal de vibration du banc. Pour les deux
scénarios (cas sain et cas défectueux), un signal d’environ 10 s a été enregistré à la
fréquence d’échantillonnage fe = 52 kHz.

Figure 5.2 – Banc d’essai d’analyse vibratoire : –1 Moteur maître, –2 Codeur optique, –3

Accéléromètre, –4 Roue dentée saine, –5 roue dentée saine, –6 Roue dentée défectueuse, –7

Générateur, –8 Variateur de vitesse.

1. Laboratoire Vibration et Acoustique.
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5.2. Diagnostic de l’état des engrenages

Sur la figure 5.3 sont affichés le signal de vibration, la fréquence de rotation, la
représentation temps-fréquence ainsi que le spectre d’ordre du signal.

L’analyse de ce signal se fera en deux étapes :

1. premièrement, nous estimons la MA et la MP dans les deux situations (cas
sain et défectueux) avec les estimateurs proposés ;

2. deuxièmement, nous analysons le spectre d’ordre des estimations afin de re-
trouver des raies localisées à l’ordre 45/24 = 1.875 et à ses harmoniques. Cet
ordre correspond à l’ordre de rotation de l’arbre de sortie. Pour le cas défec-
tueux, ces raies sont amplifiées.
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(h) Spectre d’ordre

Figure 5.3 – Signal vibratoire expérimental du banc de réducteur. À gauche se trouve
le signal vibratoire lorsque l’engrenage est sain et à droite se trouve le signal vibratoire
lorsque l’engrenage est défectueux.
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5.2.3 Résultats de l’analyse du signal expérimental

Comme cela a été évoqué plus haut, le diagnostic de l’état des engrenages
consistera à analyser les MA et les MP. Nous présentons ici les résultats de l’es-
timation de ces modulations à partir des estimateurs VK et BCOH∞. Les para-
mètres de ces estimateurs ont été fixés comme suit : R = 1, q = 0.1, γ = 0.95R−1,

x[1] =
(

1 · · · 1
)T

. Sur la représentation temps-fréquence des signaux vibratoires
présentée sur la figure 5.3, nous observons que la bande de fréquence où le signal
est le plus énergétique est limitée à 1.5 kHz environ. Dans cette bande, nous ne
retrouvons que les deux premières composantes d’engrènement. Par conséquent,
nous proposons d’estimer la modulation d’amplitude et la modulation de phase
autour de ces deux composantes.Les résultats fournis par les estimateurs mention-
nés sont affichés sur les figures 5.4 et 5.5.

La première figure correspond à la démodulation faite autour de la 1re compo-
sante d’engrènement et la deuxième celle faite autour de la 2e composante d’en-
grènement. Concernant l’estimateur BCOH∞, il révèle mieux la présence du dé-
faut d’engrenage aussi bien sur la modulation d’amplitude que sur la modulation
de phase. Avec cet estimateur peu de raies parasites apparaissent dans le spectre
d’ordre. Comme nous l’avons vu avec le diagnostic des roulements dans la section
precedente, l’estimateur BCOH∞ est très sélectif et atténue fortement le bruit ad-
ditif qui peut être constitué de composantes déterministes. Cette caractéristique de
l’estimateur BCOH∞ lui offre l’avantage de mieux estimer les raies latérales sans in-
filtrations de composantes déterministes ; en d’autres termes les modulations. Par
contre, cet estimateur pourrait fournir des résultats erronés lorsqu’il s’agit d’éta-
blir un diagnostic des engrenages planétaires. En effet, la vibration de ces derniers
génère des modulations qui peuvent se chevaucher dans le domaine spectral.

Sur ces figures, nous observons également que les modulations d’amplitude
fournies par l’estimateur VK sont largement amplifiées par rapport à l’amplitude
maximale des signaux bruts. En plus, elles contiennent des raies parasites ayant un
niveau d’énergie important. Cela est dû à la large bande passante de l’estimateur
VK ce qui le rend moins sélectif. Pour ce qui concerne les modulations de phase,
elles ne permettent pas de distinguer clairement les harmoniques de l’ordre 1.8750
du défaut de denture de l’engrenage. Ces résultats inattendus viennent aussi du fait
que lorsque l’on démodule autour d’une composante d’engrènement spécifique, le
bruit de mesure figurant dans le modèle d’état n’est plus un BBG.

Dans la section suivante, nous proposons d’appliquer l’estimateur BCOH∞ à un
signal de vibration généré par un réducteur à engrenage d’un réacteur d’avion de
SAFRAN, ceci dans le but d’établir un diagnostic de l’état des roulements.
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Figure 5.4 – Spectre d’ordre des fonctions de modulations autour de la 1re composante
d’engrènement. Les traits verticaux en pointillés correspondent aux harmoniques de l’ordre
du défaut. Ce dernier est de 1.8750.
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(c) MP estimée par VK
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Figure 5.5 – Spectre d’ordre des fonctions de modulations autour de la 2e composante
d’engrènement. Les traits verticaux en pointillés correspondent aux harmoniques de l’ordre
du défaut. Ce dernier est de 1.8750.
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5.3 Diagnostic de l’état des roulements

5.3.1 Formulation du problème

Les roulements sont des organes mécaniques utilisés comme des éléments de
guidage en rotation pour les machines tournantes. Ils sont omniprésents sur les ré-
ducteurs à engrenages, les éoliennes, les réacteurs et les broyeurs pour ne citer que
ceux-là. La défaillance des roulements est une des causes majeures d’arrêt de fonc-
tionnement d’un équipement. Or, ces arrêts se produisant très souvent de manière
inopinée, engendrent des coûts de maintenance et des pertes de production. C’est
pour cette raison qu’il est capital de surveiller ces organes, et ce afin de prévenir
au plus tôt les arrêts imprévus.
L’analyse du signal de vibration généré par les machines est un moyen très efficace
pour détecter un défaut sur l’un de ses organes. Cette approche est intéressante
car non-invasive. En ce qui concerne les roulements, lorsqu’ils sont défectueux, ils
génèrent un train d’impulsion relativement faible [130]. Cela se passe de la manière
suivante. À chaque passage d’éléments roulants sur une piste de la bague interne
ou de la bague externe, la fréquence de résonance de la structure du roulement est
excitée. Comme le mentionne McFadden et al. [136], le signal de résonance ainsi
généré est modulé en amplitude par l’impact produit par le défaut. Il est connu
que l’analyse de la modulation d’amplitude (ou de l’enveloppe en d’autres termes)
fournit plus d’informations sur l’état du roulement que le signal brut [123]. Cela
a conduit à la fameuse technique appelée ’Envelope spectrum analysis’ pour le diag-
nostic de l’état des roulements. En présence d’un niveau important de bruit, cette
technique échoue. Ho et al. [10] proposent alors d’analyser le carré de l’enveloppe,
technique connue sous le nom de ’Squared Envelope Spectrum’ ou SES analysis. Nous
illustrons cette technique dans le cadre du régime variable sur la figure 5.6 ci-
dessous.
D’autres techniques existent pour révéler le train d’impulsions généré par un dé-
faut de roulement. Nous pouvons citer entre autres le kurtosis spectral [138,139], le
MED (pour Minimum Entropy Deconvolution) [140, 141] ou le spectre cyclique [131].

En ce qui concerne les machines tournantes qui nous préoccupent, elles sont
composées de plusieurs organes mécaniques notamment les roulements, les engre-
nages, les arbres, les courroies etc. La contribution de la vibration du roulement est
souvent masquée par des composantes déterministes. Dans le cas des réducteurs
à engrenages qui nous intéresse ici, ces composantes sont générées principalement
par la vibration des engrenages. L’analyse du SES du signal brut provenant de ces
systèmes peut conduire à une mauvaise interprétation de l’état des roulements. Par
conséquent, la suppression de ces composantes (d’engrènement ici) est une étape
de pré-traitement nécessaire dans le cadre du diagnostic des roulements. En effet,
dans le cadre de la détection automatique de défaut de roulement, certains auteurs
utilisent des seuils statistiques comme celui proposé par J. Antoni [131] au signal de
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Figure 5.6 – Analyse d’un signal de roulement non bruité : (a) Signal, (b) Spectre classique
et (c) SES.

vibration à condition que les composantes déterministes ne soient pas prépondé-
rantes voire inexistantes. Dans le cas contraire, l’utilisation de ces seuils sur le SES
du signal brut contenant des composantes déterministes peut générer une fausse
alerte.
P. Borghesani et al. ont récemment proposé en régime variable, une procédure
d’analyse du SES [137]. Dans leur approche le signal de vibration est ré-échantillonné
dans le domaine angulaire avant la suppression de la partie déterministe. Cette
procédure est différente de celle que nous proposons dans cette thèse. En effet,
l’approche que nous proposons ne requiert pas un ré-échantillonnage angulaire du
signal brut de vibration. Le diagramme 5.7 décrit les étapes nécessaires pour la
mise en œuvre de la procédure que nous proposons.

Il est important de rappeler ici que plusieurs techniques ont été développées
pour la suppression (ou l’estimation) des composantes déterministes. Dans les pa-
ragraphes suivants, nous décrivons trois d’entre elles : la moyenne synchrone, la
prédiction linéaire et le cesptre.

5.3.1.1 Moyenne synchrone

La moyenne synchrone (MS) est probablement la technique la plus répandue
pour extraire les composantes déterministes [132,133]. Ceci à cause de sa simplicité

96



5.3. Diagnostic de l’état des roulements

 

Signal de 
vibration 

Extraction de la 
partie déterministe 

Signal résiduel 

Démodulation 
bande complète 

Enveloppe temporelle 

Ré échantillonnage 
angulaire 

Signal 
vitesse 

Élévation au carré 

Spectre 

SES 

Enveloppe angulaire 

Carré de l’enveloppe 
angulaire 

Figure 5.7 – La procédure proposée pour le diagnostic de l’état d’un roulement.

et de sa facilité de mise en œuvre. Elle consiste à moyenner un certain nombre de
segments du signal ayant le même nombre d’échantillons, chacun représentant une
période du phénomène d’intérêt. Soit le signal y(t) = d(t) + r(t) avec d(t) la partie
déterministe et r(t) la partie aléatoire. La MS du signal y par rapport à la période
T est exprimée par :

MS(τ) =
1

M− 1

M∑

i=0

w(τ)y(τ+ iT) (5.2)

avec M le nombre de segments, w une fenêtre de pondération, τ ∈ [0; T ] et T une
période du signal. L’estimation de la partie déterministe par la MS s’obtient en
répétant MS(τ). Elle est définie par :

d̂(t) =MS(τ) ∗

M−1∑

i=0

δ(t− iT) (5.3)

expression dans laquelle δ(t − iT) désigne une impulsion de Dirac apparaissant
à l’instant iT . La technique de la MS est illustrée sur la figure 5.8 ci-dessous.

97



5.3. Diagnostic de l’état des roulements

Cette technique requiert que le signal soit stationnaire, ce qui implique que la fré-
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Figure 5.8 – Illustration de la moyenne synchrone.

quence de rotation doit être constante. Lorsque cette condition n’est pas satisfaite,
la moyenne synchrone est appliquée au signal ré-échantillonné dans le domaine
angulaire [134].

5.3.1.2 Prédiction linéaire

La prédiction linéaire (communément appelée Linear Prediction Filtering ou LPF)
repose sur l’hypothèse que le signal est constitué d’une partie structurée et d’une
partie non structurée. La première fait référence au signal déterministe. Ce signal,
de part son caractère purement régulier, peut être prédit à chaque instant donné.
La structure la plus simple pour la prédiction de ce type de signal est celle d’un
modèle auto-regressif comme suggéré dans [13, 123]. Soit le signal discret y[n]. La
partie déterministe d[n] de ce signal est obtenue en combinant linéairement les p
valeurs précédentes de y[n]. Cela s’écrit comme :

d[n] = −

p∑

i=1

aiy[n− i] (5.4)

avec p l’ordre du modèle et ai les coefficients AR. Ces derniers peuvent être déter-
minés par la récursion de Levinson [142] ou par un estimateur de Kalman. Le signal
r[n] = y[n] − d[n] représente le signal résiduel correspondant à la partie non struc-
turée de part son caractère aléatoire. L’ordre p du modèle est obtenu de diverses
manières, par exemple en minimisant le critère d’information d’Akaike (Akaike In-
formation Criteria) [143] ou en maximisant le kurtosis du signal résiduel [144]. Le
choix de maximiser le kurtosis du signal résiduel revient à rehausser l’impulsivité
du signal aléatoire. Dans la suite des travaux, nous exploitons ce dernier critère
pour déterminer l’ordre p du modèle.
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5.3.1.3 Le blanchiment par le cepstre

Le blanchiment d’un signal consiste à réduire la contribution de certaines com-
posantes spécifiques qui masquent l’information d’intérêt. Dans le cadre de l’ana-
lyse vibratoire, la contribution de la vibration des roulements est fortement mas-
quée par des composantes déterministes. Afin de supprimer ces composantes dé-
terministes, le blanchiment du signal vibratoire par le cepstre a été initialement
proposé en régime stationnaire [145]. Récemment, Borghesani et al. ont proposé en
régime variable une suppression des composantes déterministes à partir du cepstre
réel [146]. Pour un signal x(t), ce dernier est défini comme ci-dessous :

C(τ) = TFI
(

log |TF (x(t)) |
)

(5.5)

avec

■ TF : la transformée de Fourier ;

■ TFI : la transformée de Fourier inverse ;

■ τ la ’quéfrence’

Nous rappelons qu’il existe un dictionnaire des terminologies adoptées pour l’ana-
lyse cepstrale que le lecteur pourra retrouver dans cet article de R B. Randall [5].
Comme mentionné par Borghesani et al., le blanchiment par le cepstre consiste à
mettre en œuvre les étapes ci-dessous :

1. D’abord, mettre tout le cepstre réel à zéro excepté le cepstre à la quéfrence
zéro ;

2. Ensuite, retrouver le spectre de fréquence à partir du cepstre par une TF et la
fonction exponentielle ;

3. Puis, combiner le spectre de fréquence avec la phase du signal original ;

4. Enfin, revenir dans le domaine temporel par une TFI.

La mise à zéro du cepstre réel revient à une série de liftrage autour des quéfrences
des composantes déterministes. Ce qui conduit à une suppression quasi totale de
ces dernières. Cette approche a l’avantage de supprimer aveuglement les compo-
santes déterministes et de fournir un signal résiduel aléatoire.

5.3.1.4 Approche proposée

Comme cela a été présenté dans le chapitre précédent, il est possible de fournir
une estimation BCOH∞ de composantes déterministes spécifiques. Elle est obtenue
par la synthèse d’un estimateur BCOH∞ à partir du modèle d’état du signal. Dans
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cette estimation, nous supposons que le signal est constitué par exemple deM com-
posantes déterministes, d1[n], d2[n],· · · , dM[n], avec des localisations fréquentielles
bien connues. Ce signal peut s’écrire comme :

y[n] =

M∑

i=1

di[n] + r[n] (5.6)

où r est le signal résiduel. Les composantes di sont extraites de manière progressive
jusqu’à l’obtention d’un signal résiduel dépourvu d’une contribution déterministe
significative. Cette procédure est décrite sur la figure 5.9 sur laquelle r̂ est l’estima-
tion du signal résiduel, d̂i est l’estimation de di, d̂ est la somme de l’estimation des
N composantes déterministes avec N 6M.
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Figure 5.9 – Approche proposée pour l’estimation du signal déterministe. r̂ est l’estimation
du signal résiduel après l’extraction deN composantes déterministes grâce à une estimation
BCOH∞.
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Il est important ici de dire que la connaissance de la cinématique du système
à surveiller est primordiale pour cette approche. En effet, elle conditionne le choix
des composantes déterministes à extraire (ou à estimer).
Dans le but de valider ladite approche pour la séparation des composantes détermi-
nistes des composantes aléatoires, nous analysons dans la section qui suit un signal
provenant d’un réducteur d’avion. En plus de cela, nous ferons une comparaison
entre notre approche et celles exposées plus haut dans ce chapitre.
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5.3.2 Présentation du signal vibratoire

Le signal de vibration présenté ici a été mesuré sur le réducteur d’un réac-
teur d’avion de SAFRAN. La figure 5.10 est une représentation schématique de ce
réducteur. Il est composé de 6 étages d’engrenages et de plusieurs paliers de rou-
lement. Un capteur tachymétrique est monté sur l’arbre L4 afin de déterminer sa
position. Grâce au signal délivré par ce capteur il est possible d’évaluer la vitesse
de rotation de cet arbre. En plus de cela, des accéléromètres ont été placés sur la
structure du réducteur pour mesurer le signal de vibration. Le signal dont il est

Figure 5.10 – Représentation schématique du réducteur du réacteur d’avion fournie par
SAFRAN.

question a été fourni pour la compétition organisée lors de la conférence interna-
tionale ’Surveillance 8’. Elle s’est déroulée à l’institut universitaire de technologie
de Roanne du 20 au 21 Octobre 2015 en France. Le lecteur trouvera plus de détails
sur ce signal dans cette référence [128].

Les signaux fournis ont été enregistrés en régime variable pendant 200 s à la fré-
quence d’échantillonnage fe = 50 kHz. L’analyse effectuée a porté sur une tranche
de 3 s du signal correspondant à la fréquence de rotation qui varie de 183 Hz à 193
Hz.
Sur la figure 5.11, nous affichons (a) la fréquence de rotation, (b) la représentation
temporelle et (c) la représentation temps-fréquence du signal vibratoire.

Les ordres des défauts potentiels sur ce roulement sont présentés sur le tableau
5.1. Ils correspondent à une synchronisation de la fréquence des défauts du roule-
ment par rapport à celle de l’arbre HP.

Les ordres d’engrènement, obtenus après une synchronisation par rapport à la
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Figure 5.11 – Signal réel de vibration acquis en régime variable sur un réducteur de réac-
teur d’avion de SAFRAN.

fréquence de rotation de l’arbre HP, sont présentés sur la figure 5.13.
L’objectif de cette section est d’analyser le signal vibratoire à partir du SES afin

d’identifier l’existence d’un éventuel défaut sur le réducteur.

La figure 5.12 montre respectivement le spectre du signal mesuré et son SES.
Comme nous pouvons le remarquer, le spectre du signal brut contient principa-
lement des pics relatifs aux ordres d’engrènement. Le niveau d’énergie élevé de
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5.3. Diagnostic de l’état des roulements

BPOO BPOI BSO FTO
7.7768 10.2646 3.5642 0.432

Tableau 5.1 – Les ordres de défaut du roulement localisé sur l’arbre L5. BPOO est l’ordre de
passage des billes sur un défaut de la bague externe, BPOI l’ordre de passage des éléments
roulants sur un défaut de la bague interne, BSO l’ordre d’un défaut des éléments roulants
et FTO l’ordre d’un défaut de cage.

ces pics ne permettent pas d’identifier clairement les ordres caractéristiques d’un
défaut de roulement. Par contre, avec le SES du signal brut, des pics relatifs aux
harmoniques BPOO sont identifiés.
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Figure 5.12 – Représentation spectrale : (a) Spectre du signal brut après ré-échantillonnage
angulaire et (b) SES du signal brut. Les traits verticaux en pointillés correspondent aux
harmoniques de BPOO.

Toutefois, certaines composantes d’engrènement restent toujours dominantes
notamment celles localisées aux ordres 1×, 33.9×, 61.14× et 62.21×. Afin de ne
retrouver dans le SES que les ordres du défaut de roulement, s’ils existent bien
évidemment, nous proposons dans ce qui suit d’extraire les composantes détermi-
nistes avec les différentes approches présentées dans ce manuscrit.
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Figure 5.13 – Fréquences caractérisques du réducteur référencées par rapport à l’arbre HP [128].
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5.3.3 Extraction de la composante déterministe

Afin de réduire la proéminence de ces composantes dans le SES, nous pro-
posons d’extraire les cinq composantes d’engrènement ainsi que leur deuxième
harmonique dynamique. En plus de ces composantes, nous proposons d’estimer
celle localisée à l’ordre 27. Elle ne correspond à aucune des composantes d’en-
grènement. Elle est sans doute caractéristique d’un autre phénomène que nous
ignorons ici. Pour l’extraction de ces composantes, nous utilisons :

■ l’estimateur BCOH∞.

■ l’estimateur VK ;

■ la moyenne synchrone (MS) ;

■ la prédiction linéaire (PL) ;

■ le cepstre ;

Le polynôme d’approximation pour l’estimation BCOH∞ est de degré deux.
En effet, un polynôme de degré supérieur ou égal à deux est suffisant pour
la prise en compte de phénomènes non-linéaires. Les paramètres pour l’esti-
mation BCOH∞ et VK sont tels que : R = 1, q = 10−1I, P[1] = I, γ = 0.95 et

x[1] =
(

1 · · · 1
)T

. I est la matrice identité de dimension appropriée.

La figure 5.15 affiche l’estimation fournie par l’estimateur BCOH∞ et VK.
L’estimateur BCOH∞ fournit une bonne estimation des composantes d’engrè-
nement sélectionnées. Il évite la distorsion de l’amplitude et le signal résiduel
obtenu est pratiquement dépourvu de composantes déterministes.
Pour ce qui concerne l’estimateur VK, il contient toujours des composantes dé-
terministes. En plus de cela, nous remarquons que l’estimation VK écrase com-
plètement le signal vibratoire original. Cela est dû au fait que l’erreur d’esti-
mation d’une composante d’engrènement à une autre s’amplifie. En effet, l’esti-
mation de chacune des composantes d’engrènement sélectionnées engendre une
infiltration des autres composantes d’intérêts. Ainsi, par effet domino le signal
estimé est complètement distordu.

Pour la PL, l’ordre du modèle AR choisi correspond à celui qui maximise le
kurtosis du signal résiduel. La figure 5.14 ci-dessous représente l’évolution du
kurtosis du signal résiduel en fonction de l’ordre du modèle AR. L’ordre choisi
est égal à 200. Comme nous pouvons l’observer sur la figure 5.14 le kurtosis est
pratiquement constante à partir de cette valeur.

Pour la mise en œuvre de la MS, nous avons échantillonné le signal de vi-
bration dans le domaine angulaire par rapport à l’ordre de rotation de l’arbre
L1. Le signal déterministe est obtenu après la moyenne de 754 segments de 205
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Figure 5.14 – Évolution du kurtosis en fonction de l’ordre du modèle AR.

échantillons chacun.

Sur la figure 5.16, la MS, la PL et le cepstre fournissent une estimation plutôt
satisfaisante des composantes déterministes. Par contre, ces méthodes ont l’in-
convénient de sous-estimer la composante 61.1420. Avec le cepstre et la PL, le
résidu contient toujours une composante localisée à l’ordre 27.

Ce premier résultat montre que l’estimateur BCOH∞ de composantes dé-
terministes en régime variable fournit de meilleurs résultats que les approches
classiques exposées dans ce chapitre.
Dans la section suivante, nous analysons le SES du signal résiduel obtenu par
chacune des approches.
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Figure 5.15 – Estimation des composantes d’engrènement par les estimateurs BCOH∞

et VK.
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Figure 5.16 – Estimation des composantes d’engrènement par la MS, la PL et le cepstre.

109



5.3. Diagnostic de l’état des roulements

5.3.4 SES du signal résiduel

Après l’extraction des composantes d’engrènement sélectionnées, ces der-
nières sont retranchées du signal brut afin de retrouver le signal résiduel. La
figure 5.17 affiche le SES du résidu fourni par les estimateurs BCOH∞ et VK.
Quant à la figure 5.18, elle représente le SES de ce signal résiduel obtenu par la
MS, la PL et le cepstre.

Sur la première figure, nous remarquons que l’estimateur BCOH∞ fournit
un signal résiduel dont le SES est dépourvu de composantes déterministes. En
plus de révéler les pics à BPOO et ses harmoniques, nous observons également
les trois premiers harmoniques de l’ordre FTO du défaut de la cage. Cet ordre
apparait à cause d’une modulation du défaut de la bague externe par la cage du
roulement.
S’agissant de l’estimateur VK, nous constatons qu’il ne permet pas de distinguer
clairement les harmoniques BPOO. En plus, le SES est complètement distordu
et montre la présence d’un niveau important de bruit. Par contre, il permet
d’identifier clairement les harmoniques FTO générés par la modulation de la
cage. Cependant, l’amplitude est sur-estimée par un facteur de 104.

Sur la deuxième figure, nous remarquons que l’amplitude du SES a fortement
été atténuée par la MS, la PL et le cepstre. Avec ces trois approches, ce sont les
trois premiers harmoniques qui sont les plus énergétiques. Par ailleurs, quelques
composantes déterministes émergent dans le SES du résidu fourni par la PL et
le cepstre et les raies correspondant à FTO ne sont pas identifiées.

Nous rappelons que le rapport faisant état de l’analyse de ce signal vibratoire
mentionne la présence d’un défaut sur la bague externe du roulement modulé
par la rotation de la cage [128]. Cela se manifeste théoriquement par des har-
moniques à BPOO et FTO dans le SES. D’après les résultats obtenus avec les
approches présentées dans ce manuscrit, l’estimateur BCOH∞ est celle qui per-
met de révéler clairement les harmoniques à BPOO et à FTO.

Cette étude expérimentale confirme bien l’avantage de l’estimateur BCOH∞

par rapport aux approches classiques (MS, PL, cepstre et estimateur VK) lorsqu’il
s’agit d’extraire des composantes d’engrènement dans le cadre de la surveillance
de l’état des roulements en régime variable.
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Figure 5.17 – SES du signal résiduel fourni par les estimateurs BCOH∞ et VK. Les traits
verticaux en pointillés rouge et vert correspondent respectivement aux harmoniques de
BPOO et de de FTO théoriquement évalués.
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Figure 5.18 – SES du signal résiduel obtenu par la MS, la PL et le cepstre. Les traits ver-
ticaux en pointillés correspondent aux harmoniques de BPOO théoriquement évalués.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué à des signaux expérimentaux diverses
méthodes de diagnostic dont le nouvelle approche BCOH∞. Nous avons présenté
deux signaux acquis en régime variable sur des réducteurs à engrenages.

■ Le premier signal réel a été acquis sur un banc d’essai du laboratoire Vi-
bration et Acoustique de l’université de Lyon pour le diagnostic de l’état
des engrenages en régime variable. Une des dents de la roue de sortie de
ce réducteur a été endommagée. Étant donné que la présence d’un défaut
d’engrenage se manifeste par une modulation d’amplitude et une modula-
tion de phase, ces dernières ont été estimées par les outils VK et BCOH∞.
L’estimateur BCOH∞ est celui qui fournit les meilleures estimations tout
en atténuant les raies parasites. En outre, contrairement à l’estimateur VK,
il évite une distorsion de l’amplitude et de la phase.

■ Le deuxième signal provenait du réducteur d’un des réacteurs de SA-
FRAN. Un des roulements de ce réducteur présentait un défaut de bague
externe modulé par un défaut de cage. Ce signal a été proposé lors d’une
compétition organisée durant la conférence Surveillance 8. Pour la détec-
tion de ces défauts, nous avons suggéré d’analyser le SES qui est une mé-
thode très répandue dans la littérature. Dans le SES du signal brut, les
ordres caractéristiques des défauts sur le roulement étaient masqués par
les composantes d’engrènement. Par conséquent, nous avons estimé ces
composantes en utilisant la MS, la PL, le cesptre, les estimateurs VK et
BCOH∞ et nous avons ensuite analysé le SES du signal résiduel ainsi ob-
tenu. Parmi toutes ces approches, l’estimateur BCOH∞ est celle qui estime
le mieux les composantes déterministes. Le SES du signal résiduel qu’il
fournit met clairement en évidence la présence du défaut de bague externe
et du défaut de cage. Avec les autres estimateurs, des composantes déter-
ministes apparaissent toujours dans le signal résiduel.

A l’issue de cette étude, nous retenons que par rapport aux autres estima-
teurs, l’estimateur BCOH∞ fournit un diagnostic plus précis de l’état des rou-
lements et des engrenages en régime variable. Dans le chapitre suivant, nous
présentons les conclusions générales et quelques perspectives de ce travail.
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CHAPITRE 6

Conclusion générale et perspectives

6.1 Conclusion générale

Ce mémoire de thèse est la restitution de trois ans de travail de recherche au
sein du Laboratoire PRISME de l’Université d’Orléans. Le sujet de thèse a porté
sur le diagnostic des machines tournantes en régime variable par une analyse
du signal vibratoire.
Depuis une dizaine d’années, l’analyse des signaux vibratoires non-stationnaires
est devenue une problématique d’intérêt pour de nombreuses équipes de re-
cherche en diagnostic des machines tournantes à travers le monde. En effet,
les outils classiques initialement développés pour l’analyse des signaux station-
naires ne sont plus applicables aux signaux non-stationnaires. Certains auteurs
ont déjà tenté la possibilité d’étendre au cas non-stationnaire les outils classiques
développés pour le cas stationnaire. Cependant, la plupart de ces outils sont li-
mités à des applications bien spécifiques ou n’offrent pas un cadre théorique
permettant de justifier leur utilisation dans les situations réelles. Le but de cette
thèse est justement de pallier ces limitations, et ce en proposant une nouvelle ap-
proche permettant d’analyser les signaux vibratoires acquis en régime variable.
Cette nouvelle approche a été ensuite appliquée pour le diagnostic des engre-
nages et des roulements.

La stratégie proposée dans cette thèse repose sur une extension de méthodes
paramétriques développées pour l’analyse de signaux non-stationnaires. Nous
nous sommes particulièrement intéressés à celles exploitant une modélisation
du signal vibratoire dans l’espace d’état. Parmi cette famille de méthodes, l’esti-
mateur (ou filtre) de Vold-Kalman est sans doute le plus populaire dans la litté-
rature. Il consiste à décrire le signal vibratoire dans l’espace d’état et à mettre en
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œuvre une estimation de Kalman de l’enveloppe des composantes fréquentielles.
Cette approche formule les hypothèses suivantes :

■ l’enveloppe des composantes fréquentielles varie de manière lisse ;

■ les bruits du modèle d’état sont blancs, Gaussiens et centrés et de variance
connue.

Or, l’hypothèse sur l’évolution de l’enveloppe des composantes fréquentielles
ne prend pas suffisamment en compte le caractère fortement non-linéaire des
modulations d’amplitude et de phase. En effet, dans ces conditions, l’enveloppe
a une dynamique de variation rapide. En plus de cela, l’hypothèse sur la nature
statistique des bruits est invalide dans les situations réelles.

Afin de pallier les insuffisances mentionnées précédemment, nous avons pro-
posé une nouvelle stratégie consistant à décrire le signal vibratoire dans l’espace
d’état et à mettre en œuvre une estimation H∞ des paramètres du signal.
La description dans l’espace d’état est faite d’une part grâce à une projection
de l’enveloppe de chaque composante fréquentielle du signal sur la base ca-
nonique orthogonale. Cette base est obtenue après une orthogonalisation par
la procédure de Gram-Schmidt de la base canonique des puissances du temps.
L’orthogonalisation assure l’unicité de la décomposition et permet de découpler
les paramètres du signal. D’autre part, nous supposons que les coefficients résul-
tant de la projection de l’enveloppe sur la base polynomiale suivent une marche
aléatoire.

La modélisation proposée permet de tenir compte des non-linéarités de l’en-
veloppe surtout en présence d’une modulation des composantes fréquentielles.
Ensuite, nous avons proposé une estimation H∞ des coefficients de la base.
Quant à l’approche d’estimation, elle repose sur une optimisation minimax et
consiste à minimiser le maximum de l’erreur d’estimation sans faire d’hypothèse
sur la nature statistique des bruits du modèle d’état. Cette stratégie a conduit à
ce que nous avons appelé dans ce manuscrit ’estimateur BCOH∞’.

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons exposé respectivement les fondements
théoriques pour la modélisation de l’enveloppe des composantes fréquentielles
d’un signal vibratoire avec la base canonique orthogonale et la mise en œuvre
d’une estimation H∞ à partir de la théorie des jeux.
Par ailleurs, en exploitant les équations fournies grâce à l’optimisation minimax,
nous avons proposé un réglage des paramètres de l’estimateur H∞. Ce réglage
assure une optimalité de l’estimation H∞ dans la limite de la stabilité de la ma-
trice de covariance de l’erreur d’estimation.
Dans le chapitre 4, nous avons évalué la performance des estimateurs BCOH∞

et VK à estimer une composante déterministe lorsque le bruit de mesure est
constitué de composantes déterministes non prises en compte lors de la pro-
cédure d’estimation. Cette analyse a montré que l’estimateur BCOH∞ présente
l’avantage d’estimer la composante déterministe d’intérêt modulée en amplitude
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et en phase. En plus de cela, il est très sélectif et permet de fortement atténuer
le bruit de mesure.
Quant à l’estimateur VK, en plus de la composante déterministe d’intérêt, il
fournit une estimation d’autres composantes déterministes rejetées dans le bruit
de mesure. Ce qui amplifie l’erreur d’estimation et conduit à une distorsion de
la composante aléatoire. Cet estimateur possède une large bande passante qui
favorise l’infiltration du bruit de mesure.
Dans le même chapitre, nous avons montré que l’estimation H∞ est plus robuste
que l’estimation de Kalman face aux incertitudes de modèle à partir d’un si-
gnal synthétique. Cela corrobore les résultats obtenus dans la littérature où il est
montré que l’estimateur H∞ est une version robuste de l’estimateur de Kalman.

Dans le chapitre 5, nous avons présenté deux signaux réels pour valider l’ap-
proche proposée. Le premier signal a été acquis sur un banc d’essai du labora-
toire Vibration et Acoustique de l’Université de Lyon. Le but de l’analyse de ce
signal était d’établir un diagnostic de l’état des engrenages en régime variable.
Étant donné que la présence d’un défaut d’engrenage se manifeste par une mo-
dulation d’amplitude et une modulation de phase, ces dernières ont été estimées
par les outils VK et BCOH∞. Nous avons pu constater que l’estimateur BCOH∞

fournit de meilleurs résultats que l’estimateur VK. Il permet de distinguer clai-
rement la présence du défaut sur ledit engrenage tout en atténuant fortement
l’effet du bruit de mesure.

Le deuxième signal provient du réducteur d’un réacteur d’avion de SAFRAN
fonctionnant en régime variable. Il s’agissait d’identifier l’existence d’un défaut
de bague externe modulé par la fréquence de rotation de la cage. Pour cela, nous
avons analysé le spectre du carré de l’enveloppe du signal résiduel obtenu après
une extraction des composantes déterministes.

Cette extraction a été faite par la moyenne synchrone, la prédiction linéaire, le
cepstre, l’estimateur VK et l’estimateur BCOH∞. De toutes ces techniques, l’esti-
mateur BCOH∞ est celle qui permet de mettre le plus en évidence une détection
du défaut de la bague externe avec la modulation de la cage. Contrairement
aux autres techniques, il fournit également un signal résiduel sans distorsion et
exempt de composantes déterministes .

6.2 Perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire ouvre de nombreuses perspectives pour
le diagnostic des machines tournantes en régime variable.

1. L’estimateur BCOH∞ pourrait être utilisé pour suivre la fréquence des dé-
fauts de roulement à partir du carré de l’enveloppe du signal brut de vi-
bration, et ce sans l’étape de suppression des composantes déterministes.
L’avantage de cette approche est qu’elle offrirait un gain en temps de calcul.
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6.2. Perspectives

En outre, elle serait robuste par rapport aux approches classiques, notam-
ment celle exploitant la cyclo-stationnarité ou la cyclo-non-stationnarité,
face aux incertitudes sur la fréquence de défaut de roulement. Cette der-
nière fluctue de manière aléatoire entre 1% et 2% [123].

2. Nous pensons également qu’il serait possible de rehausser l’impulsivité de
l’enveloppe du signal résiduel par une estimation BCOH∞. Il faut rappeler
que l’enveloppe du signal résiduel a été obtenue dans ce manuscrit par
une démodulation sur toute la bande de fréquence. Cette démodulation
n’est pas faite autour de la fréquence de résonance du roulement qui est
excitée par le passage des éléments roulants sur le défaut. Cette démodu-
lation fournit une enveloppe peu impulsive et assez polluée par le bruit.
Dans le but de rehausser l’impulsivité de l’enveloppe, nous suggérons une
estimation BCOH∞ en cascade de l’enveloppe sur différentes bandes de
fréquences du signal résiduel afin de retenir l’enveloppe la plus impulsive.
Cette approche pourrait être une alternative au kurtogramme [138, 139].

3. Il pourrait également être envisagé la modélisation de l’enveloppe des
composantes d’engrènement par une famille de polynômes trigonomé-
triques combinée avec une estimation H∞. Cette approche permet d’esti-
mer un nombre défini de raies latérales autour de composantes d’engrè-
nement spécifiques en régime variable. Nous pensons que cette approche
serait adéquate pour le diagnostic des engrenages planétaires. En effet, la
vibration de ces derniers présentent des modulations complexes rendant
difficiles l’identification de la roue défectueuse.

4. Dans le manuscrit, certaines méthodes requièrent la connaissance de la vi-
tesse de rotation de la machine. Cette vitesse est souvent mesurée par le
biais de capteurs dédiés montés sur l’arbre de rotation ou placés à proxi-
mité d’un élément tournant. Cependant, dans certaines situations pratiques
les arbres ne sont pas accessibles. En plus, l’utilisation d’un capteur sup-
plémentaire peut représenter un coût onéreux pour certains industriels.
Pour répondre à cette problématique, nous suggérons le développement
d’une version modifiée de l’estimateur BCOH∞. Un tel estimateur incor-
porerait l’estimation de la vitesse instantanée de rotation à partir du signal
de vibration.
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ANNEXE A

Procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

La procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt consiste à transformer une
famille de vecteurs linéairement indépendants en une famille de vecteurs orthogo-
naux selon la norme euclidienne. Cette opération peut être vue comme la recherche
d’une matrice de passage d’une famille de vecteurs non orthogonaux en une famille
de vecteurs orthogonaux.
Soient B1[n] =

(

u1[n] u2[n] · · · um[n]
)

une famille de vecteurs linéairement

indépendants et B2[n] =
(

v1[n] v2[n] · · · vm[n]
)

la famille de vecteurs orthogo-
naux correspondante telle que

< vi, vj >=
N∑

n=1

vi[n]vj[n] =

{
||vi||

2 si i = j

0 sinon
(A.1)

La procédure de Gram-Schmidt considère le ie vecteur vi[n] comme combinaison
linéaire de ui[n] et des précédents vecteurs vi−1[n], vi−2[n],· · · Les coefficients de la
combinaison sont déterminés pour garantir l’orthogonalité des vecteurs vi[n]. Les
étapes suivantes sont alors mises en œuvre :

■ Poser v1[n] = u1[n] ;

■ Construire le vecteur v2[n] tel que v2[n] = u2[n] +α2,1v1[n] avec

– α2,1 = −<u2,v1>
||v1‖|2

■ Construire les vecteurs vi[n] tels que

– vi = ui[n] +αi,1v1 +αi,2v2 + · · ·+αi,i−1vi−1

– αi,j = −
<ui,vj>
||vj‖|2
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Les trois premiers vecteurs de la base orthogonale B2[n] sont exprimés ci-dessous :

v1[n] = 1 (A.2)

v2[n] = ω[n] −
1

N

N∑

n=1

ω[n] (A.3)

v3[n] = ω2[n] −

∑N
n=1ω

3[n] − 1
N

∑N
n=1ω

2[n]
∑N
n=1ω[n]

∑N
n=1ω

2[n] − 1
N

(∑N
n=1ω[n]

)2

(

ω[n] −
1

N

N∑

n=1

ω[n]

)

−
1

N

N∑

n=1

ω2[n] (A.4)
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ANNEXE B

Estimation H∞

B.1 Démonstration de l’estimation H∞

Cette démonstration du problème de l’estimation H∞ s’inspire en grande partie
de celle proposée par Dan Simon [72]. Soit le modèle d’état définit ci-dessous :

x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n] (B.1)

y[n] = h[n]x[n] + v[n] (B.2)

Soit également la fonction coût définie par :

J =
−1

γ
‖x[1] − x̂[1]‖2P[1]−1 +

N∑

n=1

[

‖x[n] − x̂[n]‖2 −
1

γ

(

‖w[n]‖2Q[n]−1 + ‖v[n]‖2R−1[n]

)

]

(B.3)
dans laquelle Le problème consiste à déterminer une estimation qui minimise cette
fonction coût. Dans le cas particulier de l’estimation H∞, nous recherchons une
estimation qui minimise le maximum de cette fonction coût. Ce problème peut être
considéré comme un problème minimax dans lequel :

J∗ = min
x̂[n]

max
(v[n],w[n],x[1])

J(x̂, x[1],w, v) (B.4)

La maximisation de J par v[n] revient à sa maximisation par y. Par conséquent,
nous obtenons :

J∗ = min
x̂[n]

max
(y[n],w[n],x[1])

J(x̂, x[1],w, v) (B.5)
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B.1. Démonstration de l’estimation H∞

En substituant l’équation B.2 dans la fonction coût ci-dessous, il résulte que :

J = +

N∑

n=1

[

‖x[n] − x̂[n]‖2 −
1

γ

(

‖w[n]‖2Q[n]−1 + ‖y[n] −h[n]x[n]‖2R−1[n]

)

]

−1

γ
‖x[1] − x̂[1]‖2

P−1
1

= ψ(x[1]) +

N∑

n=1

L[n] (B.6)

avec ψ une fonction connue de x[1] et L[n] une fonction connue dépendant de x[n],
w[n] et v[n].
Le problème minimax est résolu en deux étapes. D’abord, la fonction coût J est
optimisée par rapport à x[1] and w[n]. Puis, elle est optimisée par rapport à x̂[n]

and y[n].

B.1.1 Optimisation de J par rapport à x[1] et w[n]

Le problème ici est de maximiser J (tout en satisfaisant la contrainte x[n+ 1] =

F[n]x[n] +w[n]) par rapport x[1] et w[n]. Cela consiste à définir le Hamiltonien
comme suit :

H[n] = L[n] +
2λ[n+ 1]T

γ
(F[n]x[n] +w[n]) (B.7)

où 2λ[n+ 1]/γ est le multiplicateur de Lagrange variable. Soit la fonction coût aug-
mentée Ja définie par

Ja = ψ(x[1]) +

N∑

n=1

(

H[n] −
2λ[n]T

γ
x[n]

)

−
2λ[N+ 1]T

γ
x[N+ 1] +

2λ[1]T

γ
x[1] (B.8)

En prenant la dérivée première de Ja par rapport à x[1], w[n] et λ[n], les conditions
nécessaires pour que Ja atteigne son maximum, il faut :

x[1] = x̂[1] +P[1]λ[1] (B.9)

λ[N+ 1] = 0 (B.10)

w[n] = Q[n]λ[n+ 1] (B.11)

λ[n] = FT [n]λ[n+ 1] + γ(x[n] − x̂[n])

+ hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]x[n]),n = 2, . . . ,N (B.12)

À partir de l’équation B.9 nous supposons que :

x[n] = µ[n] +P[n]λ[n] (B.13)

où µ[n] et P[n] sont à déterminer. P[1] est donné par l’utilisateur et µ[1] = x̂[1].
La substitution de l’équation B.13 dans l’équation B.1 et B.12 permet d’obtenir :

µ[n+ 1] +P[n+ 1]λ[n+ 1] = F[n]µ[n] + F[n]P[n]λ[n] +Q[n]λ[n+ 1] (B.14)
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B.1. Démonstration de l’estimation H∞

et

λ[n] = Z[n]
[

FT [n]λ[n+ 1] + γ(µ[n] − x̂[n]) +hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]µ[n])
]

(B.15)

où Z[n] =
(

I− γP[n] +hT [n]R−1[n]h[n]P[n]
)−1

. Cette expression de λ remplacée dans
l’équation B.14 conduit à :

µ[n+ 1] − F[n]µ[n]− F[n]P[n]Z[n]
[

γ(µ[n] − x̂[n]) +hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]µ[n])
]

=
[

−P[n+ 1] + F[n]P[n]Z[n]FT [n] +Q[n]
]

λ[n+ 1] (B.16)

Cette équation est satisfaite si, et seulement si,

µ[n+ 1] = F[n]µ[n] + F[n]P[n]Z[n]
[

γ(µ[n] − x̂[n]) +hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]µ[n])
]

(B.17)

et
P[n+ 1] = F[n]P[n]Z[n]FT [n] +Q[n] (B.18)

B.1.2 Optimisation de J par rapport à x̂[n] and y[n]

Le problème de l’optimisation est formulé ici comme suit :

min
x̂[n]

max
(y[n])

J (B.19)

sous la contrainte x[n+ 1] = F[n]x[n] +w[n]. En utilisant la stratégie optimale formulée
par les équations B.9, B.11 et B.13, la fonction coût J peut s’écrire comme :

J =
−1

γ
‖λ[1]‖2P[1] +

N∑

n=1

[

‖µ[n] +P[n]λ[n] − x̂[n]‖2 −
1

γ
‖y[n] −h[n](µ[n] +P[n]λ[n])‖2R−1[n]

]

−
1

γ

N∑

n=1

‖λ[n+ 1]‖2Q[n] (B.20)

Étant donné que λ[N+ 1] = 0, nous pouvons remarquer que :

N+1∑

n=1

λT [n]P[n]λ[n] −

N∑

n=1

λT [n]P[n]λ[n] = 0 (B.21)

Cette équation peut également s’écrire comme :

−
1

γ
‖λ[1]‖2P[1] =

1

γ

N∑

n=1

(

λT [n+ 1]P[n+ 1]λ[n+ 1] − λT [n]P[n]λ[n]
)

(B.22)
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B.1. Démonstration de l’estimation H∞

En remplaçant cette expression dans la fonction coût de l’équation B.20 ci-dessus, nous
obtenons :

J =

N∑

n=1

[(µ[n] − x̂[n])T (µ[n] − x̂[n]) + 2(µ[n] − x̂[n])T IP[n]λ[n] + λ[n]TP[n]P[n]λ[n]+

1

γ
λ[n+1]T (P[n+1]−Q[n])λ[n+1]−

1

γ
λ[n]TP[n]λ[n]−

1

γ
(y[n]−h[n]µ[n])TR−1[n](y[n]−h[n]µ[n])+

2

γ
(y[n] −h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]P[n]λ[n] −

1

γ
λ[n]TP[n]hT [n]R−1[n]h[n]P[n]λ[n]] (B.23)

Intéressons nous maintenant au terme λT [n+ 1](P[n+ 1] −Q[n])λ[n+ 1] dans l’équation
précédente. En remplaçant l’expression de P[n+1] de l’équation B.18 et celle de FTkλ[n+1]
de l’équation B.15, le terme λT [n+ 1](P[n+ 1] −Q[n])λ[n+ 1] s’écrit :

λ[n+1]T (P[n+1]−Q[n])λ[n+1] =
[

λ[n]TZ[n]−1 − γ(µ[n] − x̂[n])T − (y[n] −h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]
]

P[n]Z[n]

×
[

λ[n]TZ[n]−1 − γ(µ[n] − x̂[n])T − (y[n] −h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]
]T

(B.24)

La forme développée de ce terme est :

λ[n+ 1]T (P[n+ 1] −Q[n])λ[n+ 1] = λ[n]TZ[n]−1P[n]λ[n] + γλ[n]TZ[n]−1P[n]Z[n](µ[n] − x̂[n])−

λ[n]TZ[n]−1P[n]Z[n]hT [n]R−1[n](y[n]−h[n]µ[n])−γ(µ[n]− x̂[n])TP[n]λ[n]+γ2(µ[n]− x̂[n])TP[n]Z[n](µ[n]− x̂[n])

− (y[n] −h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]P[n]λ[n] + γ(µ[n] − x̂[n])TP[n]Z[n]hT [n]R−1[n]× (y[n] −h[n]µ[n])

+γ(y[n]−h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]P[n]Z[n](µ[n]− x̂[n])+(y[n]−h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n](y[n]−h[n]µ[n])

(B.25)

Nous pouvons remarquer que l’expression ci-dessus est un scalaire. Cela signifie que
chaque terme est un scalaire et est égal à sa forme transposée.
Par exemple γλT [n]Z−1[n]P[n]Z[n](µ[n] − x̂[n]) = γ(µ[n] − x̂[n])TP[n]λ[n] étant donné que
P[n] et Z[n] sont des matrices symétriques et γ est un scalaire. La substitution de l’ex-
pression de Z[n] dans le premier terme de l’équation ci-dessus conduit à :

λ[n+ 1]T (P[n+ 1] −Q[n])λ[n+ 1] = λ[n]TP[n]λ[n] − γλ[n]TP[n]P[n]λ[n]

+λ[n]TP[n]hT [n]R−1[n]h[n]P[n]λ[n]−2γ(µ[n]− x̂[n])TP[n]λ[n]−2(y[n]−h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]P[n]λ[n]+

γ2(µ[n] − x̂[n])TP[n]Z[n](µ[n] − x̂[n]) + 2γ(µ[n] − x̂[n])TP[n]Z[n]hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]µ[n])

+ (y[n] −h[n]µ[n])TR−1[n]h[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]µ[n]) (B.26)

Remplaçons cette expression de λ[n+ 1]T (P[n+ 1] −Q[n])λ[n+ 1] dans l’équation B.23.
Finalement, la fonction coût se met sous la forme :

J =

N∑

k=1

[(µ[n] − x̂[n])T (I+ γP[n]Z[n])(µ[n] − x̂[n])

+ 2(µ[n] − x̂[n])TP[n]Z[n]hT [n]R−1[n](y[n] −h[n]µ[n]) +

1

γ
(y[n] −h[n]µ[n])T (R−1[n]h[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n] − R−1[n])(y[n] −h[n]µ[n])

(B.27)
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B.1. Démonstration de l’estimation H∞

Rappelons que notre objectif est d’optimiser J par rapport à x̂[n] et y[n]. Pour
cela, déterminons les dérivées partielles de l’équation B.27 par rapport à x̂[n]. Ces
dérivées s’écrivent :
∂J

∂x̂[n]
= 2 (I+ γP[n]Z[n]) (x̂[n] − µ[n])+ 2P[n]Z[n]hT [n]R−1[n](h[n]µ[n] −y[n]) (B.28)

∂J

∂y[n]
= 2R−1[n]h[n]P[n]Z[n](µ[n] − x̂[n])+

2

γ
(R−1[n]h[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n] − R−1[n])(y[n] −h[n]µ[n]) (B.29)

Les extremums de J sont obtenus en mettant à zéro les équations B.28 et B.29.
Cela permet d’obtenir :

x̂[n] = µ[n] (B.30)

y[n] = h[n]µ[n] (B.31)

En remplaçant cette expression de x̂[n] dans l’équation B.17, nous obtenons l”esti-
mation H∞ sous la forme suivante :

x̂[n+ 1] = F[n]x̂[n] +g∞[n] (y[n] −h[n]x̂[n]) (B.32)

expression dans laquelle g∞ est le gain de l’estimation H∞. Il est obtenu par iden-
tification à l’équation B.17 telle que :

g∞[n] = F[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n] (B.33)

avec
Z[n] =

(

I− γP[n] +hT [n]R−1[n]h[n]P[n]
)−1

(B.34)

Les extremums recherchés dans le problème minimax sont tels que x̂[n] minimise
J et y[n] maximise J. Ces extremums existent ssi,

∂2J

∂x̂[n]2
= 2(I+ γP[n]Z[n]) > 0 (B.35)

∂2J

∂y[n]2
=
2

γ
(R−1[n]h[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n] − R−1[n]) < 0 (B.36)

Soit A une matrice carrée quelconque. L’expression A > 0 signifie que A est
définie positive. Par conséquent, à partir de l’équation B.35, x̂[n] minimise J si Z[n]
est définie positive. Pour cela, il suffit que

P[n]−1 − γI+hT [n]R−1[n]h[n) > 0 (B.37)

Quant à y[n], il maximise J if (R−1[n]h[n]P[n]Z[n]hT [n]R−1[n] −R−1[n]) est définie
négative 1. En d’autres termes, J est maximisée par y[n] ssi :

R[n] > h[n]P[n]Z[n]hT [n] (B.38)

CQFD 2

1. Une matrice carrée A est définie négative ssi A < 0.
2. CQFD pour ’ce qu’il fallait démontrer’.
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B.1. Démonstration de l’estimation H∞

Conclusion Pour un modèle d’état définie par les équations B.1 et B.2, l’estima-
tion H∞ de la variable d’état est obtenue par les équations récursives B.18, B.32, B.33

et B.34. Par ailleurs, il faut s’assurer que les inégalités B.37 et B.38 sont satisfaites.
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ANNEXE C

Caractéristiques des défauts de roulement

Dans le domaine fréquentiel, la fréquence d’un défaut de bague externe est :

BPFO =
nfr

2

[

1−
d

D
cos (ϕ)

]

(C.1)

La fréquence d’un défaut sur la bague interne est :

BPFI =
nfr

2

[

1+
d

D
cos (ϕ)

]

(C.2)

La fréquence d’un défaut de cage est :

FTF =
fr

2

[

1−
d

D
cos (ϕ)

]

(C.3)

La fréquence d’un défaut d’élément roulant est :

BSF =
Dfr

2d

[

1−

(

d

D
cos (ϕ)

)2
]

(C.4)

D est le diamètre interne de la bague externe, d est le diamètre des éléments rou-
lants, ϕ est l’angle de contact, n est le nombre d’éléments roulants et fr est la
fréquence de rotation de la bague tournante.

La périodicité d’apparition de ces défauts dans le domaine des ordres machines
est obtenue en normalisant les fréquences de défaut par la fréquence de rotation fr.
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 Diagnostic des machines tournantes par une analyse du signal 

vibratoire en régime variable 

 
Depuis une dizaine d'années, plusieurs méthodes de traitement du signal vibratoire ont été développées 
pour le diagnostic des machines tournantes en régime stationnaire. Or, de plus en plus de machines sous 
surveillance fonctionnent en régime variable telles que les éoliennes, les concasseurs, etc... Les méthodes 
développées pour la surveillance et le diagnostic de ces machines en régime stationnaire ne sont plus 
adaptées en régime variable. Certains outils proposés pour le régime variable sont limités à des applications 
bien spécifiques ou offrent un cadre théorique qui limite leur utilisation dans les situations réelles. Le but de 
cette thèse est justement de pallier ces limitations, et ce, en proposant une nouvelle approche permettant 
d'analyser les signaux vibratoires acquis en régime variable. La stratégie mise en œuvre dans cette thèse 
repose sur une modélisation du signal vibratoire dans l'espace d'état et une estimation H∞ des grandeurs 
caractéristiques de l’état de fonctionnement de la machine. Tout d’abord, nous avons décrit le signal 
vibratoire dans l'espace d'état grâce à une projection de l'enveloppe de chaque composante fréquentielle du 
signal sur la base canonique orthogonale. Ensuite, nous avons proposé une estimation de l’enveloppe. Cette 
approche d'estimation repose sur une optimisation minimax et consiste à minimiser le maximum de l'erreur 
d'estimation sans faire d'hypothèse sur la nature statistique des bruits du modèle d'état. Cette stratégie a 
conduit à ce que nous avons appelé dans cette thèse ‘estimateur BCOH∞’. La nouvelle approche proposée 
a été appliquée à des signaux synthétiques et expérimentaux pour le diagnostic de l’état des engrenages et 
des roulements en régime variable. 

Mots clés : diagnostic, machines tournantes, signal vibratoire, régime variable, modèle d’état, estimation H∞. 

 

Diagnostic based on vibration signal analysis of rotating machine 

under variable regime 

 
Over the past ten years, several vibration signal-processing methods have been developed for the diagnosis 
of stationary rotating machines. However, more and more machines under surveillance operate in variable 
speed condition such as wind turbines, crushers, etc... The methods developed for the monitoring and 
diagnosis of these machines in steady state are no longer suitable for variable regimes. Some tools 
proposed for the variable regime case are limited to specific applications or offer a theoretical framework that 
limits their use in real situations. The purpose of this thesis is precisely to overcome these limitations, and 
this, by proposing a new approach to analyse the vibration signal acquired in variable regime. The strategy 
implemented in this thesis is based on a modelling of the vibration signal in the state space and an 
estimation H∞ of the characteristic quantities of the operating state of the machine. First, we described the 
vibration signal in the state space through a projection of the envelope of each frequency component of the 
signal on the orthogonal canonical basis. Then we proposed an estimate of the envelope. This estimation 
approach is based on a minimax optimization and consists of minimizing the maximum of the estimation 
error without making any assumptions about the statistical nature of the state model noise. This strategy led 
to what we called in this thesis 'BCOH∞ estimator'. The proposed new approach has been applied to 
synthetic and experimental signals for the diagnosis of gears and bearings condition in variable speed. 

Keywords : diagnostic, rotating machines, vibration signal, variable regime, state model, H∞ estimation.  
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